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Die Menschen glauben viel
leichter eine Llge, die sie
schon hundertmal gehort
haben, als eine Wahrheit,
die ihnen vollig neu ist*
(Alfred Polgar)

! Diese Feststellung kénnte hier den Eindruck erwecken, sie wende sich vor allem gegen
fehlende Unterscheidungen zwischen potentiell und aktual unendlich. Der Eindruck wére richtig.



VORBEMERKUNG

Die hier zusammengestellten Arbeiten
kreisen um das Thema "Machtigkeit von
Mengen", insbesondere im Hinblick auf die
Machtigkeit der Menge der reellen Zahlen.
Verstandnisschwierigkeiten bereitet oft -
wie die Erfahrung gezeigt hat - das Uber-
sehen des Unterschiedes zwischen poten-
tiell Unendlich und actual Unendlich. Wei-
ters ist darauf zu achten, wann von Objek-
ten der Untersuchungen verlangt wird, sie
lieBRen sich widerspruchsfrei beschreiben.
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Kostproben vom Baum der Erkenntnis

Die Friichte vom Baum der Erkenntnis fiihrten Adam und Eva zum

Wissen von Gut und Bése, wohl eine der ersten allgemein giiltigen
Wahrheiten. In der vorliegenden Arbeit behandeln wir Fragen nach
der Wahrheit insbesondere am Beispiel mathematischer Aussagen.

(1) Denkobjekte liber die gesprochen werden kann:

Wir betrachten alle méglichen Objekte, an die irgend eine moégliche Person in irgend
einem moglichen Zeitpunkt gedacht und Uber die sie gesprochen haben kdnnte. Es handelt
sich dabei nur um die Moglichkeit, an das in Rede stehende Objekt zu denken und um die
Méoglichkeit, Gber dieses Objekt zu sprechen. Tatsachliche Denkvorgange und tatsachliche
Aussagen darlber spielen zunachst keine Rolle.

(2) Die Individualitat der Denkobjekte:

Der Begriff eines wie oben beschriebenen Denkobjektes setzt eine mdgliche denken-
de und sprechende Person als Subjekt voraus. Die mdglichen Denkvorgange und das Spre-
chen darlber sind untrennbar mit dieser moéglichen Person, also mit einem Individuum ver-
bunden. Wir sprechen daher von einer "Individualitat der Denkobjekte".

(3) Das Raum-Zeit-Universum:

Wir nehmen an, dass jeder mogliche Denkvorgang und das Sprechen dariber eine
gewisse Mindestdauer in Anspruch nimmt und dass jede mdgliche Person dabei ein gewis-
ses Mindestvolumen im Raum einnimmt. Um hier eine gewisse Ordnung zu schaffen fihren
wir ein vierdimensionales Koordinatensystem ein und zwar mit drei Raumkoordinaten und
einer Zeitkoordinate. Den Ursprung des Koordinatensystems kénnen wir ebenso willkirlich
festlegen wie die Richtung der drei Raumkoordinaten. Das Raum-Zeit-Universum zerlegen
wir jetzt mit Hilfe dieses Koordinatensystems in "Elementarwirfel EW". Dazu werden die drei
Raumkoordinaten jeweils in Abschnitte der Lange 0,01 mm und die Zeitkoordinate in Ab-
schnitte der Lange 0,01 Sek geteilt. Jeder solcherart definierte Elementarwiirfel bedeckt im
Raum einen Wiirfel der Seitenlange 0,01 mm, ausgerichtet nach den Richtungen der drei
Raumkoordinaten, und in der Zeit eine Dauer von 0,01 Sek. Diese Elementarwiirfel bede-
cken das Raum-Zeit-Universum vollstandig. Mit Hilfe des vierdimensionalen Koordinatensys-
tems konnen alle Elementarwirfel unschwer abzahlbar angeordnet werden. Diese Anord-
nung sei AO(EW).

(4) Abzdhlbare Anordnung aller méglichen Aussagen:

Wegen der Mindestdauer einer Aussage und dem Mindestvolumen jeder aussagen-
den Person gibt es sicher mindestens einen Elementarwirfel EW, der jede moégliche Aussa-
ge eindeutig kennzeichnet. Dies leistet namlich jeder Elementarwirfel, der zur Ganze in dem
von der aussagenden Person fur die Aussage bendtigten Volumen des Raum-Zeit Univer-
sums liegt. Mit Hilfe der Anordnung AO(EW) aller Elementarwirfel kann daher eine abzahl-
bare Anordnung aller moglichen Aussagen aller mdglichen Personen gewonnen werden.
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(5) Schriftliche Mitteilungen:

Eine "Mitteilung M vom Umfang n" sei ein quadratischer Raster, gebildet aus n® "Ele-
mentarquadraten” der Seitenlange 0,01 mm, von denen jedes entweder weil} oder schwarz
ist und die in n Zeilen zu je n Stellen angeordnet sind. Einem weil3en Elementarquadrat wird
die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer 2 zugeordnet. Es sei aj jene Ziffer (1 oder 2), die
dem in der j*" Zeile an k™" Stelle liegenden Elementarquadrat zugeordnet ist. Jede mdgliche
Mitteilung M,, vom Umfang n kann dann durch die Dezimalzahl

a(Mn) = 0,811812...a1n321322 ..... Aik- .- - ann
eindeutig dargestellt werden.

(6) Abzahlbare Anordnung aller schriftlichen Mitteilungen:

Alle mdglichen schriftlichen Mitteilungen M ordnen wir folgendermafien abzahlbar an:
Zunachst werden die Mitteilungen M, von gleichem Umfang n in Gruppen G(M,) zusammen-
gefasst und diese Gruppen nach der Gro3e von n angeordnet. Innerhalb jeder Gruppe G(M,)
werden sodann die Mitteilungen M, nach der GroRRe der jeweiligen Dezimalzahl a(M,) ange-
ordnet. Es sei AO(M) die so gewonnene Anordnung aller méglichen schriftlichen Mitteilun-
gen.

(7) Uber die Wahrheit einer Mitteilung:

Wir wollen nur dann von der Wahrheit einer Mitteilung M sprechen wenn es irgend
eine Person P gibt, die in irgendeinem Zeitpunkt T diese Mitteilung M als wahr bezeichnen
wurde. Mit dieser Bedingung verzichten wir auf den Begriff einer absoluten Wahrheit und
verwenden nur mehr den Begriff "relative Wahrheit einer Mitteilung M" und zwar bezogen auf
jeweils eine Person P und einen Zeitpunkt T.

(8) Uber die relative Wahrheit einer Mitteilung:

Um eine Mitteilung M als wahr flr eine Person P in einem Zeitpunkt T zu bezeichnen,
wollen wir nicht voraussetzen, dass P die Mitteilung M im Zeitpunkt T tatsachlich bereits ge-
lesen hat. Es reicht fur uns aus, annehmen zu dirfen, dass die Person P im Zeitpunkt T die
Mitteilung M als wahr bezeichnen wiirde, hatte sie M zuvor gelesen. Véllig aulder Betracht
bleibt hierbei die Beurteilungen des Wahrheitsgehaltes der Mitteilung M durch Aufienstehen-
de wie etwa den Autor oder den Leser dieser Arbeit.

(9) Uber das Fehlen eines allgemeinen Wahrheitskriteriums:

Voraussetzung einer relativen Wahrheit ist nach unserer Definition ausschlief3lich die
Aussage einer Person P in einem Zeitpunkt T Uber die Wahrheit einer Mitteilung M. Unter-
schiedliche Beurteilungen durch verschiedene Personen oder durch eine Person in ver-
schiedenen Zeitpunkten kdnnen auf unterschiedlichem Wissensstand ebenso wie auf be-
wusst falschen Aussagen beruhen. Der Mdglichkeiten gibt es viele, ein allgemeines Wahr-
heitskriterium aber nicht. Fiir unsere weiteren Uberlegungen geniigt der in (7) eingefiihrte
Begriff "relative Wahrheit".

(10) Abzahlbare Anordnung aller relativ wahren Mitteilungen:

Positive Urteile jeder moglichen Person P in jedem moglichen Zeitpunkt T Uber die
Wahrheit jeder méglichen Mitteilung M kénnen jeweils durch ein Tripel (P,T,M) gekennzeich-
net werden. Das Tripel (P,T,M) bedeutet dabei, dass die Person P die Mitteilung M im Zeit-
punkt T als wahr bezeichnet. T ist dabei der "friiheste" Zeitpunkt aus einem diese Aussage
von P eindeutig kennzeichnenden Elementarwirfel EW aus (4). Mit Hilfe der abzahlbaren
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Anordnung AO(EW) aller mdglichen Aussagen gemal (4) und der abzahlbaren Anordnung
AO(M) aller schriftlichen Mitteilungen gemalf} (6) konnen auch alle durch ein Tripel (P,T,M)
gekennzeichneten relativ wahren Mitteilungen abzahlbar angeordnet werden. Diese Anord-
nung sei AO(P,T,M).

(11) Die Individualanordnung:

So wie eine Denkobjekt aus (2) setzt auch jedes Urteil Gber die Wahrheit einer Mittei-
lung aus (10) eine mégliche denkende und sprechende Person als Subjekt voraus. Das Tri-
pel (P,T,M) bedeutet jeweils ein individuelles Urteil der Person P. Es ist daher naheliegend,
eine Anordnung AO(P,T,M) aus (10) als "Individualanordnung" zu bezeichnen.

(12) Individualanordnungen reeller Zahlen:

Es sei M = M[RZ(0,1)] eine Mitteilung, die fur irgendeine Person P in irgendeinem
Zeitpunkt T die reelle Zahl RZ(0,1) zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei be-
schreibt. Das Tripel {P,T,M[RZ(0,1)]} bedeutet, dass die Person P die Aussage, "M be-
schreibt eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei" im Zeitpunkt T als
wahr bezeichnet. Damit ist M eine relativ wahre Mitteilung im Sinne von (8). So wie die Tripel
(P,T,M) aus (10) kdnnen auch alle durch ein Tripel {P,T,M[RZ(0,1)]} gekennzeichneten reel-
len Zahlen RZ(0,1) abzahlbar angeordnet werden. Diese Anordnung sei AO{P,T,M[RZ(0,1)]}.
Sie beruht wie die Anordnung AO(P,T,M) aus (10) auf individuellen Urteilen von Personen P
und wir bezeichnen sie analog zu (11) als Individualanordnung reeller Zahlen.

(13) Eine Individualanordnung aller reellen Zahlen:

Man erkennt leicht, dass in der Anordnung AO{P,T,M[RZ(0,1)]}, wenn alle mdglichen
Mitteilungen M[RZ(0,1)] herangezogen werden, jede reelle Zahl durch jeweils unendlich viele
Tripel {P,T,M[RZ(0,1)]} gekennzeichnet wird. Man kann aber unschwer eine Individualanord-
nung AO[RZ(0,1)] aller reellen Zahlen RZ(0,1) zwischen 0 und 1 bilden, die jede reelle Zahl
genau einmal enthalt, etwa indem diese reellen Zahlen jeweils nur einmal und zwar in der
Reihenfolge angeflihrt werden, in der sie in der Anordnung AO{P,T,M[RZ(0,1)]} erstmals auf-
treten.

(14) Die Volistandigkeit der Individualanordnung aller reellen Zahlen:

Die Individualanordnung AO[RZ(0,1)] ist insoweit vollstandig, als jeder Versuch, eine
angeblich in ihr nicht enthaltene reelle Zahl zwischen 0 und 1 widerspruchsfrei anzugeben,
wie im Folgenden gezeigt wird, misslingt. Behauptet namlich ein Kritiker der Vollstandigkeit
(er werde als kritische Person Py bezeichnet) in irgendeinem Zeitpunkt Ty, eine reelle Zahl ry
mit 0 < r < 1 sei nicht in AO[RZ(0,1)] enthalten, dann kann diese Behauptung in Form einer
Mitteilung Mg dargestellt werden. Diese Mitteilung My beschreibt also nach Ansicht der Per-
son Py im Zeitpunkt Ty die reelle Zahl r, zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei und
sie enthalt die Feststellung, nach Ansicht von P sei r¢ nicht in AO[RZ(0,1)] enthalten, es gel-
te also r, ¢ AO[RZ(0,1)]. Nun werden aber gemaf (13) in AO[RZ(0,1)] genau alle jene reel-
len Zahlen angeordnet, die durch ein Tripel {P,T,M[RZ(0,1)]} gekennzeichnet werden. ry wird
dabei gemaR (12) durch das Tripel {P«, Tk, M[RZ(0,1)]} gekennzeichnet. Dieses Tripel bedeu-
tet aber ebenfalls gemaf (12), dass der Kritiker P die Aussage "M beschreibt eine reelle
Zahl zwischen 0 und 1" im Zeitpunkt Ty als wahr bezeichnet. Daraus folgt wieder per defini-
tionem ry, € AO{P,T,M[RZ(0,1)]} und im weiteren r, € AO[RZ(0,1)] im Widerspruch zur obigen
Feststellung r, ¢ AO[RZ(0,1). Dem Kritiker Py ist es also nicht gelungen, eine in AO[RZ(0,1)]
nicht enthaltene reelle Zahl zwischen 0 und 1 widerspruchsfrei anzugeben.
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(15) Folgerungen fiir das erste Hilbert-Problem:

Die in (14) dargestellte Vollstandigkeit von AO[RZ(0,1)] I0st unter anderem auch das
erste Hilbert-Problem fur die Menge der reellen Zahlen. Die abzahlbaren Anordnungen aller
Tripel AO(P,T,M) aus (10) und AO{P,T,M[RZ(0,1)]} aus (13) werden hier nur als Aussagen
Uber die jeweilige Machtigkeit der Menge aller Tripel verwendet. In beiden Fallen erweist es
sich aber als grundsatzlich unmdglich, diese Mengen tatsachlich abzahlbar anzuordnen.
Grundlagen solcher Anordnungen sind ja unter anderem Urteile aller méglichen Personen P
in allen mdglichen Zeitpunkten T Gber den Inhalt von Mitteilungen M und diese Urteile sind
offensichtlich nie vollstandig bekannt, da nie alle mdglichen Personen in allen Zeitpunkten T
Uber die Wahrheit von Mitteilungen M befragt werden kdénnen.

(16) Individualanordnungen beliebiger Mengen:

Die bisherigen Uberlegungen zur Machtigkeit der Menge der reellen Zahlen lassen
sich auf beliebige Mengen erweitern. Wir betrachten dazu Mengen M(¢), bestehend aus
Elementen E., welche alle eine Eigenschaft ¢ aufweisen, die sie zu einem Element der Men-
ge M(g) macht. Analog zu (10) werden Tripel (P,T,M;) gebildet'. Das Tripel (P,T,M,) bedeutet
dabei, dass die Person P die Behauptung, "M, beschreibt ein Element E, € M(g) eindeutig
und widerspruchsfrei", im Zeitpunkt T als wahr bezeichnet. Analog zu (12) entspricht jedes
einzelne der Tripel (P,T,M;) diesem Element E. der M € M(g). Analog zu (10) und (13) erhalt
man eine abzahlbare Individualanordnung AO(E;) aller Elemente E. der Menge M(g).

(17) Die Volistandigkeit der Individualanordnungen beliebiger Mengen:

Analog zu (14) zeigt man unschwer, dass jeder Versuch eines Kritikers, die Unvoll-
standigkeit von AO(E.) durch die Angabe eines in AO(E;) angeblich nicht enthaltenen Ele-
mentes E. € M(¢) misslingt. Damit ist das erste Hilbert-Problem auch fir beliebige Mengen
geldst. Der Begriff "Uberabzahlbare Menge" fiihrt stets zu einem Widerspruch. Man verwen-
det daher besser den Begriff "nicht abzahlbar anordenbare Menge" und versteht darunter
eine Menge von der Machtigkeit der Menge der natlrlichen Zahlen, fir die eine abzahlbare
Anordnung ihrer Elemente etwa aus dem in (15) genannten Grund nicht moéglich erscheint.
Der Widerspruch im Begriff "liberabzahlbare Menge" flihrt auch zu einem Widerspruch im
Begriff "transfinite Kardinalzahl x, mit n > 0". Insbesondere sind derartige von Cantor einge-
fuhrte Mengen in sich widerspruchlich. Daraus ergeben sich auch Widerspriiche in einigen
Bereichen der Mengenlehre.

(18) Anwendung der Maeutik des Sokrates:

Die in (14) und (17) angesprochenen Kritiker Py spielen hier die Rolle des Ge-
sprachspartners von Sokrates in dessen Maeutik, der Hebammenkunst. Um die entschei-
denden Widerspriuche herauszuarbeiten wird Py selbst in die Diskussion einbezogen. Die
Ergebnisse der Arbeit beruhen letztlich darauf, dass Mathematik nur von Personen innerhalb
des Raum-Zeit-Universums betrieben werden kann und dass alle Ergebnisse mathemati-
scher Untersuchungen durch Mitteilungen M gemaf (5) dargestellt werden kdnnen.

' Es ist zwischen der Menge M(c) von Elementen E. mit der Eigenschaft € und einer nach dem Urteil
von P im Zeitpunkt T ein Element E; eindeutig und widerspruchsfrei beschreibenden Mitteilung M; zu
unterscheiden.



Cantor's Zirkelschluss

In der Arbeit "Die Individualitat der Welt" (http//www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/)
wird in 4.4 auf Widerspruche in von Cantor eingefihrten Mengen mit einer
Kardinalzahl &, mit n > 0 hingewiesen. Im Folgenden wird gezeigt, wie ein derartiger
Widerspruch auf einen Zirkelschluss zurlckgefuhrt werden kann.

Ausgangspunkt sei das zweite Diagonalverfahren von Cantor, mit dem dieser
die Uberabzahlbarkeit der Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 beweisen will.
Er geht dabei von einer beliebigen abzahlbaren Anordnung reeller Zahlen r zwischen
0 und 1mit rc an k™ Stelle aus. Mit Hilfe dieser Anordnung definiert Cantor eine
zwischen 0 und 1 liegende "Diagonalzahl r°" so, dass sich ihre n'® Dezimalstelle von
der n'" Dezimalstelle der an n'" Stelle der Anordnung stehenden reellen Zahl r,
unterscheidet. Dann gilt offenbar Vk: r° # r, und damit sei die Unvollstandigkeit der
Anordnung der ri bewiesen.

Nun beruht aber das Diagonalverfahren von Cantor darauf, zuerst die reellen
Zahlen r¢ vollstandig anzuordnen und erst anschlieBend die Diagonalzahl r° zu
bilden. Der Beweis geht also davon aus, dass die vollstandige unendliche Anordnung
r bereits aktual vorliegt, wahrend die in der zitierten Arbeit verwendete
"Individualanordnung"” nur potentiell unendlich ist und in keinem Zeitpunkt aktual
fertig angegeben werden kann.

Die erst zu beweisende Existenz einer aktual unendlichen Menge reeller
Zahlen zwischen 0 und 1 wird also fur den bendétigten Beweis bereits vorausgesetzt
und dies ist der eingangs erwahnte Zirkelschluss.



Die Individualitat der Welt

1. Einleitung:

1.1 Jedes Individuum erkennt die Welt auf individuelle Weise mit Hilfe seiner Sinnes-
organe. Es gibt kein allgemeines Kriterium fur die Richtigkeit oder Unrichtigkeit also
fur die Wahrheit einer Erkenntnis.

1.2 Zu den im Laufe des Lebens gewonnenen Erfahrungen gehoren die Moglichkei-
ten, solche Erfahrungen "mit anderen Individuen zu teilen", also "Mitteilungen" zu
formulieren. Derartige Mitteilungen kdnnen Uber beliebige Sinnesorgane geleitet
werden. Dabei kommt zunachst den akustischen Mitteilungen und in weiterer Folge
den darauf beruhenden schriftlichen Mitteilungen besondere Bedeutung zu.

1.3 Durch das Zusammenleben verschiedener Individuen in Gruppen (Familien,
Stamme, Volker etc.) bilden sich gemeinsame Begriffe und schlie3lich etwas wie
gemeinsame Sprachen, in denen individuelle Erfahrungen mitgeteilt werden. Offen
bleibt, wie weit solche Sprachen die in sie gesetzten Erwartungen erfullen konnen.

1.4 Eine der grundlegenden Fragen in diesem Zusammenhang ist die nach der
Wahrheit einer Mitteilung. Diese Frage stellt sich insbesondere dann, wenn eine
Person P4 eine Mitteilung als wahr, eine andere Person P, aber die selbe Mitteilung
als falsch bezeichnet. Der Leser moge dabei ebenso wie der Autor seine eigene Be-
urteilung der Mitteilung auRer Betracht lassen und das Problem ausschlieB3lich auf
die Urteile von P und von P, beschranken.

1.5 Der Sachverhalt kann dabei sehr komplex sein. Unterschiedliche Beurteilungen
einer Mitteilung kdnnen auf unterschiedlichen Interpretationen der Mitteilung, auf un-
terschiedlichem Wissensstand ebenso wie auf bewusst falschen Aussagen beruhen.
Der Moglichkeiten gibt es viele.

1.6 Fur AulRenstehende wie den Leser und den Autor steht jedenfalls die Frage nach
einem Beweis der Richtigkeit bzw. der Unrichtigkeit solcher Beurteilungen im Vor-
dergrund. Ein Beweis der Richtigkeit einer Mitteilung ist etwa dann fur den Autor trivi-
al, wenn die Mitteilung eine Eigenschaft eines Objektes beschreibt, welche Teil der
Definition des Objektes ist, wie z.B. die Tatsache, dass ein Quadrat vier gleich lange
Seiten hat. Beweise fur die Richtigkeit anderer Mitteilungen kénnen erhebliche
Schwierigkeiten bereiten wie Vermutungen Uber mathematische Satze zeigen, die
weder bewiesen noch widerlegt sind.

1.7 Als Beweis flr die Unrichtigkeit einer Mitteilung wird offenbar ein Widerspruch
innerhalb dieser Mitteilung selbst anerkannt. Die Mitteilung: "Es existiert eine naturli-
che Zahl, die kleiner als 3 und grof3er als 5 ist" wird wohl nicht nur vom Autor son-
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dern auch sehr allgemein als unrichtig angesehen. Dieses allgemeine Urteil setzt
allerdings bereits Ubereinkunft Uiber die Begriffsinhalte von "existieren", "natrliche
Zahl", " kleiner als", "3", "groRer als" und "5" voraus. Uber die vom Autor in den fol-
genden Uberlegungen verwendeten Begriffsinhalte besteht seiner Ansicht nach ge-
niigend Ubereinkunft um die von ihm entwickelten Schlussfolgerungen nachzuvoll-

ziehen. Im Ubrigen ist das Entstehen solcher Ubereinkiinfte alles andere als trivial.

2. Fur spatere Schlussfolgerungen verwendete abzahlbare Mengen:

2.1 Eine "Mitteilung M vom Umfang n" sei ein quadratischer Raster, den n” "Ele-
mentarquadrate” der Seitenlange 0.01 mm bilden von denen jedes entweder weil}
oder schwarz ist und die in n Zeilen zu je n Stellen angeordnet sind.

2.2 Einem weilken Elementarquadrat wird die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer 2

zugeordnet. Es sei aj jene Ziffer (1 oder 2), die dem in der " Zeile an k™ Stelle lie-
genden Elementarquadrat zugeordnet ist. Jede mogliche Mitteilung M, vom Umfang
n kann dann durch die Dezimalzahl a(M,) = 0,a11a12...@1n@21@22......8jk.....a@nn €indeutig
dargestellt werden. Beispielsweise wird der folgende entsprechend der Seitenlange

der Elementarquadrate auf das Funfhundertfache vergroerte Raster

durch die Zahl 0,17000111101100011011110001 eindeutig dargestellt.

2.3 Alle méglichen endlichen Mitteilungen M werden nun folgendermal3en abzahlbar
angeordnet: Zunachst werden die Mitteilungen M, von gleichem Umfang n in Grup-
pen G(M,) zusammengefasst und diese Gruppen nach der Grélde von n angeordnet.
Innerhalb jeder Gruppe G(M,) werden sodann die Mitteilungen M,, nach der GroRRe
der jeweiligen Dezimalzahlen a(M,) angeordnet. Es sei AO(M) die so gewonnene
abzahlbare Anordnung aller moglichen Mitteilungen.

2.4 Dass die Beschrankung der hier herangezogenen Mitteilungen auf Schwarz-
Weilk-Informationen die spateren Schlussfolgerungen nicht beeintrachtigt zeigen die
folgenden Uberlegungen: Der Begriff "Mitteilung" besagt, dass eine Information von
einer Person an eine andere Ubermittelt wird. Lasst man die Beschrankung auf
Schwarz-Weilk-Informationen weg, bleibt als Aufgabe jeder méglichen Information die
Ubermittlung des Inhaltes der Mitteilung an eine Person so, dass diese den Inhalt
der Mitteilung mit Hilfe ihrer Sinnesorgane erfassen kann. Offenbar kénnen alle Sin-
nesorgane nur jeweils abzahlbar viele Eindricke aufnehmen. Der flr die spateren
Schlussfolgerungen wesentliche Grundsatz der Abzahlbarkeit aller méglichen Infor-
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mationen bleibt also auch bei Wegfall der Beschrankung auf Schwarz-Weil3-
Informationen gewahrt.

2.5 Mit entscheidend flur die Wahrheit einer Mitteilung M ist das Urteil einer Person P
in einem Zeitpunkt T. Man verwendet daher besser den Begriff "relative Wahrheit"
und zwar bezogen auf jeweils eine Person P und einen Zeitpunkt T. Eine Mitteilung
M wird dann und nur dann als relativ zur Person P und zum Zeitpunkt T als wahr be-
zeichnet, wenn die Person P im Zeitpunkt T die Mitteilung M als wahr bezeichnet. Es
darf dabei angenommen werden, dass P sein Urteil iber M stets wahrend einer ge-
wissen "Mindestdauer" aufrecht erhalt und dass P dabei ein gewisses "Mindestvo-
lumen" im Raum-Zeit-Universum in Anspruch nimmt. Das "Raum-Zeit-Universum
RZU" (drei Raumkoordinaten, eine Zeitkoordinate) kann durch geeignete Wahl eines
Koordinatensystems in "Elementarwurfel EW" jeweils der Seitenlange von 0.01 mm
und der Dauer von 0,01 Sek zerlegt werden. Offenbar liegt mindestens einer dieser
Elementarwurfel zur Ganze in dem von P fur sein Urteil in Anspruch genommenen
Teil des RZU und bezeichnet damit das Urteil von P im Zeitpunkt T eindeutig. Alle
Elementarwirfel kbnnen unschwer mit Hilfe des Koordinatensystems abzahlbar an-
geordnet werden. Diese Anordnung sei AO(EW).

2.6 Alle mdglichen Urteile jeder moglichen Person P in jedem mdglichen Zeitpunkt T
Uber die Wahrheit jeder mdglichen Mitteilung M kénnen jeweils durch ein Tripel
(P,T,M) gekennzeichnet werden. Das Tripel (P,T,M) bedeutet dabei, dass die Person
P, falls sie die Mitteilung M im Zeitpunkt T liest oder lesen wirde, M als wahr be-
zeichnet. T ist dabei ein beliebiger Zeitpunkt aus einem von P gemafR 2.5 fur sein
Urteil in Anspruch genommenen Elementarwtrfel. Da alle moglichen Mitteilungen M
in AO(M) gemaf 2.3 und alle mdglichen fir ein Urteil in Frage kommenden Kombina-
tionen (P,T) mit Hilfe von AO(EW) gemal} 2.5 abzahlbar angeordnet werden kénnen
gilt dies auch fur jede Kombination (P,T,M). Diese Anordnung sei AO(P,T,M).

3. Individualanordnungen reeller Zahlen:

3.1 Im folgenden Beispiel sollen alle Mitteilungen M = M[RZ(0,1)], die eine reelle Zahl
RZ(0,1) zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben, mit Hilfe der
Anordnung AO{P,T,M[RZ(0,1)]} gemal} 2.6 abzahlbar angeordnet werden. Das Tripel
{P,T,M[RZ(0,1)]} bedeutet dabei, dass die Person P, falls sie die Mitteilung
M[RZ(0,1)] im Zeitpunkt T liest oder lesen wirde, die Behauptung, diese Mitteilung
beschreibe eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei, als
wahr bezeichnet. Wie in 1.4 gefordert bleibt dabei die Beurteilung der Mitteilungen
durch den Leser ebenso wie die durch den Autor aulRer Betracht. Die Anordnung
AO{P,T,M[RZ(0,1)]} beruht einzig und allein auf dem jeweiligen individuellen Urteil
von P und sie werde daher als Individualanordnung von reellen Zahlen zwischen 0
und 1 bezeichnet.
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3.2 Jedes einzelne der Tripel {P,T,M[RZ(0,1)]} entspricht einer reellen Zahl RZ(0,1)
zwischen 0 und 1 und zwar genau jener, von der die Person P im Zeitpinkt T behaup-
tet oder behaupten wirde, sie werde durch die Mitteilung M[RZ(0,1)] eindeutig und
widerspruchsfrei beschrieben. Es ist unschwer zu sehen, dass jeweils unendlich viele
solcher Tripel ein und der selben Zahl entsprechen. Aus AO{P,T,M[RZ(0,1)]} erhalt
man aber leicht auch eine Individualanordnung AO[RZ(0,1)] aller reellen Zahlen
RZ(0,1) zwischen 0 und 1, etwa indem diese reellen Zahlen in der Reihenfolge ange-
fuhrt werden, in der sie in der Anordnung AO{P,T,M[RZ(0,1)]} erstmals auftreten.

3.3 Die Anordnung AO[RZ(0,1)] reeller Zahlen zwischen 0 und 1 gemal 3.2 ist inso-
weit vollstandig, als jeder Versuch, eine angeblich in ihr nicht enthaltene reelle Zahl
zwischen 0 und 1 widerspruchsfrei anzugeben, wie im Folgenden gezeigt wird, miss-
lingt. Behauptet namlich ein Kritiker der Vollstandigkeit (er werde als kritische Person
mit P« bezeichnet) in irgendeinem Zeitpunkt Ty, eine reelle Zahl r, € RZ(0,1) zwi-
schen O und 1 - etwa eine aus der Anordnung AO[RZ(0,1)] mit Hilfe des zweiten
Diagonalargumentes von Cantor gewonnene Diagonalzahl - sei in dieser Anord-
nung nicht enthalten, es gelte also rx ¢ AO[RZ(0,1)], dann kann diese Behauptung in
Form einer Mitteilung My dargestellt werden. Die Mitteilung My beschreibt also nach
Ansicht der Person Py im Zeitpunkt Ty die reelle Zahl r, zwischen 0 und 1 eindeutig
und widerspruchsfrei und enthalt die Feststellung, nach Ansicht von Py sei r nicht in
AO[RZ(0,1)] enthalten, es gelte also r, ¢ AO[RZ(0,1)]. Nun werden aber gemaf 3.2
in AO[RZ(0,1)] genau alle jene reellen Zahlen RZ(0,1) angeordnet, die in der Anord-
nung AO{P,T,M[RZ(0,1)]} enthalten sind. Darunter also auch die dem Tripel

(Px, Tk,My) entsprechende reelle Zahl r. Und damit verstrickt sich Py in einen Wider-
spruch: Er behauptet in seiner Mitteilung My im Zeitpunkt Ty, es sei r¢ eine reelle Zahl
zwischen 0 und 1, die damit per definitionem in der Anordnung AO{P,T,M[RZ(0,1)]}
enthalten sein muss und zwar an der Stelle (P, Tk,Mx), woraus im weiteren ebenfalls
per definitionem ry, € AO[RZ(0,1)] folgt. Dies steht nun aber im Widerspruch zur vo-
rangegangenen Behauptung von Py, wonach ry ¢ AO[RZ(0,1)]. Pk ist es also nicht
gelungen, eine in AO[RZ(0,1)] nicht enthaltene reelle Zahl zwischen 0 und 1 wider-
spruchsfrei anzugeben.

3.4 Der in 3.3 gefuhrte Nachweis der Abzahlbarkeit der widerspruchsfrei definierten
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 10st unter anderem auch das erste Hilbert-Problem
fir den Bereich der reellen Zahlen.

3.5 Die abzahlbare Anordnung AO{P,T,M[RZ(0,1)]} aller Tripel {P,T,M[RZ(0,1)]} ge-
maf 3.1 wird hier nur als Aussage Uber die Machtigkeit der Menge dieser Tripel ver-
wendet. Ebenso wird die abzahlbare Anordnung AO[RZ(0,1)] aller reellen Zahlen
RZ(0,1) gemal 3.2 hier nur als Aussage Uber die Machtigkeit der Menge der reellen
Zahlen RZ(0,1) verwendet. In beiden Fallen erweist es sich aber als grundsatzlich
unmoglich, eine tatsachliche Anordnung dieser abzahlbaren Mengen anzugeben.
Grundlagen solcher Anordnungen sind ja unter anderem die Urteile aller im Raum-
Zeit-Universum moglichen Personen P in allen mdglichen Zeitpunkten T Uber den
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Inhalt einer Mitteilung M und diese Urteile konnen offensichtlich nie vollstandig be-
kannt sein..

4) Individualanordnungen beliebiger Mengen:

4.1 Die bisherigen Uberlegungen zur Méachtigkeit der Menge der reellen Zahlen las-
sen sich auf beliebige Mengen erweitern. Solche Mengen M(e) bestehen aus Ele-
menten E,, die alle eine Eigenschaft € aufweisen, die sie zu einem Element der Men-
ge M(e) macht. Anders lassen sich Mengen kaum sinnvoll definieren. Analog zu 3.1
werden die Tripel (P,T,M¢) gemaf 2.6 in einer Anordnung AO(P,T,M¢) abzahlbar an-
geordnet'. Das Tripel (P,T,Mc) bedeutet dabei, dass die Person P, falls sie die Mittei-
lung Mc im Zeitpunkt T liest oder lesen wirde, die Behauptung, diese Mitteilung be-
schreibe ein Element Ec € M(¢) eindeutig und widerspruchsfrei, als wahr bezeichnet.
Analog zu 3.2 entspricht jedes einzelne der Tripel (P,T,M¢) einem Element E. der
Menge M(€) und zwar genau jenem, von dem die Person P im Zeitpunkt T behauptet
oder behaupten wirde, es werde durch die Mitteilung M, eindeutig und widerspruchs-
frei beschrieben. In gleicher Weise wie in 3.2 erhalt man aus AO(P,T,M¢) eine Indivi-
dualanordnung AO(E) aller Elemente E. der Menge M(g).

4.2 Die Anordnung AO(E.) ist insoweit vollstandig, als wie in 3.3 jeder Versuch, ein
angeblich nicht enthaltenes Element E. aus der Menge M(e) widerspruchsfrei anzu-
geben, misslingt. Analog den Schlussfolgerungen in 3.3 wird von einem Kritiker Py
der Vollstandigkeit ausgegangen, der in irgend einem Zeitpunkt Ty behauptet, ein
Element Ex € M(¢) sei in dieser Anordnung nicht enthalten, es gelte also Ex ¢ AO(E.)
und damit per definitionem Ex ¢ AO(P,T,M¢). Diese Behauptung kann als Mitteilung
My dargestellt werden. My beschreibt also nach Ansicht von Py im Zeitpunkt T ein
Element Ex € M(€) und enthalt die Feststellung, nach Ansicht von Py sei Ex nicht in
AO(E:) enthalten. Nun werden aber gemaf 4.1 in AO(E¢) genau jene Elemente E.
angeordnet, die in der Anordnung AO(P,T,M¢) enthalten sind. Darunter also auch
das dem Tripel (Pk,Tk,Mk) entsprechende Element Ex. Und damit verstrickt sich Py in
einen Widerspruch. Er behauptet in seiner Mitteilung My im Zeitpunkt Ty, es sei Ei ein
Element der Menge M(e), das damit per definitionem in der Anordnung AO(P, T,M)
enthalten ist und zwar an der Stelle (P, Tk,Mx), woraus im weiteren ebenfalls per de-
finitionem Ex € AO(P,T,M) folgt. Dies steht nun aber im Widerspruch zur vorange-
gangenen Behauptung von Py, wonach Ex ¢ AO(P,T,M¢). Py ist es also nicht gelun-
gen, ein in AO(E) nicht enthaltenes Element E. widerspruchsfrei anzugeben.

4.3 Der Begriff "Uberabzahlbare Menge" fuhrt gemaR 4.2 stets zu einem Wider-
spruch. Hingegen kann man einen Begriff "nicht abzahlbar anordenbare Mengen"
bilden und darunter Mengen von der Machtigkeit der Menge der naturlichen Zahlen

' Es ist zwischen der Menge M(e) von Elementen E. mit der Eigenschaft € und der ein Element E,
nach dem Urteil von P im Zeitpunkt T eindeutig und widerspruchsfrei beschreibenden Mitteilung M, zu
unterscheiden.
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verstehen, fur die eine Anordnung der Elemente der jeweiligen Menge etwa aus den
in 3.5 genannten Grunden nicht moglich erscheint.

4.4 Der Widerspruch im Begriff "Uberabzahlbare Menge" filhrt auch zum Wider-
spruch im Begriff "Transfinite Kardinalzahl x, mit n > 0". Insbesondere sind derartige
von Cantor eingefuhrte Mengen in sich widerspruchsvoll. Damit werden Widerspru-
che in einigen Bereichen der Mengenlehre aufgezeigt.

4.5 Der in 3.3 und 4.2 jeweils angesprochene Kritiker Py spielt hier die Rolle des Ge-
sprachspartners von Sokrates in dessen Maeutik, der Hebammenkunst. Um die ent-
scheidenden Widerspriche herauszuarbeiten wird P selbst in die Diskussion einbe-
zogen.

4.6 Die vorstehenden Uberlegungen beruhen letztlich darauf, dass Mathematik nur
von Personen innerhalb des Raum-Zeit-Universums betrieben werden kann und dass
alle Ergebnisse mathematischer Untersuchungen durch Mittelungen gemal} 2 Gber-
mittelt werden konnen.



Zum Widerspruch im Uberabzahlbaren:

Die mir mit Abstand wichtigste Untersuchung habe ich 1972 in meiner Arbeit
"Zur Problematik der absoluten Uberabzahlbarkeit" in der Zeitschrift "Philosophia
naturalis” erstmals angesprochen. Sie betrifft das erste Hilbert-Problem und damit
auch die Kontinuums-Hypothese. Diese Arbeit und zahlreiche auf sie folgende
einschlagige Arbeiten I6sen das Problem (vgl. meine Website
"www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/")

Grundlage der Uberlegungen ist die Tatsache, dass alles woriiber gesprochen
werden kann auch in endlicher Form dargestellt werden kann. Eigentlich ein
Pleonasmus. StoR3t aber interessanter Weise auf grol3e Verstandnisschwierigkeiten.

Ubrigens eine Facette der Verstandnisschwierigkeiten: Bei einem Vortrag an
der TU hatte ich die Forderung formuliert, nur solche reelle Zahlen als
widerspruchsfrei existierend anzusehen, die in endlicher Form "beschrieben" werden
kénnen. Daraufhin ging einer der Assistenten zur Tafel, schrieb ein paar Zeilen und
sagte: "Aber diese Zahlen haben Sie damit nicht erfasst". Dass er eben etwas "in
endlicher Form beschrieben” hatte, dirfte ihm entgangen sein.

Ein wesentlicher Grund fur Verstandnisschwierigkeiten, die meine
Uberlegungen zum ersten Hilbert-Problem mit sich bringen, liegt sicher in der als
Axiom von vielen Mathematikern angenommenen aber meines Wissens nie als
Axiom formulierten Ansicht, Mathematik sei wie Physik eine Naturwissenschatft,
deren Aufgabe darin bestehe, die in der Natur vorgegebenen mathematischen Satze
aufzufinden. Nun bis hierhin kdnnte dieser Ansicht durchaus beigepflichtet werden.
Sie wird aber dann problematisch, wenn man glaubt, Mathematik ohne Mathematiker
betreiben zu kénnen. Und genau darin liegt der Unterschied zu meinen
Uberlegungen, die einen Mathematiker als "in Raum und Zeit Mathematik
betreibende Person" voraussetzen.

Ernst Jinger hat diesen Gedanken in einem klugen Aphorismus ausgedrtickt:
"Die Zahl wurde nicht entdeckt, sie wurde erfunden, und es gibt nichts ihr
Ebenburtiges im Reich der Erfindungen”. Percy Bysshe Shelley sagt etwas
universeller, weil nicht auf Zahlen beschréankt, in seinem 'Prometheus Unbound':
"And speech created thought wich is the measure of the universe". Uber die
Gedankenkette "etwas messen — etwas begreifen — etwas bedenken — an etwas
denken" kann man zur Metapher "Alles Denkbare < Universum" kommen.

Den Gedanken, die einzelnen logischen Schritte der eigenen Uberlegungen
mit Hilfe der Uberlegungen einer anderen Person zu kontrollieren, also die eigenen
"Wahrheiten" mit den "Wahrheiten" anderer Personen zu vergleichen, fand ich am
schonsten in der Maeutik, der "Hebammenkunst", von Sokrates angewendet.

Meine Uberlegungen beruhen auf dem, wenn man so will, Axiom: "Mathematik
kann nur dann widerspruchsfrei (1) betrieben werden, wenn ihre 'Séatze' in irgendeiner
‘Sprache’ und 'schriftlich’ niedergelegt werden kénnen". Demnach kann man nur
dann sinnvoll und widerspruchsfrei von "Objekten der Mathematik" sprechen, wenn
es irgendwann irgendwo eine Person geben kann, die ein solches Objekt in Form
einer endlichen - wenn auch beliebig umfangreichen - Mitteilung widerspruchsfrei
beschreiben kann. Zum Beweis dessen bin ich davon ausgegangen, dass jede



maogliche derartige Beschreibung ein gewisses Mindestvolumen im Raum-Zeit
Universum beansprucht und diese Mindestvolumina abzahlbar angeordnet werden
kbnnen.

Die Hauptursache der Verstandnisschwierigkeiten, auf die meine
Uberlegungen gestoRen sind, liegt meines Erachtens darin, dass wir nur dann
Informationen - etwa Uber wahre Aussagen, Uber mathematische Satze, Uber
Beweise, Uber Widerspriche oder was auch immer - weitergeben kbnnen, wenn wir
uns einer Sprache bedienen, von der wir annehmen durfen, der Gesprachspartner
verstehe sie im selben Sinne wie wir selbst. Es muss sich also um eine
grundsatzlich von allen erlernbare Sprache handeln da wir wohl ohne
Sprachkenntnisse zur Welt gekommen sind. Mit der Annahme, jeder
Gesprachspartner musse unsere Sprache im selben Sinn verstehen entziehen wir
aber unserer Sprache ihre Individualitéat, also ihre Eigenschaft, zunachst nur fir das
sie verwendende Individuum "verstandlich" zu sein. Wir stellen uns damit auf den
Standpunkt, die Sprache, jede Sprache, existiere vom Menschen unabhéangig.

Diese Nachlassigkeit im Umgang mit Begriffen, mit sprachlichen Ausdrticken,
hat zur Folge, dass wir bedenkenlos Begriffe verwenden, die hdchst unscharf sind,
also in unterschiedlichster Weise interpretiert werden kénnen. Denken wir etwa als
ein extremes Beispiel an die Begriffe "Gott", "sein" (Zeitwort) und "Liebe" und die
daraus gebildete Feststellung "Gott ist die Liebe".

Der gleiche Mangel haftet unseren Bestrebungen an, die Welt "anschaulich”
zu beschreiben, also so wie unsere Sinnesorgane uns Eindrticke von ihr vermitteln.
Wahrend wir aber etwa in der Physik der Elementarteilchen (notgedrungen) vielfach
auf Anschaulichkeit verzichten sind wir hinsichtlich der Sprache und ihres
Gebrauches kaum dazu bereit und so kommt es, dass wir Gber in sich
widerspruchliche Begriffe wie "Uberabzahlbare Mengen" hinwegsehen.

Der Einwand eines Kiritikers lautete etwa, mein Schluss uber die Abzé&hlbarkeit
alles dessen, wortiber gesprochen werden kann, sei ein Zirkelschluss, da von
vornherein nur eine abzahlbare Menge betrachtet wird. Dieser Kritiker hat schlicht
und einfach den Beweisgang nicht verstanden. Der Beweis gliedert sich namlich in
zwei Teile. Zuerst wird eine abzahlbare Menge definiert, von der ich behaupte, sie sei
vollstandig. In einem zweiten Schritt wird dann gezeigt, dass jeder Versuch, die
Unvollstandigkeit dieser abzéhlbaren Menge zu beweisen, zu einem Widerspruch
fuhren muss. (Unter den von mir expliziert angefiihrten Beispielen findet sich
insbesondere auch die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 zusammen mit
dem Prinzip der Cantor'schen Diagonalzahl.) Der Einwand tbersieht also meinen
Nachweis des Widerspruchs in jedem Versuch die Unvollstandigkeit meiner
abzahlbar angeordneten Menge zu beweisen. Der Kritiker unterscheidet tUbrigens
"successive infinit = potentiell unendlich” und "at once infinit = aktual unendlich". Der
von ihm gepragte Ausdruck "at once infinit" zeigt deutlich, dass er keine andere
Mdoglichkeit sieht, Gber das potentiell Unendliche hinausgehende Bereiche zu
erfassen, als diese Bereiche als Ganzes, auf einmal, eben at once, einzubeziehen
ohne auf irgend ein einzelnes Element der Menge eingehen zu missen. Er befindet
sich dabei in der selben Lage wie jemand, der zunachst von einem Bereich
spricht, der alles enthalt, woriber man sprechen kann, anschliel3end aber Uber



einen Bereich spricht, der alles enthalt, wortiber man nicht sprechen kann,
ohne sich des inneren Widerspruchs dieser seiner Uberlegungen bewusst zu
sein.

Lasst man ganz allgemein auch Begriffe zu, die zwar in sich widersprichlich
sind, Uber die man aber sprechen kann, wie etwa der Begriff "Die kleinste einstellige
Zahl groRRer als funf und kleiner als drei", dann erweitert man den zunéchst
widerspruchsfreien betrachteten Bereich. Man kann dann etwa definieren: "Die Welt
ist alles, wortber gesprochen werden kann". Deckungsgleich mit aber in meinem
Verstandnis etwas praziser als Wittgensteins "Die Welt ist alles, was der Fall ist".

Tatsachlich hat der von mir hergeleitete Widerspruch seine Ursache in einem
zugrundegelegten Axiom, das z.B. so formuliert werden kann: "Jeder Beweis muss
sich auch schriftlich darstellen lassen". Dies wurde meines Wissens nie explizit als
Axiom formuliert, wird aber de facto stets gefordert.




Verstandnisschwierigkeit beim Widerspruch im aktual Unendlichen

Von der Arbeit: "Zur Problematik der absoluten Uberabzahlbarkeit"' ausge-
hend wurde auf dieser Homepage in zahlreichen Beitragen das erste Hilbert-Problem
und damit auch die Kontinuums-Hypothese angesprochen. Grundlage ist die Tatsa-
che, dass alles worlber gesprochen werden kann auch in endlicher Form dargestellt
werden kann. Eigentlich ein Pleonasmus, der aber interessanter Weise auf gro3e
Verstandnisschwierigkeiten stoflt. Das Unverstandnis kann in verklrzter Form so
erlautert werden. In meinen Arbeiten wird gezeigt, dass jeder Beweis fiir die Uberab-
zahlbarkeit einer beliebigen Menge einen Widerspruch beinhaltet. Kritiker dessen
versuchen die Unvollstandigkeit der von mir angegebenen abzahlbaren Mengen zu
zeigen und zwar meist durch die Angabe von "kritischen" Elementen, die angeblich in
meinen Mengen nicht enthalten sind. Die von mir gewahlte Anordnung, die ich etwa
als Individualanordnung bezeichne, da in ihr alle moglichen, die Anordnung begut-
achtenden Personen einbezogen sind, ist jedoch gegen solche Argumente "resis-
tent".

Tatsachlich kann in jedem "kritischen" Element ein Widerspruch nachgewie-
sen werden. Der Unterschied in den Betrachtungsweisen des Autors und des Kriti-
kers entspricht dem Unterschied zwischen potentiell und aktual unendlichen Mengen.
Als Beispiel einer solchen Menge kdnnen etwa die reellen Zahlen zwischen 0 und 1
herangezogen werden, als Beispiel fur ein kritisches Element etwa eine aus einer
Individualanordnung der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 mit Hilfe des zweiten Dia-
gonalargumentes von Cantor gewonnene Diagonalzahl. In mehreren Arbeiten auf
dieser Homepage werden Widerspriche in der Cantor'schen Diagonalzahl hergelei-
tet.

Mathematische Satze sind im allgemeinen beweisbar und werden nicht in
Frage gestellt. Nennen wir sie "Satze erster Art". Angebliche Beweise, dass solche
Satze doch falsch sind, kbnnen daher widerlegt werden, doch ist es kaum sinnvoll,
daflr Zeit und Muhe aufzuwenden. Dies gilt beispielsweise flir Beweise der Quadra-
tur des Zirkels, also der Konstruktion eines einem Kreis flachengleichen Quadrats bei
vorgegebenem Radius des Kreises mit Hilfe von Zirkel und Lineal. Hier hat Galois in
beeindruckender Weise die Unmoglichkeit einer derartigen Konstruktion bewiesen.

Anders ist es bei Satzen, deren Gultigkeit wenn auch mit gréfiter Wahrschein-
lichkeit nur vermutet wird wie beispielsweise lange Zeit der Vier-Farben-Satz oder
der GrolRe Fermat. Nennen wir sie "Satze zweiter Art". In beiden Fallen ware es vor
dem Beweis des jeweiligen Satzes schon sinnvoll gewesen, angebliche Beweise der
Ungultigkeit zu widerlegen.

Die von mir in Frage gestellte Existenz Uberabzahlbarer Mengen gehort aber
jedenfalls nicht zu den Satzen erster Art. Man sollte also bei Kalkilen, welche den
Begriff Uberabzahlbarer Mengen als in sich widerspruchsvoll zeigen, die einzelnen
Schritte eines solchen Kalkils nachvollziehen und versuchen, einen dieser Schritte
als fehlerhaft nachzuweisen. Kritiker meiner Infragestellung der Existenz Gberabzahl-
barer Mengen haben sich aber vielfach damit begnigt, sie wie Satze erster Art zu

" PHILOSOPHIA NATURALIS, Bd. 13, Heft 4, 3. Vierteljahr 1972, S399 - 404, Verlag Anton Hain -
Meisenheim/Glan.



[2]

behandeln also sich nicht der Muhe unterzogen, einzelne Schritte des Kalkuls zu
Uberprufen. Dazu ein paar Beispiele:

e Anlasslich eines Vortrags uber die Vollstandigkeit der fur eine bestimmte Per-
son in einem bestimmten Zeitpunkt schriftlich darstellbaren Denkobjekte ging
ein Horer zur Tafel, schrieb ein Kalkul an und sagte: "Aber diese Zahlen fehlen
in Ihrer Anordnung". Dass er gerade durch sein Anschreiben die von ihm ge-
meinten Zahlen mit ihm als Person und mit dem Zeitpunkt des Anschreibens
in die von mir genannte Anordnung der Denkobjekte eingefugt hatte, war ihm
nicht bewusst.

e Die Sprache in Form einer Mitteilung sei fur die Vielfalt des Mitzuteilenden un-
geeignet. Die Mitteilung "Dieser Stein da" sage fur sich allein genommen
nichts aus®.

e Es werde nicht zwischen "Objektsprache" und "Metasprache unterschieden®.

e Der Schluss Uber die Abzahlbarkeit alles dessen, woruber gesprochen werden
kann, ist ein Zirkelschluss®.

e Es sei nicht nachzuvollziehen, dass eine Mitteilung erst durch eine sie lesende
Person einen Sinn erhalt°.

e Der von mir hergeleitete Widerspruch habe seine Ursache in abweichenden
zugrundegelegten Axiomen.

Die letzte Bemerkung trifft den Kern der Angelegenheit. In der Literatur bleibt
eine durchaus als Axiom zu verstehende Forderung unberticksichtigt, die etwa so
formuliert werden kann: "Jeder mathematische Beweis bedarf der Schriftlichkeit". Sie
wird tatsachlich nie in Frage gestellt ebenso wenig wie die Tatsache, dass jede ma-
thematische Diskussion nicht nur mindlich sondern in jeder moglichen Sprache auch
schriftlich abgefuhrt werden kann. Die Methode, flr gewisse Kalklle mengentheoreti-
scher oder logistischer Art eine eigene Zeichensymbolik zu entwickeln wird durchaus
in vielen Fallen eine verstandliche Darstellung der Uberlegungen erleichtern. Sie
kann aber nicht Uber den Gesamtbereich einer Umgangssprache hinausfihren.

Ob Geistes- ob Naturwissenschaft: Endliche schriftlich Mitteilungen sind der
Rahmen, innerhalb dessen alle Wissenschaft abzuhandeln ist und der nicht wider-
spruchsfrei Uberschritten werden kann.

2 Fur sich allein genommen sicher nicht, wohl aber im Zusammenhang mit einer bestimmten Person in
einem bestimmten Zeitpunkt und damit an einem bestimmten Ort.

® Fir eine bestimmte Person P und in einem bestimmten Zeitpunkt T hat jede Mitteilung einen be-
stimmtem Sinn, gleich ob als Objektsprache oder als Metasprache.

* Dieser Kritiker zieht selbst einen Zirkelschluss, da er bereits eine Uberabzahlbare Menge voraus-
setzt. Vgl. z. B. "Skizze zum ersten Hilbert-Problem".

° Vgl. demgegenuber "L'homme ordinateur".



Skizze zum ersten Hilbert-Problem:

Grundlage unserer Uberlegungen ist eine abzahlbare Anordnung alles Denkbaren.
Davon ausgehend wird gezeigt, dass alle Beweise der Existenz Uberabzahlbarer
Mengen einen Widerspruch beinhalten. Als ein konkretes Beispiel wird das zweite
Diagonalargument von Cantor angefuhrt und ein Widerspruch in seiner
Argumentation nachgewiesen. Damit 16st sich auch das erste Hilbert-Problem.

Wir untersuchen zunachst alle moglichen Personen P, welche in irgendeinem
moglichen Zeitpunkt T irgend eine Information in Form einer schriftlichen Mitteilung M
lesen. Ist eine solche Person P im Zeitpunkt T bereit zu sagen, die Mitteilung M
beschreibe "Etwas" eindeutig und widerspruchsfrei, nennen wir dieses Etwas "Objekt
des Denkens von P" und bezeichnen es mit "DO(P,T,M)". So ware etwa der Autor
bereit in einem Zeitpunkt, wahrend er diese Arbeit schreibt, zu sagen, die Mitteilung
M = "2" beschreibt die natlrliche Zahl 2 eindeutig und widerspruchsfrei oder auch die
Mitteilung M = "i" beschreibt den Buchstaben i eindeutig und widerspruchsfrei. In
anderem Zusammenhang ware er aber auch bereit zu sagen, die Mitteilung M =
beschreibt die Zahl V-1 . Je nachdem ist dann das Denkobjekt DO(P,T,M) = 2 bzw.

DO(P,T,M) = i bzw. DO(P,T,M) = V—1.

Um zu der gewinschten abzahlbaren Anordnung alles Denkbaren zu kommen
flUhren wir der Reihe nach abzahlbare Anordnungen fir alle méglichen Personen P,
alle mdglichen Zeitpunkte T und alle moglichen Mitteilungen M ein.

Jede mogliche Person P muss im Zeitpunkt T des Lesens der Mitteilung M ein
gewisses Mindestvolumen im Raum einnehmen. Der Vorgang des Lesen erfordert
eine gewisse Mindestzeit. Es kann angenommen werden, dass beides zusammen
ausgedehnt genug ist um mindestens einen Elementarwurfel EW(P,T) im Raum-Zeit-
Universum zur Ganze zu enthalten, wenn die raumliche Seitenlange des Wirfels mit
0.01 mm und die zeitliche Dauer mit 0.01 Sek. festgesetzt wird. Nun fihren wir im
Raum-Zeit-Universum ein vierdimensionales Koordinatensystem ein. In diesem
Koordinatensystem kénnen offenbar alle mdéglichen Elementarwirfel EW(P,T)
abzahlbar angeordnet werden. Wir bezeichnen diese abzahlbare Anordnung mit
AO[EW(P,T)] = AO(P,T). Jeder mdgliche Lesevorgang einer Person P im Zeitpunkt T
hat in dieser abzahlbaren Anordnung seinen festen Platz.

Als nachstes ordnen wir alle mdglichen Mitteilungen abzahlbar an. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit beschranken wir uns auf schriftliche Mitteilungen.
Eine "Mitteilung vom Umfang n" sei ein quadratischer Raster, bestehend aus n?
"Elementarquadraten” der Seitenlange 1/100 mm, von denen jedes entweder weil}
oder schwarz ist und die in n Zeilen zu je n Stellen angeordnet sind. Einem weilen
Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer 2 zu. Jenes
Elementarquadrat, das in der Zeile j an der Stelle k steht, bezeichnen wir mit aj.
Jede mdgliche Mitteilung M vom Umfang n wird dann durch die Dezimalzahl a(M) =
0.a11a@12...a1n@21a22...aj...ann €indeutig dargestellt. Nun fassen wir alle Mitteilungen
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zuerst in Gruppen nach ihrem Umfang n zusammen, ordnen sie innerhalb jeder
Gruppe nach der Grolde von a(M) und ordnen sie anschliel3end in einer Anordnung
AO(M) abzahlbar an.

Alle mdglichen Denkobjekte DO(P,T,M) kdnnen nun wie gewunscht mit Hilfe der
Anordnung AO(P,T) in Gruppen und anschliel3end jeweils mit Hilfe der Anordnung
AO(M) in einer Anordnung AO[DO(P,T,M)] abzahlbar angeordnet werden.

Als Beispiel betrachten wir RZ(0,1), die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1.
Wir werden zeigen, dass das zweite Diagonalargument von Cantor als Beweis der
Uberabzahlbarkeit von RZ(0,1) einen Widerspruch beinhaltet. Dazu gehen wir von
der abzahlbaren Anordnung AO[DO(P,T,M)] aus und wahlen jene Denkobjekte aus,
bei denen P im Zeitpunkt T behauptet, M stelle fur ihn eine reelle Zahl zwischen 0
und 1 eindeutig und widerspruchsfrei dar. Diese Denkobjekte bezeichnen wir mit
DO{P[RZ(0,1)],T[RZ(0,1)],M[RZ(0,1)]}. Als Teil der abzahlbaren Anordnung
AO[DO(P,T,M)] kdnnen sie ebenfalls abzahlbar angeordnet werden und wir nennen
diese abzahlbare Anordnung AORZ(P,T,M).

Wir behaupten nun, in der abzahlbaren Anordnung AORZ(P,T,M) sind alle reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 enthalten. Ein Kritiker unserer Argumentation, nennen wir
ihn PK, will die Unvollstandigkeit von AORZ(P,T,M) mit Hilfe des zweiten
Diagonalarguments von Cantor beweisen. Dazu stellt er jede reelle Zahl r, aus
AORZ(P,T,M) in Form einer unendlichen Dezimalzahl r, = 0,rp1rm2 ... ron.... dar und
bildet eine Diagonalzahl d = 0,d+d> ...d, ... mit der Eigenschaft Vk: di # r. Der
Kritiker argumentiert, die Diagonalzahl d sei offenbar eine reelle Zahl zwischen 0 und
1, sie unterscheide sich aber jeweils an der " Dezimalstelle rn, von r,. Mithin gelte
vn: d # r, und daher d ¢ AORZ(P,T,M). Die Anordnung AORZ(P,T,M) enthalte daher
nicht alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

PK konnte seine Diagonalzahl d offenbar in die Form einer schriftlichen Mitteilung,
nennen wir sie MK, bringen. Ist TK ein Zeitpunkt in dem er seine Kritik dul3ert, dann
stellt das Denkobjekt DO(PK, TK,MK) auf Grund seiner eigenen Aussage die reelle
Zahl d zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei dar. Es gilt daher nicht nur d
e AO[DO(P,T,M)] nach Definition von AO[DO(P,T,M)] sondern auch d €
AORZ(P,T,M) nach Definition von AORZ(P,T,M). Damit ist der gewtinschte
Widerspruch nachgewiesen.

Der Irrtum des Kritikers beruht darauf, dass AORZ(P,T,M) nur potenziell vollstandig
vorliegt. Aktual fehlen immer unendlich viele reelle Zahlen. Die Anwendung des
zweiten Diagonalarguments auf AORZ(P,T,M) fuhrt zu einem Zirkelschluss. Es kann
nur dann funktionieren wenn eine unvollstandige Anordnung vorliegt. Nur dann fihrt
es zu einer neuen reellen Zahl zwischen 0 und 1. die vom Kritiker erst zu beweisende
Unvollstandigkeit wird also implizit bereits vorausgesetzt.



Individualanordnung’

Die Zahl wurde nicht entdeckt, sie wurde erfunden?, und es gibt nichts ihr ebenbiirtiges im
Reich der Erfindungen.
(Ernst Junger)

Durch die meisten Arbeiten auf dieser Website zieht sich wie ein roter Faden der
Gedanke der Relativitat jeder Wahrheit. Eine schriftlich, mindlich oder sonst wie verfasste
Aussage kann nur von einer moglichen Person, welche diese Aussage liest, hort oder sonst
wie empfangt, einen Sinn gewinnen und als "wahr" oder als "nicht wahr" angesehen wer-
den®. Gleiches gilt fiir Begriffe wie "Mitteilung" oder "Information". Auch sie kénnen nur
durch eine die Mitteilung oder die Information erhaltende Person einen Sinn gewinnen
ebenso wie der Sinngehalt einer Lochkarte erst mit Hilfe eines Kartenlesers erkennbar
wird®. Aussagen, Mitteilungen oder Informationen sind daher fur sich allein nur "potentiell”
sinnvoll. Ihr Sinn wird erst durch eine sie erhaltende Person "actual”.

Ist man grundsatzlich bereit, solchen Gedanken zu folgen, dann ergibt sich daraus
unmittelbar eine Begrenzung sinnvoller wahrer Mitteilungen M. Fir solche, namlich fur
sinnvolle wahre Mitteilungen M, ist offenbar vorauszusetzen, es misse zumindest mdglich
sein, dass irgendein gentgend kleines Zeitintervall IT = (T, T+¢) existiert, in dem irgendeine
Person P bereit ist, die Mitteilung M als "wahr" zu bezeichnen. Offenbar ware ¢ = 0,01 Sek.
ausreichend. Davon ausgehend ist es unschwer moglich, alle sinnvollen wahren Mitteilun-
gen M abzahlbar anzuordnen und zwar mit Hilfe von abzahlbaren Anordnungen aller mogli-
chen Mitteilungen M, aller moglichen Zeitintervalle IT und aller moglichen Personen P. Da-
bei gilt eine Beurteilung von M als "wahr" jeweils nur flr genau diese Person P und dieses
Zeitintervall IT. Jede Beurteilung von M durch eine andere Person PA, also etwa durch den
Autor oder durch den Leser dieser Arbeit, ist dabei irrelevant.

Wir beginnen zunachst mit einer abzahlbaren Anordnung AO(M) aller moglichen Mit-
teilungen M und beschranken uns - wie wir spater zeigen werden ohne Beschrankung der
Allgemeinheit - vorerst auf schriftliche Mitteilungen. Eine "Mitteilung M vom Umfang n" sei
ein quadratischer Raster, bestehend aus n? "Elementarquadraten” der Seitenldnge 1/100
mm, von denen jedes entweder weil oder schwarz ist, und die in n Zeilen zu je n Stellen
angeordnet sind. Einem weil3en Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1, einem schwarzen
die Ziffer 2 zu. Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der Stelle k steht, bezeichnen
wir mit aj.. Jede mogliche Mitteilung M vom Umfang n wird dann durch die Dezimalzahl

' Die Arbeit basiert auf "Wolff, 'Zur Problematik der absoluten Uberabzahlbarkeit', PHILOSOPHIA
NATURALIS, Bd. 13, Heft 4, 3. Vierteljahr 1972, S 399 - 404". (Druckfehler in 6.1, Zeilen 5 und 6).
2 "Der Mathematiker ist ein Erfinder, kein Entdecker." Ludwig Wittgenstein, Bemerkungen Uber die Grundla-
9en der Mathematik, Werkausgabe Bd. 6, Teil I, 168. Suhrkamp Taschenbuch Wissenschaft 506.

Zum "Sinn einer Aussage" vgl. Ludwig Wittgenstein, Werkausgabe Bd. 6, 'Bemerkungen Uber die Grundla-
9en der Mathematik', Suhrkamp Taschenbuch Wissenschaft 506.

vgl. "L'nomme ordinateur”, http://www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/.
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a(M) = 0,a11@12...a1n@21a22...Ajk...ann €indeutig dargestellt. Im weiteren fassen wir alle Mittei-
lungen M vom Umfang n zuerst in Gruppen nach ihrem Umfang n und anschlielend inner-
halb jeder Gruppe nach der Grofze von a(M) in einer Anordnung AO(M) abzahlbar an. eine
solche Mitteilung M vom Umfang n kann z.B. ein quadratisches Stlck weil3es Papier oder
ein quadratischer Bildschirm, jeweils mit der Seitenlange n/100 mm sein, auf dem schwar-
ze Zeichen (Schriftzeichen, Formeln etc.) angebracht sind. Wie man sieht, lassen sich mit
Hilfe solcher Mitteilungen alle nur moglichen Schwarz-Weil3-Informationen darstellen.

Dass die Einschrankung auf derartige Schwarz-Weil3-Informationen zu keiner Be-
schrankung der Allgemeinheit fiihrt, wird durch folgende Uberlegungen einleuchtend: Im
allgemeinen bedeutet der Begriff "Mitteilung", dass eine Information von einer Person an
eine andere Ubermittelt wird. Lasst man die Einschrankung auf Schwarz-Wei3-
Informationen weg, bleibt als Aufgabe jeder mdglichen Information die Ubermittlung des
Inhaltes der Mitteilung an eine Person so, dass diese den Inhalt der Mitteilung mit Hilfe ihrer
Sinnesorgane erfassen kann. Man kann unschwer erkennen, dass alle Sinnesorgane nur
jeweils abzahlbar viele Eindricke aufzunehmen in der Lage sind. Der fUr uns hier wesentli-
che Grundsatz der Abzahlbarkeit aller moglichen Informationen bleibt also auch bei Wegfall
der oben erwahnten Einschrankung auf optisch erfassbare Schwarz-Weild-Informationen
gewahrt.

Als nachsten Schritt zeigen wir, dass alle moglichen Mitteilungen M zusammen mit
allen moglichen Zeitintervallen IT und allen mdglichen Personen P, die in irgendeinem sol-
chen Zeitintervall irgendeine mogliche Mitteilung M als "wahr" bezeichnen, in einer Anord-
nung AO(M,IT,P) abzahlbar angeordnet werden kénnen. Das Tripel (M,IT,P) bedeutet da-
bei, dass die Person P, falls sie die Mitteilung M im Zeitintervall IT tatsachlich lase, sie als
"wahr" bezeichnete.

Dazu wahlen wir ein Koordinatensystem im Raum-Zeit-Universum (drei Raumkoor-
dinaten, eine Zeitkoordinate) und zerlegen es in Raum-Zeit-Elemente RZE. Ein Raum-Zeit-
Element RZE sei ein (vierdimensionaler) Elementarwirfel EW der Seitenlange 0,01 mm
(drei Raumkoordinaten) und der Dauer 0,01 Sek. (eine Zeitkoordinate). Mit Hilfe des vorhin
gewahlten Koordinatensystems im Raum-Zeit-Universum lassen sich dann alle Elementar-
wurfel EW in einer Anordnung AO(EW) abzahlbar anordnen.

Wir konnen annehmen, dass jede mogliche Person, die in irgendeinem moglichen
Zeitintervall IT irgendeine Mitteilung M als "wahr" bezeichnet, dabei im Raum-Zeit-
Universum ein gewisses Volumen einnimmt. Die GroRRe der Elementarwirfel EW wurde so
klein gewahlt, dass in jedem zu einer Beurteilung einer Mitteilung M als "wahr" erforderli-
chen Volumen im Raum-Zeit-Universum sicher mindestens ein Elementarwurfel EW zur
Ganze liegt. Durch diesen Elementarwirfel EW ist daher ein Tripel (M,IT,P), besagend,
dass die Person P im Zeitintervall IT die Mitteilung M als "wahr" bezeichnet, eindeutig be-
stimmt. Diese Uberlegungen gelten fiir alle méglichen Mitteilungen M, alle méglichen Zeitin-
tervalle IT und alle moglichen Personen P. Es werden daher jeder moglichen Person P in
jedem moglichen Zeitintervall IT alle méglichen Mitteilungen M zur Stellungnahme vorge-
legt.

Mit Hilfe der abzahlbaren Anordnung AO(M) aller mdglichen Mitteilungen M und der
abzahlbare Anordnung AO(EW) aller méglichen Elementarwurfel EW kann daher wie ge-
wulnscht eine abzahlbare Anordnung AO(M,IT,P) aller jener Falle gefunden werden, in de-
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nen irgendeine Mitteilung M in irgendeinem Zeitintervall IT von irgendeiner Person P als
"wahr" bezeichnet wird. Es sei darauf hingewiesen, dass hier lediglich Uber Urteile von Per-
sonen P Uber die "Wahrheit" von Mitteilungen M in irgendeinem Zeitintervall IT gesprochen
wird. Eine allfallige "Wahrheit" oder "Nicht-Wahrheit" von M in anderen Zeitintervallen IT
oder fur andere Personen PA bleibt aul3er Betracht. Auch ein allfalliger "Sinngehalt einer
Mitteilung M" fur den Autor und/oder fur den Leser dieser Arbeit ist irrelevant. Daher die
Bezeichnung "Individualanordnung".

Ein Beispiel sind etwa Mitteilungen M = M[RZ(0,1)], die eine reelle Zahl RZ(0,1) zwi-
schen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben®. Das Tripel {M[RZ(0,1)],IT,P}
besagt in diesem Fall, dass die Person P im Zeitintervall IT die Aussage "M[RZ(0,1)] be-
schreibt eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei", als wahr be-
zeichnet. Es werden also aus allen abzahlbar vielen Tripeln (M,IT,P) alle jene herausgefil-
tert, die besagen, dass die Mitteilung M = M[RZ(0,1)] fur die Person P im Zeitintervall IT
eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Daraus ergibt
sich eine Anordnung AO{M[RZ(0,1)],IT,P} all dieser Tripel {M[RZ(0,1)],IT,P}. Jedes einzelne
dieser Tripel beschreibt eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei.
Aus der abzahlbaren Anordnung AO{M[RZ(0,1)],IT,P} erhalt man daher gleichzeitig eine
abzahlbare Anordnung AO[RZ(0,1)] von reellen Zahlen zwischen 0 und 1. Wir nennen die-
se Anordnung AO[RZ(0,1)] "Individualanordnung aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1"
und behaupten, sie ist vollstandig.

Tatsachlich muss jeder Versuch, die Unvollstandigkeit von AO[RZ(0,1)] durch
die Angabe einer in AO[RZ(0,1)] angeblich nicht enthaltenen reellen Zahl zwischen 0
und 1 zu zeigen, misslingen. Behauptet namlich ein Kritiker der Vollstandigkeit von
AO{M[ZR(0,1)],IT,P) - nennen wir ihn kritische Person PK - in irgendeinem Zeitin-
tervall ITK, eine reelle Zahl r = rx zwischen 0 und 1 - etwa die aus der Anordnung
AO[RZ(0,1)] mit Hilfe des zweiten Diagonalargumentes von Cantor gewonnene Dia-
gonalzahl - sei in dieser Anordnung nicht enthalten, es gelte also rk ¢
AO{M[RZ(0,1)],IT,P}, dann verlangen wir von ihm, diese seine Behauptung in die
Form einer Mitteilung MK zu bringen - etwa durch eine schriftliche Darstellung der
aus der Anordnung AO[RZ(0,1)] mit Hilfe des zweiten Diagonalargumentes von Can-
tor gewonnenen Diagonalzahl. MK besagt also nach Meinung von PK, es ist wahr,
dass die reelle Zahl rkx zwischen 0 und 1 liegt und eindeutig und widerspruchsfrei
durch MK dargestellt wird. Nach unserer Definition der Individualanordnung folgt da-
raus aber gerade rx € AO(M,IT,P). Der Kritiker PK behauptet hingegen rx ¢ AO(M,IT,P)
und dies ist ein Widerspruch®.

In gleicher Weise kann die Abzahlbarkeit anderer angeblich Uberabzahlbarer Men-
gen nachgewiesen werden’.

Die Abzahlbarkeit aller Tripel {M[RZ(0,1),]IT,P} ist als Aussage Uber die Machtigkeit
der Menge aller solcher Tripel, also auch der Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1,
zu verstehen. Sie darf nicht als Moglichkeit einer tatsachlichen vollstandigen Anordnung der

®vgl. "Das Minchhausen-Paradoxon" et al., http://www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/.
® Der eigentliche Kern der Uberlegungen.
" vgl. "Ein Widerspruch in iberabzahlbaren Mengen" et al., http://www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/.
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reellen Zahlen missverstanden werden®. Eine derartige Anordnung ist allein schon deshalb
nicht moglich weil diese die Beurteilung aller moglichen Mitteilungen M durch alle mogli-
chen Personen P in allen moglichen Zeitintervallen IT als bekannt voraussetzt. Die Kennt-
nis solcher Beurteilungen durch andere Personen PA bleibt dem Autor und dem Leser die-
ser Arbeit aber grundsatzlich versagt. Ganz abgesehen davon, dass jede mogliche Person
nur Mitteilungen von endlichem Umfang zu lesen in der Lage sein kann. Dessen ungeach-
tet kbnnen derartige Mengen von jeder mdglichen Person P schrittweise aufgebaut wer-
den®.

Einer tatsachlich vollstandigen, also einer "actualen" Anordnung der reellen Zahlen
stellt sich somit die Tatsache entgegen, dass zwar die Menge aller Tripel {M[RZ(0,1)],IT,P}
abzahlbar ist, die Tripel selbst aber nur "potentiell" sinnvoll sind. Sie kdnnen daher auch nur
zu einer "potentiellen" nicht aber zu einer "actualen" Anordnung fuhren.

Es ist also nicht mdglich, eine abzahlbare Anordnung der reellen Zahlen zwischen 0
und 1 tatsachlich anzugeben. Aber als wesentliche Aussage verbleibt die Thesis: "Jeder

Beweis der Existenz von Mengen mit einer Machtigkeit X > X, enthalt einen Widerspruch".

® Ein sehr haufiges Missverstandnis.
o vgl. "Ein schrittweiser Aufbau des Kontinuums", http://www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/.



Ein Widerspruch in Uberabzahlbaren Mengen
(Fassung April 2011)

Abstract

Es sei M eine beliebig definierte Menge von Elementen E. Im folgenden Beitrag wird
fur jede derartige Menge M eine abzahlbare Anordnung AO{E[M]} aller Elemente E ¢
M angegeben. In jedem angeblichen Beweis der Unvollstandigkeit dieser Anordnung
durch Beschreibung eines in ihr nicht enthaltenen Elementes kann ein Widerspruch
nachgewiesen werden.

Die Uberlegungen beruhen darauf, dass "alles wortiber gesprochen werden kann" -
und dazu gehdren sicher alle oben erwahnten Elemente E - auch in die Form von
schriftlichen Mitteilungen M gebracht werden kann. Alle mdglichen derartigen
Mitteilungen sind zwar unbegrenzt aber endlich. Gleiches gilt fur die Zahl aller
moglichen Leser P solcher Mitteilungen und fur alle méglichen Zeitpunkte T der
Interpretation von M durch P. Man verbleibt also immer im Bereich des Abzahlbaren.

Beitrag

Ein bekanntes Beispiel einer Uberabzahlbaren Menge ist das Kontinuum, eine Menge
mit der Méchtigkeit der reellen Zahlen. Um die Uberabzéhlbarkeit der reellen Zahlen
zu zeigen verwendet man gerne das zweite Diagonalargument von Cantor. Wir
beziehen uns im Weiteren auf die Menge der reellen Zahlen RZ[0,1] zwischen 0 und
17. Cantor versucht zu beweisen, dass keine abzahlbare Anordnung dieser Menge
moglich ist. Zu jeder angeblich vollstandigen abzahlbaren Anordnung AO{RZ[0,1]}
von RZ[0,1] kénne eine reelle Zahl r zwischen 0 und 1 gefunden werden, die nicht in
AO{RZ[0,1]} enthalten ist.

Cantor geht dabei von einer beliebigen abzahlbaren Anordnung AO{RZ[0,1]} von
reellen Zahlenrq, ra, ... My, ..... zwischen 0 und 1 aus. Diese schreibt man jeweils in
der Form von unendlichen Dezimalzahlen r, = 0,ry1rn2...fnn..... an. Man bildet also das
folgende Schema:

r= 0,r11r12...r1n....

M= 0,r21r22...r2n....

rn = O,rn1rn2...rnn....

Nun bildet man eine Zahl d = 0,dd5...dm.... mit der Eigenschaft Vm: dn, # rmm. Diese
"Diagonalzahl"? ist offenbar eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 und sie ist ungleich

' Die Zahlen 0 und 1 werden einbezogen.
2 Sie wird durch die in der Diagonale des Schemas stehenden Zahlen bestimmt.
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allen reellen Zahlen aus diesem Schema denn sie unterscheidet sich jeweils an der
m'®" Dezimalstelle von ry,. Es gilt also Vm: d # r,, womit die Unvollstéandigkeit des
Schemas und damit der Anordnung AO{RZ[0,1]} bewiesen erscheint.

Die Schwache dieser Argumentation liegt darin, dass eine Diagonalzahl d erst dann
als Beweis fur die Unvollstandigkeit von AO{RZ[0,1]} herangezogen werden darf,
wenn alle ihre Dezimalstellen vollstandig bekannt sind. Dies setzt aber voraus, dass
entweder alle Dezimalstellen tatsachlich angeschrieben werden kdnnen - was nur
fur endlich viele Dezimalstellen mdglich ist - oder dass die Bildungsvorschrift aller
reellen Zahlen der Anordnung AO{RZ[0,1]} bekannt ist, wie dies etwa bei einer
Anordnung aller rationalen Zahlen mit Hilfe des ersten Diagonalargumentes von
Cantor der Fall ist. Jede Bildungsvorschrift fir die Anordnung AO{RZ[0,1]} kann aber
nur dann vollstandig - das heil3t fur alle reellen Zahlen r, aus AO{RZ[0,1]} -
bekannt sein, wenn auch sie selbst durch eine endliche Beschreibung angegeben
wird. Versucht man das zweite Diagonalargument anzuwenden ohne dass eine
solche endliche Beschreibung vollstandig vorliegt dann weil3 man in keinem
Zeitpunkt, in dem man Uber die Diagonalzahl spricht, woriiber man Gberhaupt spricht.

Es wird dabei namlich Ubersehen, dass die Bildungsvorschrift der Diagonalzahl
selbst eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 in endlicher Form beschreibt. Ordnet man
nun alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1 mit Hilfe der sie jeweils beschreibenden
Bildungsgesetze an - eine Form der Anordnung die, wie wir zeigen werden,
unschwer moglich ist - dann musste fur die Diagonalzahl d sowohl d € AO{RZ[0,1]}
gelten, da d ja eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 ist, als auch d ¢ AO{RZ[0,1]}, da mit
d ja gerade die Unvollstandigkeit von AO{RZ[0,1]} gezeigt werden soll. Die Definition
der Diagonalzahl enthalt also einen Widerspruch.

Unserem Ziel, eine abzahlbare Anordnung AO{RZ[0,1]} aller reellen Zahlen zwischen
0 und 1 anzugeben, steht weiter noch die Frage im Wege, in welcher Sprache die
jeweiligen Argumentationen, Beschreibungen und Bildungsgesetze abgefasst
werden sollen. Um dieses Problem zu I6sen Uberlegen wir zunachst, welches die
Aufgabe einer Sprache ist und was eine Sprache leisten kann. Dazu eine Definition
aus Google: "Das Sprechen ist der Vorgang des vorwiegend auf
zwischenmenschliche Interaktion ausgerichteten Gebrauchs der menschlichen
Stimme wobei artikulierte Sprachlaute erzeugt werden". Eine analoge
zwischenmenschliche Interaktion erméglicht die Schrift und wir wollen uns hier auf
schriftliche zwischenmenschliche Interaktionen beschranken. Unserer Ansicht nach
ist damit der gesamte Bereich wissenschaftlicher Diskussionen, insbesondere
philosophische Abhandlungen, mathematische Satze, deren Beweise bzw.
Widerlegungen etc., erfasst.

Zunachst suchen wir Rahmenbedingungen fir alle méglichen zwischenmenschlichen
Interaktionen aufzufinden. Dies gelingt etwa mit Hilfe der im Folgenden als
"Mitteilungen vom Umfang n" bezeichneten graphischen Darstellungen. Eine
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Mitteilung vom Umfang n sei ein quadratischer Raster bestehend aus n?
Elementarquadraten der Seitenlange 0,01 mm von denen jedes entweder weil oder
schwarz ist und die in n Zeilen zu je n Stellen angeordnet sind. Ein solcher Raster
kann z.B. ein Blatt Papier, eine Wandtafel, ein Monitor etc. bedeckt mit sichtbaren
Zeichen sein. Unserer Ansicht nach umfasst die Menge dieser Mitteilungen M
jedenfalls den oben angesprochenen Diskussionsbereich zur Ganze.

Im Weiteren ordnen wir alle Mitteilungen M vom Umfang n abzahlbar an. Dazu
ordnen wir einem weilien Elementarquadrat die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer 2
zu. Jene Ziffer, die dem Elementarquadrat in der Zeile j an der Stelle k zugeordnet
wurde bezeichnen wir mit aj. Jede Mitteilung M vom Umfang n wird dann durch die
Dezimalzahl a(M) = 0,a11a12...21n@21822...aj...ann €indeutig dargestellt. Nun ordnen wir
alle moglichen Mitteilungen zunachst in Gruppen nach ihrem Umfang n und
anschlieend innerhalb jeder Gruppe nach der Gréf3e von a(M) in einer Anordnung
AO(M) abzahlbar an.

Die Verwendung einer Mitteilung M fur eine zwischenmenschliche Interaktion wie
oben angesprochen setzt zweifellos voraus, dass es eine Person P gibt, welche M
liest bzw. lesen konnte. Ob M fur P tatsachlich eine Information bedeutet und falls ja
welche kann grundsatzlich nur P selbst entscheiden. In unserem Fall sind zunachst
vor allem jene Falle von Interesse, in denen P sagt, "M stellt fir mich eine reelle Zahl
zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei dar". Dabei ist es fur uns
gegenstandslos ob diese Aussage von P mit der Interpretation von M durch den
Autor dieses Beitrages oder durch den Leser dieses Beitrages Ubereinstimmt oder
nicht. Die Interpretation bleibt allein P Gberlassen.

Es hat zunachst den Anschein, als seien wir mit der Anordnung AO(M) aller
moglichen Mitteilungen unserem Ziel einer abzahlbaren Anordnung der reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 keinen Schritt naher gekommen, sind uns doch die
Interpretationen von M durch eine von uns verschiedene Person P grundsatzlich
unzuganglich. Ein Ausweg aus dieser Sackgasse kann aber darin gefunden werden,
neben der Anordnung aller moglichen Mitteilungen M auch alle moglichen
Interpretationen von M durch alle moglichen Personen P abzahlbar anzuordnen.

Von einer tatsachlichen Interpretation einer Mitteilung M durch eine Person P kann
nur dann gesprochen werden, wenn P die Mitteilung M tatsachlich liest. Von einer
moglichen Interpretation wollen wir dann sprechen, wenn angenommen wird, dass
auch ohne tatsachliches Lesen P dieser Interpretation von M zugestimmt hatte.
Diese etwas hypothetische Formulierung wird es uns ermoglichen den eingangs
angekundigten Widerspruch in Beweisen von angeblicher Unvollstandigkeit
abzahlbarer Anordnungen zu zeigen.

Allerdings darf nicht Ubersehen werden, dass auch der Zeitpunkt der Interpretation
von M durch P eine Rolle spielen kann. Die Person P kdnnte in einem Zeitpunkt tber
Informationen verfligen, die ihr in einem anderen Zeitpunkt nicht zur Verfigung
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stehen. Sie konnte etwa eine Sprache gelernt haben und damit einen anderen
Zugang zu einer Mitteilung M haben als ohne Kenntnis dieser Sprache. Diesen
Uberlegungen tragt eine Anordnung aller moglichen Interpretationen von M
Rechnung, die bericksichtigt, dass jede mdgliche Interpretation jeder moglichen
Mitteilung im Raum-Zeit-Universum stattfinden muss.

Dazu wahlen wir ein Koordinatensystem im Raum-Zeit-Universum (drei
Raumkoordinaten, eine Zeitkoordinate) und zerlegen es in Raum-Zeit-Elemente RZE.
Ein Raum-Zeit-Element RZE sei ein (vierdimensionaler) Elementarwurfel EW der
Seitenlange 0,01 mm (drei Raumkoordinaten) und der Dauer 0,01 Sek. (eine
Zeitkoordinate). Mit Hilfe des vorhin gewahlten Koordinatensystems im Raum-Zeit-
Universum lassen sich alle Elementarwurfel EW in einer abzahlbaren Anordnung
AO(EW) anordnen.

Bei jeder maoglichen Interpretation einer Mitteilung M durch eine Person P kdnnen wir
voraussetzen, dass der Lesevorgang eine gewisse Zeit dauert und P dabei im Raum
ein gewisses Volumen einnimmt. Jede mdgliche Interpretation erfordert daher ein
gewisses Volumen im Raum-Zeit-Universum. Die Grole der Elementarwurfel EW
wurde so klein gewahlt, dass in jedem zu einer Interpretation erforderlichen Volumen
Im Raum-Zeit-Universum sicher mindestens ein Elementarwurfel zur Ganze liegt.
Durch diesen Elementarwurfel ist daher die Interpretation der Mitteilung M (dieser
Lesevorgang) eindeutig gekennzeichnet. Da alle Elementarwurfel in AO(EW)
abzahlbar angeordnet werden kénnen, lassen sich auch alle moglichen
Interpretationen aller moglichen Mitteilungen in allen mdglichen Zeitpunkten
abzahlbar anordnen.

Wir wenden nun diese Uberlegungen zunachst auf die reellen Zahlen zwischen 0
und 1 an. Dazu betrachten wir fur jede mogliche Person P alle jene Mitteilungen M,
welche in irgend einem Zeitpunkt T von P als eindeutige und widerspruchsfreie
Darstellung einer reellen Zahl r zwischen 0 und 1 interpretiert werden. Man kann
wegen der Abhangigkeit der Zahl r von M, P und T kurz r = r(M,P,T) schreiben.
Wegen der Abzahlbarkeit aller moglichen Personen und der Abzahlbarkeit aller
moglichen Interpretationen aller moglichen Mitteilungen M folgt daraus die
Abzahlbarkeit aller reellen Zahlen r(M,P,T) zwischen 0 und 1, also aller jener reellen
Zahlen, die von irgend einer Person P bei der Interpretation der jeweiligen Mitteilung
M in irgend einem Zeitpunkt T als durch M eindeutig und widerspruchsfrei dargestellt
erklart werden. Es sei AO[r(M,P,T)] die so erhaltene Anordnung.

Fur jede reelle Zahl r(M,P,T) aus dieser Anordnung gibt es also eine Person P, fir
die in irgend einem Zeitpunkt T die Mitteilung M eine reelle Zahl zwischen 0 und 1
eindeutig und widerspruchsfrei darstellt. Wir wahlen jetzt AO[r(M,P,T)] als die
eingangs angesprochene "vollstandige abzahlbare Anordnung AO{RZ[0,1]}". und
werden zeigen, dass jeder Versuch, mit Hilfe des zweiten Diagonalargumentes von
Cantor die Unvollstandigkeit von AO[r(M,P,T)] zu zeigen, misslingt.
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Der Kernpunkt der Cantor'schen Argumentation ist die Diagonalzahl d. Ihre Definition
ist so gewahlt, dass Vm: dm # rmm Qilt. Dies ist gleichbedeutend mit vm: d # r,,. Von
einem Kritiker - nennen wir ihn als kritische Person PK - , der in irgendeinem
Zeitpunkt TK behauptet, die Diagonalzahl d stelle eine reelle Zahl zwischen 0 und 1
eindeutig und widerspruchsfrei dar, verlangen wir, diese Behauptung in die Form
einer Mitteilung MK zu bringen. Dann ist d = r(MK,PK, TK) eine reelle Zahl zwischen 0
und 1und es gilt daher d = r(MK,PK,TK) € AO[r(M,P,T)]. Es sei rq,r,...rm,.... diese
Anordnung AO[r(M,P,T)] und d = r, stehe an m*" Stelle. Dann gilt definitionsgemanr
dm = rmm. Nach dem zweiten Diagonalargument von Cantor musste also sowohl dp, #
rmm Sein, weil dies die Definition von d erfordert, als auch dn, = rmm gelten, weil rm die
m' Dezimalstelle von d, ist und dies ist der angekiindigte Widerspruch. Der Versuch,
mit Hilfe des zweiten Diagonalargumentes von Cantor die Unvollstandigkeit der
abzahlbaren Anordnung AOI[r(M,P,T)] der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 zu zeigen,
ist also misslungen.

Wir wollen nun die Abzahlbarkeit beliebig definierter Mengen M von Elementen E
zeigen. Wie vorhin bei den reellen Zahlen zwischen 0 und 1 betrachten wir fur jede
mogliche Person P alle jene Mitteilungen M, welche in irgend einem Zeitpunkt T von
P als eindeutige und widerspruchsfreie Darstellung eines Elementes E aus M
interpretiert werden. Man kann wegen der Abhangigkeit des Elementes E von M, P
und T kurz E = E(M,P,T) schreiben. Wegen der Abzahlbarkeit aller mdglichen
Personen P und der Abzahlbarkeit aller moglichen Interpretationen aller moglichen
Mitteilungen M folgt daraus die Abzahlbarkeit aller Elemente E(M,P,T), die von irgend
einer Person P bei der Interpretation der jeweiligen Mitteilung M in irgend einem
Zeitpunkt T als durch M eindeutig und widerspruchsfrei dargestellt erklart werden. Es
sei AO[E(M,P,T)] die so erhaltene Anordnung.

Fur jedes Element E(M,P,T) aus dieser Anordnung gibt es also irgend eine Person P,
fur die in irgend einem Zeitpunkt T die Mitteilung M ein Element E aus M eindeutig
und widerspruchsfrei darstellt. Wir wahlen jetzt AO[E(M,P,T)] als die eingangs
angesprochene "abzahlbare Anordnung AO[E(M)] aller Elemente E € M" und werden
zeigen, dass jeder Versuch, die Unvollstandigkeit von AO[E(M,P,T)] zu zeigen,
misslingt.

Behauptet namlich ein Kritiker PK in irgend einem Zeitpunkt TK, es gabe ein Element
EK aus M, welches nicht in AO[E(M,P,T)] enthalten ist, verlangen wir von ihm, diese
Behauptung in die Form einer Mitteilung MK zu bringen. Stimmt die Behauptung des
Kritikers PK, das Element EK sei nicht in AO[E(M,P,T)] enthalten, dann gilt EK ¢
AO[E(M,P,T)]. Stimmt seine Behauptung, MK stelle ein Element aus M eindeutig und
widerspruchsfrei dar, dann gilt per Definitionem EK € AO[E(M,P,T)]. Damit ist der
angekundigte Widerspruch gezeigt.

Zur Herstellung des Widerspruchs in allen Beweisen der Uberabzahlbarkeit beliebig
definierter Mengen haben wir die Anordnung AO[E(M,T,P)] herangezogen. Sie beruht
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auf der Interpretation aller moglichen Mitteilungen M durch alle moglichen Personen
P in allen moglichen Zeitpunkten T. Die einzelnen Elemente dieser Anordnung kann,
wie erwahnt; weder der Autor noch irgend ein Leser dieses Beitrages tatsachlich
angeben, sind ihm doch alle Interpretationen von Mitteilungen durch andere
Personen grundsatzlich nicht zuganglich. Jeder Interpretation haftet das "Individuelle"
der jeweiligen interpretierenden Person an. Es erscheint daher sinnvoll, fur alle
derartigen Anordnungen die Bezeichnung "Individualanordnung" anzuwenden.

Zum Abschluss noch ein Hinweis. Der Widerspruch bei der Anwendung des zweiten
Diagonalargumentes von Cantor zum Nachweis der Uberabzahlbarkeit der reellen
Zahlen beruht auf einem Zirkelschluss. Ein Zirkelschluss ist der Versuch, eine
Aussage zu beweisen, indem diese Aussage selbst als Voraussetzung verwendet
wird. Cantor geht einerseits von einer beliebigen Anordnung AO[RZ(0,1)] reeller
Zahlen zwischen 0 und 1 aus, argumentiert aber dann mit einer Diagonalzahl, die
von jeder in AO[RZ(0,1)] enthaltenen reellen Zahlen verschieden sein muss. Dies
kann aber nur dann der Fall sein, wenn tatsachlich jede Anordnung AO[RZ(0,1)]
unvollstandig, wenn also die reellen Zahlen tatsachlich Uberabzahlbar waren. Die erst
zu beweisende Uberabzahlbarkeit reeller Zahlen wird daher bei diesem Beweis
bereits vorausgesetzt. Ein klassische Beispiel eines Zirkelschlusses.



Das Munchhausen-Paradoxon

Bekanntlich hat Minchhausen sich und sein im Sumpf versinkendes Pferd mit star-
kem Arm an seinem eigenen Zopf aus dem Sumpf gezogen. Dies ware aber offen-
sichtlich nur unter der Voraussetzung maglich gewesen, hatte der Freiherr einen fes-
ter Halt au3erhalb des trligerischen Sumpfes gefunden. Tatsachlich musste er aber
innerhalb des Sumpfes bleiben, so dass er keine derartige Stitze haben konnte.

Auch im Bereich logischer Schlussfolgerungen kann es geschehen, dass man ver-
sucht ist, Ketten von Schlussfolgerungen an Punkten festzumachen, die noch gar
nicht zur Verfugung stehen. Dies fuhrt dann zu Zirkelschlissen. Ein anschauliches
Beispiel eines derartigen Zirkelschlusses liefert das gern zum Beweis der Uberab-
zahlbarkeit des Kontinuums herangezogene zweite Diagonalargument von Cantor.
Bei seiner Anwendung zum Nachweis der Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen
RZ(0,1) zwischen 0 und 1 geht man von einer beliebigen abzahlbaren Anordnung
AO[RZ(0,1)] von reellen Zahlen rq, 1y, ... Iy, ..... zwischen 0 und 1 aus und schreibt
diese jeweils in der Form von unendlichen Dezimalzahlen r, = 0,rp1M2...Mn..... an. An-
schlief3end bildet man mit Hilfe des Rasters der Zahlen r, eine Zahl d = 0,d+d>...dm.....
dergestalt, dass Ym: dm # rmm. Daraus folgt ¥n: d # r, da die jeweils n'® Dezimalstelle
von r, ungleich der n"®" Dezimalstelle von d ist'. Zu jeder beliebigen abzahlbaren An-
ordnung von reellen Zahlen zwischen 0 und 1 gibt es also eine in dieser Anordnung
nicht enthaltene reelle Zahl d und diese Tatsache wird als Beweis der Uberabzahl-
barkeit angenommen.

NaturgemaR spielt bei Fragen des Kontinuums und der Uberabzahlbarkeit der Begriff
des Unendlichen eine entscheidende Rolle. Ein Beispiel liefert etwa die Menge der
natlrlichen Zahlen n. Zu jeder noch so grof3en naturlichen Zahl N kann durch Additi-
on von 1 die groRere Zahl N+1 gebildet werden und eine derartige schrittweise Aus-
weitung von endlichen Mengen natlrlicher Zahlen findet kein Ende. Sie kann unend-
lich fortgesetzt werden. Tatsachlich angeben lassen sich zwar jeweils nur endlich
viele n, ihre mogliche Anzahl ist aber unbegrenzt. Sie ist aktual endlich aber poten-
tiell unendlich. Im Weiteren wirden wir von einer aktual unendlichen Menge nur
dann sprechen, wenn, wie bei endlichen Mengen, jedes einzelne Element dieser
Menge jederzeit tatsachlich angegeben werden kann. Schon bei den natirlichen
Zahlen ist das offenbar nicht der Fall.

Wir gehen zurlick zur Diagonalzahl d aus dem zweiten Diagonalargument von Can-
tor. Sie bleibt unvollstandig, solange nicht jede ihrer Dezimalstellen angegeben wird.
Eine vollstandige Angabe setzt aber voraus, dass entweder alle Dezimalstellen tat-
sachlich angeschrieben werden konnen, was nur fur endlich viele Dezimalstellen
moglich ist, oder dass die Bildungsvorschrift aller reellen Zahlen der abzahlba-
ren Anordnung AO[RZ(0,1)] bekannt ist, wie dies etwa flir eine Anordnung aller
rationalen Zahlen mit Hilfe des ersten Diagonalargumentes von Cantor der Fall ist.

! Cantor setzt also voraus, dass vor der vollstandigen Berechnung von d die abz&hlbare Anordnung
AO[RZ(0,1)] bereits vollstandig vorliegt.
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Die Bildungsvorschrift fur die Anordnung AO[RZ(0,1)] kann nur dann vollstandig -
das heil3t fur alle reellen Zahlen r, aus AO[RZ(0,1)] - bekannt sein, wenn auch sie in
endlicher Form, also etwa durch eine endliche Beschreibung, angegeben wird. Ver-
sucht man das zweite Diagonalargument anzuwenden, ohne dass eine solche endli-
che Beschreibung von AO[RZ(0,1)] vollstandig vorliegt, dann weifR man in keinem
Zeitpunkt, in dem man liber die Diagonalzahl spricht, worliber man uberhaupt
spricht. Die fir den Nachweis der Unvollstandigkeit von AO[RZ(0,1)] notwendige
Voraussetzung einer aktual vollstandig vorliegenden Anordnung AO[RZ(0,1)] kann
also nicht erfullt werden.

Wir zeigen nun, wie das zweite Diagonalargument zum erwahnten Widerspruch fahrt.
Dazu bringen wir zunachst Ordnung in alle moglichen Bildungsvorschriften von
Anordnungen reeller Zahlen RZ(0,1) zwischen 0 und 1. Dabei verwenden wir den
Begriff "Mitteilungen M vom Umfang n". Eine Mitteilung M vom Umfang n sei ein
quadratischer Raster, bestehend aus n? Elementarquadraten der Seitenlédnge 0,01
mm, von denen jedes entweder weil} oder schwarz ist, und die in n Zeilen zu je n
Stellen angeordnet sind. Einem weil3en Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1,
einem schwarzen die Ziffer 2 zu. Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der
Stelle k steht, bezeichnen wir mit ax. Jede Mitteilung M vom Umfang n wird dann
durch die Dezimalzahl a(M) = 0,a11@12...@1n@21822...a...@nn €indeutig dargestellt. Im
Weiteren fassen wir alle Mitteilungen M vom Umfang n zuerst in Gruppen nach ihrem
Umfang n und anschlie3end innerhalb jeder Gruppe nach der GréRe von a(M) in ei-
ner Anordnung AO(M) abzahlbar an. Offenbar lassen sich alle moglichen endlichen
Bildungsvorschriften von Anordnungen reeller Zahlen zwischen 0 und 1 durch solche
Mitteilungen M vom Umfang n eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben. Konkret
kénnen wir uns unter einer solchen Mitteilung M ein quadratisches weil3es Papier
oder einen quadratischen Bildschirm, jeweils mit der Seitenlange n/100 mm, vorstel-

len, auf dem schwarze Zeichen (Schriftzeichen, Formeln etc.) angebracht sind. Wie
man sieht lassen sich mit Hilfe solcher Mitteilungen alle nur méglichen schriftlichen
Informationen ausdriicken.

Im Weiteren suchen wir der Reihe nach in den Mitteilungen M aus den Anordnungen
AO(M) nach solchen Mitteilungen M = M[RZ(0,1)], durch die reelle Zahlen zwischen 0
und 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden. Diese Suche bewegt sich
wie auch das Abzahlen naturlicher Zahlen zwar im potentiell Unendlichen, bleibt aber
doch stets im Endlichen. Da alle méglichen Mitteilungen M in der Anordnung AO(M)
abzahlbar angeordnet werden kénnen und alle reellen Zahlen RZ(0,1), die unsere
Durchsuchung der Anordnungen zu Tage férdert, durch mindestens eine Mitteilung M
= M[RZ(0,1)] eindeutig und widerspruchsfrei dargestellt wird, kdnnen alle bei der
Durchsuchung gefundenen reellen Zahlen RZ(0,1) in einer Anordnung AO[RZ(0,1)]
abzahlbar angeordnet werden.

Jeder Kritiker, der die Unvollstandigkeit von AO[RZ(0,1)] mit Hilfe des zweiten Diago-
nalargumentes von Cantor durch die Bildung einer angeblich in AO[RZ(0,1)] nicht
enthaltenen Diagonalzahl d beweisen will, muss diese Diagonalzahl jedenfalls durch
eine "kritische" Mitteilung MK eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben
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konnen. Der Kritiker behauptet dann offenbar d ¢ AO[RZ(0,1)], denn die durch MK
beschriebene Diagonalzahl d soll ja gerade die Unvollstandigkeit von AO[RZ(0,1)]
beweisen. Andererseits enthalt die Anordnung AO[RZ(0,1)] per definitionem alle
durch eine Mitteilung M eindeutig und widerspruchsfrei beschreibbaren reellen Zah-
len RZ(0,1). Die Vorschrift zur Konstruktion der Diagonalzahl d mit Hilfe des zweiten
Diagonalargumentes von Cantor wird aber offenbar selbst durch die kritische Mittei-
lung MK eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben. Nach der Definition von
AO[RZ(0,1)] gilt daher d € AO[RZ(0,1)] im Widerspruch zur Behauptung des Kiriti-
kers. Damit ist der oben angekundigte Widerspruch hergeleitet.

Der Zirkelschluss des Kritikers beruht darauf, dass er von einer beliebigen abzahlba-
ren Anordnung AO[RZ(0,1)] ausgeht und dabei nicht zwischen potentiell unendlichen
und aktual unendlichen Mengen reeller Zahlen unterscheidet. Bleibt er bei der zu-
grunde gelegten Anordnung AO[RZ(0,1)] im nur potentiell unendlichen Bereich, dann
fuhrt seine Argumentation zum eben hergeleiteten Widerspruch. Einen solchen kann
er nur vermeiden, wenn er AO[RZ(0,1)] als aktual unendlich voraussetzt. In diesem
Fall kann aber die Diagonalzahl d in keinem Zeitpunkt vollstandig angegeben wer-
den, da der Kritiker keine Bildungsvorschrift fur AO[RZ(0,1)] im aktual Unendlichen
angeben kann. Eine solche Bildungsvorschrift wirde aktual unendliche und nicht nur
potentiell unendliche Mitteilungen M erfordern. Die Anwendung des Diagonalargu-
mentes durch den Kritiker impliziert daher bereits eine aktual unendliche Anordnung
AO[RZ(0,1)], womit der Zirkelschluss vollzogen ist. Der Versuch, die Uberabzahlbar-
keit der Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 durch die Angabe einer von kei-
ner Mitteilung M aus der Menge aller Mitteilungen M = M[RZ(0,1)] eindeutig und wi-
derspruchsfrei beschriebenen reellen Zahl RZ(0,1) zwischen 0 und 1 zu beweisen, ist
also fehlgeschlagen.

Wir wenden im Folgenden die gleichen Uberlegungen auf beliebige angeblich lber-
abzahlbare Mengen von Elementen E an. Es sei also eine beliebig definierte Menge

M von Elementen E gegeben. Bei M kann es sich um die eben behandelte Menge

der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 handeln, um die Menge der einstelligen ganz-
zahligen Funktionen, um die Potenzmenge der naturlichen Zahlen oder welche Men-
ge auch immer. Nun suchen wir wie vorhin der Reihe nach in den Mitteilungen M aus

der Anordnung AO(M) nach solchen Mitteilungen M = M{M}, durch die Elemente E e
M eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden. Auch diese Suche bewegt

sich wieder zwar im potentiell Unendlichen, bleibt aber doch stets im Endlichen. Da
alle mdglichen Mitteilungen M in der Anordnung AO(M) abzahlbar angeordnet wer-

den kénnen und alle Elemente E = E{M} € M, die unsere Durchsuchung der Anord-
nung zu Tage fordert, durch mindestens eine Mitteilung M = M{M} eindeutig und wi-
derspruchsfrei beschrieben werden, kénnen alle bei der Durchsuchung gefundenen
Elemente E in einer Anordnung AO{E[M]} abzahlbar angeordnet werden. Angebli-

che Beweise der Uberabzihlbarkeit der Elemente E = E{M} fiihren also entwe-

der zu einem Widerspruch oder sie beruhen auf der Voraussetzung einer vor
der Beweisflihrung zugrundegelegten aktual unendlichen Anordnung.



Vorbemerkung

Eine conditio sine qua non zum Verstandnis der folgenden Arbeit ist das Verstehen
der ersten Ful3note.

Fassung Februar 2011

Man kann uber alles reden. Kann man uber alles reden?

Den Ausdruck "reden" wollen wir hier im Sinne von "sprechen" verstanden wissen.
Dazu eine Definition aus Google: "Das Sprechen ist der Vorgang des vorwiegend
auf zwischenmenschliche Interaktion ausgerichteten Gebrauchs der menschlichen
Stimme, wobei artikulierte Sprachlaute erzeugt werden." Eine analoge zwischen-
menschliche Interaktion ermdglicht die Schrift. Wir wollen uns in dieser Arbeit auf
schriftliche zwischenmenschliche Interaktionen beschranken. Unserer Ansicht nach
ist damit der gesamte Bereich wissenschaftlicher Diskussionen, insbesondere philo-
sophische Abhandlungen, mathematische Satze, deren Beweise bzw. Widerlegun-
gen, erfasst.

Unsere erste Aufgabe sei, Rahmenbedingungen fir alle moglichen zwischen-
menschlichen Interaktionen aufzufinden. Solche Rahmenbedingungen finden wir
mit Hilfe der im Folgenden als Mitteilungen M vom Umfang n bezeichneten Darstel-
lungen. Eine Mitteilung M vom Umfang n sei ein quadratischer Raster, bestehend
aus n? Elementarquadraten der Seitenlange 0,01 mm, von denen jedes entweder
weild oder schwarz ist und die in n Zeilen zu je n Stellen angeordnet sind. Ein solcher
Raster kann z.B. ein Blatt Papier, eine Wandtafel, ein Monitor etc. sein, auf dem
sichtbare Zeichen angebracht sind. Unserer Ansicht nach umfasst die Menge dieser
Mitteilungen M den im obigen Absatz angesprochenen Diskussionsbereich zur Gan-
ze.

Im Weiteren ordnen wir alle Mitteilungen M vom Umfang n abzahlbar an. Dazu ord-
nen wir einem weillen Elementarquadrat die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer 2
zu. Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der Stelle k steht, bezeichnen wir
mit ax. Jede Mitteilung M vom Umfang n wird dann durch die Dezimalzahl a(M) =
0,a11@12...a1n@21822...ak...ann €indeutig dargestellt. Alle moglichen Mitteilungen M ord-
nen wir nun zunachst in Gruppen nach ihrem Umfang n und anschlieend innerhalb
jeder Gruppe nach der GroRe von a(M) in einer Anordnung AO(M) abzahlbar an.

Ziel jeder Mittelung ist die Ubermittlung von Information, insbesondere im Zuge zwi-
schenmenschlicher Interaktion gemal dem obigen ersten Absatz. Eine unabdingbare
Voraussetzung dafur ist es, dass der Leser der Mitteilung deren Inhalt versteht, deren
Sinn erfasst. Eine Mitteilung M ist fiir sich allein genommen sinnlos. Erst durch
eine sie lesende Person P kann sie einen Sinn gewinnen und zwar gerade und nur
flr diese Person. Fir jeden anderen Leser kann sie einen vollig anderen Sinn haben
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oder auch sinnlos sein. Eine Mitteilung in Chinesischer Schrift ist etwa fur den Autor
dieser Arbeit ohne Sinn, da er des Chinesischen nicht machtig ist.

Hat eine Mitteilung M fir eine lesende Person P einen Sinn, dann darf man wohl sa-
gen, dieser Sinn ist ein Objekt des Denkens von P. Wir kdnnen ihn als von P und M
abhangiges Denkobjekt ansehen und mit DO(P,M) bezeichnen.

Wir wollen nun alle moglichen Denkobjekte abzahlbar anordnen. Alle mdglichen
Mitteilungen haben wir bereits in AO(M) abzahlbar angeordnet. Um alle mdglichen
Denkobjekte abzahlbar anzuordnen mussen wir nur noch versuchen, alle moglichen
Personen P anzuordnen. Dazu wahlen wir ein Koordinatensystem im Raum-Zeit-
Universum (drei Raumkoordinaten, eine Zeitkoordinate) und zerlegen es in Raum-
Zeit-Elemente RZE. Ein Raum-Zeit-Element RZE sei ein (vierdimensionaler) Ele-
mentarwurfel EW der Seitenlange 0,01 mm (drei Raumkoordinaten) und der Dauer
0,01 Sek. (eine Zeitkoordinate). Mit Hilfe des vorhin gewahlten Koordinatensystems
im Raum-Zeit-Universum lassen sich alle Elementarwirfel EW in einer abzahlbaren
Anordnung AO(EW) anordnen. Die Raumkoordinaten dieser Anordnung werden die
Grundlage fur die von uns gewlnschte abzahlbare Anordnung aller mdglichen Per-
sonen P bilden.

Von einem Denkobjekt, dem Sinn einer Mitteilung M flr eine Person P, kann nur ge-
sprochen werden, wenn diese Person P die Mitteilung M tatsachlich liest. Von einem
moglichen Denkobjekt sprechen wir, wenn eine Person P dieses Denkobjekt als Sinn
einer Mitteilung M dann bezeichnet hatte, falls sie diese Mitteilung M tatsachlich ge-
lesen hatte. Diesen von P und M abhangigen fiktiven Lesevorgang L(P,M) spielen wir
fur alle mdglichen Mitteilungen M durch. Wir fragen also, welchen Sinn hatte die Mit-
teilung M fur die Person P, falls diese M tatsachlich liest. Daraus ergaben sich mogli-
che Denkobjekte DO[L(P,M)].

Allerdings darf nicht Ubersehen werden, dass auch der Zeitpunkt des Lesevorganges
eine Rolle spielen kann. Die Person P kénnte in einem Zeitpunkt Gber Informationen
verfuigen, die ihr in einem anderen Zeitpunkt nicht zur Verfigung stehen. Sie kénnte
etwa eine Sprache gelernt haben und damit einen anderen Zugang zu einer Mittei-
lung M haben als ohne Kenntnis dieser Sprache. Ein anderes Beispiel ware der
Buchstabe i als Mitteilung M, der je nach dem Umfeld, in dem der Sinn von M gefragt
ist, als Teil eines Wortes, als Index, als Zinsrate oder was auch immer verstanden
werden und damit unterschiedliche Denkobjekte darstellen kann.

Diesen Uberlegungen tragt eine Anordnung aller mdglichen Denkobjekte Rechnung,
die auf der oben eingefiihrten Anordnung AO(EW) beruht. Dabei gehen wir davon
aus, dass in jedem Raum-Zeit-Volumen, das irgendeine mogliche Person P wahrend
irgendeines moglichen Lesevorganges L(P,M) einnimmt, mindestens ein Elementar-
wurfel EW = EW[L(P,M)] zur Ganze liegt. Im Kérper der Person P ist genligend Platz
flr die drei Raumkoordinaten eines Elementarwurfels und die Dauer des Lesevor-
ganges kann jedenfalls als lang genug angenommen werden, damit die Seitenlange
der Zeitkoordinate eines Elementarwurfels Platz findet. Ein so definierter vierdimen-
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sionaler Elementarwurfel EW[L(P,M)] kennzeichnet daher den Lesevorgang eindeu-
tig.

Wir wahlen nun aus der Anordnung AO(EW) aller Elementarwurfel EW jene
EWIL(P,M)] aus, die ein Denkobjekt DO[L(P,M)] eindeutig kennzeichnen. Als Unter-
menge der Anordnung AO(EW) kénnen diese EW[L(P,M)] abzahlbar angeordnet
werden und in dieser Reihenfolge ordnen wir die durch EW[L(P,M)] eindeutig ge-
kennzeichneten Denkobjekte DO[L(P,M)], das sind alle moglichen Denkobjekte, in
einer Anordnung AO[DO(P,M)] abzahlbar an. Wegen der Personenbezogenheit die-
ser Anordnung nennen wir sie Individualanordnung. Es handelt sich also um eine
abzahlbare Anordnung alles Denkbaren.

Aus der Individualanordnung folgt nicht mehr und nicht weniger als dass es keinen
widerspruchsfreien Beweis fiir die Uberabzahlbarkeit einer Menge geben kann, der
darin besteht, ein Element dieser Menge anzugeben, das in der Individualanordnung
AO[DO(P,M)] nicht enthalten ist. Ein solcher Beweis wird bekanntlich immer wieder
mit Hilfe des zweiten Cantor'schen Diagonalargumentes versucht'. Wer einen sol-
chen Einwand erhebt, bezeichnen wir ihn als kritische Person PK, behauptet also,
er kdnne (mindestens) ein kritisches Denkobjekt DOK angeben, das in
AO[DO(P,M)] nicht enthalten ist. Dieser Einwand kann folgendermaf3en widerlegt
werden:

Von PK verlange ich zunachst, er mége mir dieses DOK mitteilen und zwar durch
eine wie immer gestaltete Mitteilung M. In der Praxis kann dies im Rahmen des Aus-
tausches von E-mails geschehen. Kommt PK diesem Wunsch nach, so bezeichne
ich diese seine "kritische" Mitteilung als MK. Der Kritiker PK behauptet also, das
durch die Mitteilung MK beschriebene Denkobjekt DOK sei in der Individualanord-
nung AO[DO(P,M)] nicht enthalten. Er behauptet somit: DOK ¢ AO[DO(P,M)]. Ande-
rerseits gehort DOK flr PK zu den Denkobjekten, denn durch sein Fehlen in der Indi-
vidualanordnung AO[DO(P,M)] will PK gerade deren Unvollstandigkeit beweisen. PK
behauptet also gleichzeitig auch DOK € AO[DO(P,M)] und diese beiden Behauptun-
gen stehen im Widerspruch zu einander. Die blofde Behauptung der Unvollstandigkeit
der Individualanordnung AO[DO(P,M)] flhrt also zusammen mit der Angabe eines in
AO[DO(P,M)] nicht enthaltenen Denkobjektes zu dem oben angekiindigten Wider-
spruch im Unvollstandigkeitsbeweis des Kritikers PK.

Der Titel dieser Arbeit enthalt die Behauptung, man konne Uber alles reden. Diese
Behauptung wird durch den eben hergeleiteten Widerspruch nicht widerlegt. Wir ha-
ben eben Uber das Kritische Denkobjekt DOK "geredet". Wie im ersten Absatz ange-
sprochen, wollen wir aber den gesamten Bereich wissenschaftlicher Diskussionen
etc. umfassen. Daflr erscheint es gerechtfertigt und notwendig, widerspriichliche
Argumente, Beweise etc. auszuschlieRen. Wir verlangen daher - unserer Ansicht
nach ohne Beschriankung der Alilgemeinheit - widerspruchsfreie Beweise. Lie-

! Cantor verwendet einen Zirkelschluss. Fiir das Kontinuum der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 setzt
sein Dezimalzahlenschema fir die Ermittlung einer Diagonalzahl bereits aktual unendlich viele im
Schema angeschriebene reelle Zahlen zwischen 0 und 1 voraus
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Re man hingegen Widerspruche zu, wie etwa den Begriff "Die Menge aller Mengen
mit bestimmten Eigenschaften", erweitert man zwar der Bereich dessen "woruber
man reden kann" aber ohne brauchbaren Gewinn fur wissenschaftliche Diskussio-
nen. Eine Anwendung dieser Uberlegungen auf die Menge der reellen Zahlen zwi-
schen 0 und 1 ist in der Arbeit "Ein schrittweiser Aufbau des Kontinuums"? zu finden.

Zum Abschluss zuriick zur Uberschrift. Man kann tiber alles reden aber man kann
nicht Uber alles widerspruchsfrei reden.

2 www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/



Schrittweiser Aufbau des Kontinuums

"Wenn es moglich gewesen ware, den Turm von Babel zu erbauen, ohne ihn zu
erklettern, es ware erlaubt worden." Dieser Aphorismus von Franz Kafka ent-
spricht genau dem potentiell Unendlichen der Menge der naturlichen Zahlen.

Die Menge MN der naturlichen Zahlen ist wohl das einfachste Beispiel fur einen
schrittweisen Aufbau einer potentiell unendlichen Menge. Ein solcher Schritt besteht
dabei in der Addition von 1 zu einer beliebigen Zahl n. Mit 1 beginnend kann durch
Aneinanderreihen von endlich aber unbegrenzt vielen Schritten die gesamte Menge
MN aufgebaut werden. Freilich werden auch nach noch so vielen Schritten immer nur
endlich viele naturliche Zahlen erreicht, wahrend stets unendlich viele unerreicht
bleiben. Trotzdem sind grundsatzlich alle naturlichen Zahlen der potentiell unendli-
chen Menge MN erreichbar. Man kann sagen, die gesamte potentiell unendliche
Menge MN kann schrittweise aufgebaut werden. Dass man diese Menge abzahlbar
anordnen kann, ist trivial.

Von den natlrlichen Zahlen ausgehend kdnnen schrittweise weitere Zahlenklassen
eingefuhrt werden. Wahlen wir als nachsten Schritt beispielsweise die Menge MR der

rationalen Zahlen % gebildet aus natlrlichen Zahlen m und n. Dass auch MR ab-
zahlbar angeordnet werden kann, ist zwar nicht trivial aber leicht zu zeigen.

Die Zahlen % liegen uberall dicht. Trotzdem gibt es ausreichend "Zwischenraume"

um neue Zahlenklassen einzufuhren. Wahlen wir als nachsten Schritt beispielsweise
die Menge MA der algebraischen Zahlen. Auch fir sie steht in den "Zwischenrau-
men" der Zahlen aus MR geniligend Platz zur Verfigung und auch flr sie kann un-
schwer eine abzahlbare Anordnung angegeben werden.

Die Erweiterungen der Zahlenklasse MN durch den Schritt zu MR und den weiteren
Schritt zu MA sind nur zwei willklrlich gewahlte Erweiterungsschritte. Ebenso gut
hatten wir MN durch die einzige Zahl V2 erweitern kdnnen. Die Abzahlbarkeit bliebe
trivialerweise gegeben. Analog wéren die Einbeziehung der Zahl v/2 in MN bzw. in
MR Erweiterungsschritte, welche die Abzahlbarkeit erhalten. Man bleibt dabei aber
immer noch im Zahlenbereich MA.

Den Ubergang von MN zu MR haben wir vorhin in einem einzigen Schritt vorgenom-
men. Genauso gut hatten wir dazu auch abzahlbar viele Einzelschritt durch Erweite-

rung von MN durch jede einzelne rationale Zahl %verwenden konnen. Die Moglich-

keiten, von MN zu MR zu gelangen erscheinen schon sehr komplex. Gleiches gilt fur
den Ubergang von MN oder MR zu MA. Wesentlich komplexer gestaltet sich das Er-
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weiterungsproblem, wenn man willkurlich definierte neue Zahlenklassen einbezieht.
Ein Beispiel waren reelle Zahlen, nennen wir sie e-Zahlen r., mit folgender Eigen-
schaft: Es gilt stets r, > r und fiir alle reellen Zahlen r* > r gilt r, < r*. Durch Erweite-
rung solcher Zahlenklassen um ge-Zahlen r. etc. wird die neue Zahlenklasse schon
recht unubersichtlich.

Ein anderes Problem mit den Erweiterungen hatten die Intuitionisten. Dazu ein Bei-
spiel. Im Zusammenhang mit dem "tertium non datur" wurde eine reelle Zahl folgen-
dermalden definiert: r = 0,a1azas..... und zur Definition von a, dient die Folge ¥(n) =
2n + 1 der ungeraden naturlichen Zahlen > 1. Ein bekanntes zahlentheoretisches
Problem war die Frage, ob diese Folge nur nichtvollkommene Zahlen enthalt oder ob
in ihr auch vollkommene Zahlen auftreten. Mit Hilfe dieser Folge wird nun a, =0
gesetzt, wenn ¥(n) nichtvollkommen ist und a, = 1 gesetzt, wenn ¥(n) vollkommen
ist. Man weil® nun nicht, ob r = 0 oder r > 0 ist, auch wenn man praktisch

r < ¢ fur jedes noch so kleine € > 0 zeigen kann. Fur den Intuitionisten ist r weder
gleich Null noch grofRer als Null. Das tertium non datur gilt nicht und es bleibt offen,
ob r tatsachlich eine reelle Zahl ist.

Von der Menge der algebraischen Zahlen MA ausgehend kdnnen schrittweise neue
Zahlenklassen aus dem transzendenten Bereich eingeflhrt werden. Dazu genlgt es
bereits, eine einzige transzendente Zahl, etwa &, einzubeziehen und in gleicher Wei-
se wie eine naturliche Zahl zur Bildung algebraischer Zahlen zu verwenden. Ganze
Klassen neuer Zahlen erhalt man z.B. durch Hinzufligen von Grenzwerten mit

"n — 0" wie unendliche Summen }.7_; f(n) oder unendliche Produkte [[5;-, f(n) .

o 2n . 2n
. 1 2n-1 2n+1
"Uberall dicht Liegens" der Zahlen aus MA ist stets unbegrenzt Platz flr neue Zahlen.
Innerhalb jeder neuen Zahlenklasse konnen die in ihr enthaltenen Zahlen in einer
klassenbezogenen Reihenfolge unschwer abzahlbar angeordnet werden. Es |asst
sich erkennen, dass eine solche klassenbezogene Abzahlbarkeit jedenfalls dann ge-

wabhrleistet ist, wenn ein Erweiterungsschritt jeweils nur eine neue Zahl einbezieht.

Damit wird etwa das Produkt von Wallis: §= IT einbezogen. Trotz des

Wir betrachten nun alle durch schrittweise Erweiterung von MA erreichbaren Zahlen
und behaupten, durch diese werde das Kontinuum vollkommen ausgeschopft. Um
dies zu zeigen, fuhren wir zunachst eine abzahlbare Anordnung aller méglichen Ob-
jekte unseres Denkens ein.

Eine der ersten Barrieren, auf die wir bei diesem Vorhaben stol3en, ist die Frage,
welchen Zugang zu "allen mdglichen Objekten unseres Denkens" wir eigentlich ha-
ben. Jeder Mensch kann bestenfalls alle moglichen Objekte seines eigenen Denkens
untersuchen. Zu Objekten des Denkens eines anderen Menschen hat er keinen Zu-
gang. Dies fuhrt uns sofort zu der altbekannten Frage, wie Ubereinstimmende Urteile
verschiedener Personen Uberhaupt zustande kommen konnen. Der Autor ist Uber-
zeugt, dass die Richtigkeit der Aussage: "1 + 1 = 2" vom jeweiligen Leser dieser Ar-
beit bestatigt wiirde. Die Frage ist nur: Wie kommt er zu dieser Uberzeugung?
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Diese Frage fuhrt in die Erkenntnistheorie. Eine ausfuhrlichere Behandlung des
Themas wurd den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Daher nur so viel: Wenn wir in
der Praxis immer davon ausgehen, es gabe absolute Wahrheiten, also Urteile, die
von allen Menschen stets in gleicher Weise gefallt werden, so hangt das mit der
Gleichartigkeit unserer Erfahrungen, unserer Sprachentwicklung und (ganz wesent-
lich) unserer Sinnesorgane zusammen. Beispiele fur letzteres sind etwa die
Kant'schen Kategorien oder die zu Widerspruchen fuhrenden anschaulichen Vorstel-
lungen von den Elementarteilchen.

In diesem Sinne erscheint auch die Trennung von Naturwissenschaften und Geis-
teswissenschaften der Problematik nicht angemessen. Was dem Naturwissenschaft-
ler die Bestatigung oder Widerlegung eines Denkmodells durch ein Experiment ist
dem Geisteswissenschaftler die Widerlegung einer Annahme durch die Erzeugung
eines Widerspruches. Die Analogie zur "Bestatigung" wird von den Geisteswissen-
schaftlern immer wieder gesucht, manch einer glaubt sie gefunden zu haben, wenn
ihm die Richtigkeit einer Annahme als "evident" erscheint. Aber man ist dabei, wie
die Erfahrung etwa in der naiven Mengenlehre zeigt, vor Irrtimern nicht gefeit. Viel
Arbeit wurde und wird in Versuche gesteckt, die Widerspruchsfreiheit von Teilberei-
chen der Mathematik nachzuweisen, vielfach mit keinem anderen Erfolg, als zu zei-
gen: Wenn der Bereich B¢ widerspruchsfrei ist, dann auch der Bereich B,. Die
Falsifizierung leistet eben doch mehr als die Verifizierung.

Trotz der Problematik jeder Allgemeingultigkeit von "wahr" oder "falsch" wollen wir
uns der Behandlung dieser Fragen zuwenden und zwar, um unterschiedlichen An-
sichten verschiedener Personen Uber Richtigkeit oder Unrichtigkeit von Aussagen
Rechnung zu tragen, in dem wir selbst uns jedes Urteils enthalten und nur die Mei-
nung jeder jeweils in Frage kommenden Person protokollieren. Damit relativieren wir
den Begriff "Wahrheit" und sind selbst nur mehr neutraler Beobachter. Daflir missen
wir aber prifen, wie ein solches Protokoll aussehen musste.

Jedes Protokoll muss Informationen enthalten, die in einer "Sprache" abgefasst sind.
Um den Schwierigkeiten zu entgehen, die der Begriff einer allgemeingultigen Spra-
che mit sich bringen muss, wollen wir flr jede Sprache verwendbare "Mitteilungen M"
einfuhren, die wir folgendermalien definieren: Eine Mitteilung M vom Umfang n ist ein
quadratischer Raster, bestehend aus n? "Elementarquadraten” der Seitenlange

0,01 mm, von denen jedes entweder weild oder schwarz ist. Ein solcher Raster kann
z.B. ein Blatt Papier, eine Wandtafel, ein Monitor etc. sein, auf dem sichtbare Zei-
chen angebracht sind. Die Beschrankung auf schriftlich formulierte Mitteilungen stellt
bei dieser Definition der zugelassenen Informationen keine Beschrankung der Allge-
meinheit dar. Wir erinnern daran, dass von allen mathematischen Satzen, Beweisen,
Theorien etc. stets eine schriftliche Darstellung verlangt wird.

Wir wollen nun alle moglichen Mitteilungen M abzahlbar anordnen. Jede Mitteilung
vom Umfang n besteht aus n? Elementarquadraten, die in n Zeilen zu je n Stellen
angeordnet sind. Jedes dieser Elementarquadrate ist entweder weild oder schwarz.
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Einem weilden Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer
2 zu. Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der Stelle k steht, bezeichnen wir
mit EQjx und die zugeordnete Ziffer (1 oder 2) mit ax. Jede Mitteilung M vom Umfang
n wird dann durch die Dezimalzahl a(M) = 0,a11a@12...@1n@21822...aj...ann €indeutig dar-
gestellt. Alle moglichen Mitteilungen M ordnen wir nun zunachst in Gruppen nach
ihrem Umfang n und anschlieend innerhalb jeder Gruppe nach der Gréf3e von a(M)
in einer Anordnung AO(M) abzahlbar an.

Eine solche Mitteilung M ist fur sich allein genommen "sinnlos". Sie ist ein physikali-
sches Obijekt, ein Blatt Papier, eine Wandtafel, ein Monitor etc. Eine Seite Chinesi-
scher Schriftzeichen ist etwa flr den Autor ohne Sinn, da er dieser Sprache bzw. die-
ser Schrift nicht machtig ist. Nur durch eine Person P, welche eine Mitteilung M liest
und versteht, kann M einen "Sinn" gewinnen und zwar gerade und nur fur diese Per-
son P. Ein solcher durch einen Lesevorgang entstandene Sinn ist dann offenbar ein
Objekt des Denkens von P. Wir kdnnen ihn als von P und M abhangiges Denkobjekt
ansehen und mit DO(P,M) bezeichnen.

Wir setzen daher zunachst fort mit einer abzahlbaren Anordnung aller mdglichen Le-
sevorgange. Dabei gehen wir davon aus, dass jede mdgliche Person im Zeitpunkt
jedes mdglichen Lesevorganges L(P) ein gewisses Mindestvolumen im Raum ein-
nimmt und fir den Lesevorgang eine gewisse Mindestzeit benétigt. Die Einbeziehung
der Zeit ist deshalb notwendig, weil eine Mitteilung M flr P in verschiedenen Zeit-
punkten unterschiedlichen Sinn haben kann. P kann in einem Zeitpunkt Gber Wissen
verfugen, das ihm in einem anderen Zeitpunkt nicht zur Verflgung steht. Daher muss
auch der Zeitpunkt einer moglichen Aussage von P (iber den Sinn von M in die Uber-
legungen einfliel3en.

Nun wahlen wir ein Koordinatensystem im Raum-Zeit-Universum (drei Raumkoordi-
naten und eine Zeitkoordinate) und zerlegen es in Raum-Zeit-Elemente RZE. Ein
Raum-Zeit-Element RZE sei ein (vierdimensionaler) Elementarwirfel EW der Seiten-
lange 0,01 mm (drei Raumkoordinaten) und der Dauer 0,01 Sek. (eine Zeitkoordina-
te). Mit dem vorhin gewahlten Koordinatensystems im Raum-Zeit-Universum lassen
sich alle Elementarwirfel EW in einer Anordnung AO(EW) abzahlbar anordnen.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass in jenem
Raum-Zeit-Volumen, das irgendeine mogliche Person P wahren irgendeines mogli-
chen Lesevorganges L(P) einnimmt, mindestens ein Elementarwirfel EW[L(P)] zur
Ganze liegt. Dieser Elementarwirfel kennzeichnet daher den Lesevorgang L(P) ein-
deutig. Mit Hilfe der abzahlbaren Anordnung AO(EW) aller Elementarwirfel lassen
sich alle moglichen Lesevorgange L(P), die ja jeweils durch mindestens einen EW
eindeutig gekennzeichnet sind, abzahlbar anordnen. Wir bezeichnen diese abzahlba-
re Anordnung aller méglichen Lesevorgange mit AO[L(P)].

Wir beenden unsere Ordnungsstruktur mit der abzahlbaren Anordnung aller mogli-
chen Denkobjekte DO. Als "Denkobjekt" haben wir den "Sinn" bezeichnet, den eine
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"Mitteilung M" fur eine "Person P" hat, welche diese Mitteilung liest. Jedes mogliche
Denkobjekt DO hat daher eine mogliche Mitteilung M und einen moglichen Lesevor-
gang L(P) zur Voraussetzung, die zusammen dieses Denkobjekt eindeutig kenn-
zeichnen. Alle moglichen Mitteilungen M sind in AO(M) abzahlbar angeordnet, alle
moglichen Lesevorgange L(P) in AO[L(P)]. Aus AO(M) und AO[L(P)] erhalt man da-
her eine abzahlbare Anordnung AO[DO(P,M)] aller mdglichen Denkobjekte. Wegen
ihrer Personenbezogenheit nennen wir sie "Individualanordnung".

Tatsachlich handelt es sich hier um eine abzahlbare Anordnung alles Denkbaren. |st
aber alles Denkbare abzahlbar, dann gilt dies auch fur beliebige Mengen beliebig
definierter Elemente. Als Beispiel dienen etwa die reellen Zahlen zwischen 0 und 1.
Diese Zahlenmeng wird Ublicherweise als "Uberabzahlbar" angesehen. Als bekannte
Begrundung dafur wird oft das zweite Diagonal-Argument von Cantor angefuhrt. Im
Folgenden eine Darstellung: Es seirq, ra, ... My, ..... eine beliebige Anordnung reeller
Zahlen zwischen 0 und 1. Man stellt nun jede dieser Zahlen als Dezimalzahl
r = 0,rp1rm2...rn..... dar und bildet das folgende Schema:

r= 0,r11r12...r1n....

M= 0,r21r22...r2n....

rn = O,rn1rn2...rnn....

Nun bildet man eine Zahl d = 0,ddz...dn.... mit Vm: dn, # rmm. Diese "Diagonalzahl von
Cantor" ist offenbar eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 und sie ist ungleich allen reel-
len Zahlen aus dem Schema denn sie unterscheidet sich jeweils an der n**" Dezimal-
stelle von r,. Dies sind die im Schema in der Diagonale stehenden Stellen, daher der
Name. Es gilt also Vn: d # r, womit die Unvollstandigkeit des Schemas bewiesen
scheint.

Wir werden nun aus der Menge RZ(0,1), den reellen Zahlen zwischen 0 und 1, mit
Hilfe der Anordnung AO[DO(P,M)] aller mdglichen Denkobjekte - wie jede reelle
Zahl zwischen 0 und 1 zweifellos eines ist - eine Anordnung bilden, bei der das
zweite Diagonal-Argument von Cantor versagt. Dazu gehen wir schrittweise alle
Denkobjekte aus der Anordnung AO[DO(P,M)] durch. Die erste reelle Zahl zwischen
0 und 1 auf die wir dabei stol3en setzen wir an die erste Stelle unserer Anordnung
AOI[RZ(0,1)]. Es handelt sich also um das erste Denkobjekt aus der Anordnung
AO[DO(P,M)], das eine reelle Zahl zwischen 0 und 1widerspruchsfrei darstellt. Es
gibt daher eine Person P, die in irgend einem Zeitpunkt aussagt, die Mitteilung M
stelle fur sie eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 widerspruchsfrei dar.

Unser Problem dabei ist, dass wir gar keinen Zugang zu "allen moglichen Personen
P" haben. Wir wissen lediglich, es sind nur abzahlbar viele. Grundsatzlich kann keine
der eben erwahnten Aussagen einer Person P auf ihre Richtigkeit Gberpruft werden.
Es handelt sich dabei ja um eine von anderen Personen als P selbst per definitionem
unuberprufbare Meinungsaulierung von P.
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Wir gehen nun die Denkobjekte aus AO[DO(P,M)] schrittweise weiter durch. Die
zweite reelle Zahl zwischen 0 und 1, von der eine Person P aussagt, sie stelle eine
reelle Zahl zwischen 0 und 1 widerspruchsfrei dar, setzen wir an die zweite Stelle von
AO[RZ(0,1)]. So bauen wir schrittweise die Anordnung AO[RZ(0,1)] auf. Dabei bewe-
gen wir uns stets im endlichen aber unbegrenzten Bereich sowohl was die moglichen
Mitteilungen M als auch was die moglichen Personen P und die moglichen Zeitpunk-
te der Lesevorgange L(P) anlangt. Wir sind stets im Bereich des nur potentiell Un-
endlichen.

Nun werden wir zeigen, dass der Versuch, die Unvollstandigkeit unserer Anordnung
AO[RZ(0,1)] durch das zweite Diagonal-Argument von Cantor zu beweisen, zu einem
Widerspruch fuhrt. Ein solcher Unvollstandigkeitsbeweis misste von irgend einer
Person P in irgendeinem Zeitpunkt geflihrt werden. Es sei PK die Person des Kiriti-
kers der Vollstandigkeit unserer Anordnung AO[RZ(0,1)] und MK die Mitteilung, mit
der PK die Unvollstandigkeit durch die Anwendung des zweiten Diagonal-
Argumentes von Cantor behauptet. Eine solche Mitteilung MK muss es geben, weil
wir eine schriftliche Widerlegung unserer Behauptung uber die Vollstandigkeit von
AO[RZ(0,1)] verlangen.

Fur PK stellt MK also im Zeitpunkt der Kritik eine reelle Zahl ZK, eine Diagonalzahl
von Cantor, zwischen 0 und 1 widerspruchsfrei dar, die seiner Meinung nach in unse-
rer Anordnung AO[RZ(0,1)] nicht enthalten ist. Der Kritiker PK behauptet also:

ZK ¢ AO[RZ(0,1)]. Nun handelt es sich aber bei ZK offenbar um ein Denkobjekt
DO(PK,MK) von dem PK behauptet, es stelle eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 wi-
derspruchsfrei dar, denn mit seiner Hilfe soll ja gerade die Unvollstandigkeit der von
uns vorgenommenen Anordnung AO[RZ(0,1)] gezeigt werden. Damit behauptet PK
aber ZK € AO[RZ(0,1)] im Widerspruch zu seiner friheren Behauptung. Damit ist
sein Beweis der Unvollstandigkeit von AO[RZ(0,1)] misslungen und der oben voraus-
gesagte Widerspruch hergeleitet.

In gleicher Weise lassen sich alle Beweise der Uberabzahlbarkeit von Mengen wider-
legen, die darin bestehen, dass ein Kritiker PK zu einer auf AO[DO(P,M)] beruhen-
den abzahlbaren Anordnung AO(E) von Elementen E einer beliebig definierten Men-
ge ein kritisches Element EK angibt, das in AO(E) angeblich nicht enthalten ist.

Mit seinem zweiten Diagonal-Argument will Cantor den Schritt vom potentiell Unend-
lichen zum aktual Unendlichen vollziehen. Es ist ein Schritt vom Abzahlbaren zum
Uberabzahlbaren. Wir wollen diesen Gedanken am Beispiel der natiirlichen Zahlen
nachvollziehen. Zu jeder noch so grof3en natirlichen Zahl N kann eine groRere N+1
gefunden werden, zu jeder Menge naturlicher Zahlen neue Zahlen. Die Menge der
natlrlichen Zahlen kann nie ausgeschopft werden. Da es keine grof3te natirliche
Zahl gibt, wird mit dem Zeichen « eine "Zahl" mit der Eigenschaft Vn: « > n definiert.
Der Schritt von den natlrlichen Zahlen zu « entspricht dem Schritt vom potentiell
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Unendlichen zum aktual Unendlichen. Er entspricht, wie wir noch zeigen werden,
dem Schritt ins Kontinuum RZ der reellen Zahlen.

Durch die Einbeziehung von <« wird "mit einem Schlag" die Gesamtheit aller nattrli-
chen Zahlen erfasst. Nun ist unsere Vorstellung von einem Kontinuum eine andere
als die von einer Menge naturlicher Zahlen. Untersuchen wir das am Beispiel von
Punkten in einem Raum beliebiger Dimension. Ein solcher Punkt wird durch seine
Raumkoordinaten festgelegt. Bezeichnen wir seine Umgebung als Kontinuum und
betrachten wir einen Weg zum Punkt hin und wieder von ihm weg, dann durchlauft
dieser Weg in genugend kleiner Umgebung des Punktes die Orte

Kontinuum — Punkt — Kontinuum.

Das Kontinuum durchdringt jede Punktmenge und schiebt sich stets zwischen zwei
beliebige durch Koordinaten festgelegte Punkte. Das selbe leistet aber auch die
Menge der durch Koordinaten festlegbaren Punkte nur lautet der Weg zum und vom
Punkt hier

andere Punkte — Punkt — andere Punkte

Der entscheidende Schritt ist die Einbeziehung der "Zahl" «. Die Menge der durch
Koordinaten festlegbaren Punkte wird dadurch unbegrenzt, bleibt aber abzahlbar.
Alles spielt sich im Bereich der abzahlbaren mdglichen Denkobjekte aus
AO[DO(P,M)] ab. Man muss nur stets im Auge behalten, dass die mit Hilfe dieser
Anordnung gewonnene Folge von Punkten mit ihren jeweiligen Koordinaten nicht
tatsachlich angegeben werden kann. Dazu ware es ja - wie bereits erwahnt - not-
wendig, die persdnliche Meinung aller mdglichen Personen Uber den Sinn aller még-
lichen Mitteilungen zu kennen und das ist grundsatzlich unmaoglich. Unsere Aussage
uber die Machtigkeit der Punktmengen bleibt aber davon unberuhrt. Die Machtigkeit
der Menge der naturlichen Zahlen kann nicht Uberschritten werden.

AbschlielRend ware dazu festzustellen: Jeder Versuch, zu Mengen héherer Machtig-
keit aufzusteigen, wie er etwa von Cantor unternommen wurde, fuhrt zu Widerspru-
chen. Die abzahlbare Anordnung AO[DO(P,M)] aller mdglichen Denkobjekte setzt
solchen Versuchen eine Grenze. Fur eine praktische Anordnung von Denkobjekten -
etwa der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 - ist AO[DO(P,M)] aber ungeeignet. Was
bleibt ist, dass die Menge dessen, woran widerspruchsfrei gedacht werden kann, nur
potentiell nicht aber aktual Unendlich ist. Jeder Versuch, durch Angabe angeblich
neuer Elemente die Unvollstandigkeit einer auf DO[DO(P,M)] beruhenden Anordnung
von Elementen einer beliebig definierten Menge nachzuweisen gleicht dem Versuch
Minchhausens, sich selbst an seinem Zopf aus dem Sumpf zu ziehen. So wie dem
Freiherrn flr sein Vorhaben eine Stlitze aulRerhalb des Sumpfes mangelt, so mangelt
dem Kritiker der Vollstandigkeit ein widerspruchsfreier Nachweis eines in der Anord-
nung nicht enthaltenen Elementes. Gerade durch seine Kritik hat er ja als Kritiker PK
ein solches Element geschaffen. Der erzeugte Widerspruch kann auch kurz in fol-
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gende Form gebracht werden: "Es sei M1 die Menge alles dessen, woruber gespro-
chen werden kann. Ich spreche jetzt Uber M, das ist die Menge alles dessen, woru-
ber nicht gesprochen werden kann."

Die hier verwendete Methode, die Abzahlbarkeit beliebiger Mengen mit Hilfe der Ab-
zahlbarkeit aller moglichen Denkobjekte aus AO[DO(P,M)] herzuleiten beruht auf
moglichen Aussagen aller moglichen Personen P Uber den Sinn von Mitteilungen M.
Diese Personenbezogenheit bringt etwas Individuelles in die Uberlegungen ein. Es
ist daher angemessen, die Anordnung AO[DO(P,M)] und alle auf ihr beruhenden An-
ordnungen - wie etwa die der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 weiter oben - als
Individualanordnung zu bezeichnen. Das Heranziehen "aller moglichen Personen P"
entspricht dem Grundgedanken dieser Arbeit, namlich, dass einerseits alles Denkba-
re in Form von Mitteilungen M beschrieben werden kann und andererseits jede Mit-
teilung M fur sich allein genommen sinnlos ist und erst durch eine sie lesende Person
ein Sinn entstehen kann.

Es erscheint jedoch auch winschenswert, die Kernaussage "Jedes aktual Unendli-
che fuhrt zu einem Widerspruch" nicht nur mit Hilfe "aller méglichen Personen P"
sondern mit Hilfe der Aussagen einer einzigen Person zu beweisen. Eine solche Per-
son muss naturlich der Kritiker PK selbst sein. Es sei also eine beliebig definierte

Menge M von Elementen E gegeben. Wir lberlassen es nun PK, fiir jede mogliche
Mitteilung M zu entscheiden, ob durch sie ein Element E der Menge M eindeutig und
widerspruchsfrei beschrieben wird. Ist dies der Fall, dann gilt "DO(PK.M) = E € M",
ist dies nicht der Fall, dann gilt "DO(PK,M) ¢ M". Die Menge der Denkobjekte
DO[(PK,M)M], fir die PK beim Durchlaufen der abzahlbar vielen Mitteilungen M fest-
stellt, sie seien ein Element E der definierten Menge M, ist zweifellos abzahlbar. PK
muss daher ein "Kritisches Element EK ¢ M"angeben, das nicht in dieser abzahlba-
ren Menge enthalten ist. Fur dieses Element behauptet PK also: "DO(PK,MK) ¢
DO[(PK,M)M]".

Wie in dem weiter oben behandelten Fall der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 muss
der Kritiker PK also sowohl DO(PK,MK) = EK ¢ DOJ[(PK,M)M] behaupten, da er ja
mit Hilfe von EK die Unvollstandigkeit der Anordnung DO(PK,M) zeigen will, gleich-
zeitig muss er aber auch von DO(PK,MK) = EK e DO[(PK,M)M] ausgehen, also da-
von, dass MK fur ihn das Denkobjekt DO(PK,MK) = EK eindeutig und widerspruchs-
frei beschreibt. Damit fihrt seine Argumentation auf den gleichen Widerspruch wie
weiter oben das zweite Diagonal-Argument von Cantor bei dessen Versuch, die
Uberabzahlbarkeit der Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 mit Hilfe seiner
Diagonalzahl zu beweisen.

Unsere oben aufgestellte Behauptung, alle durch schrittweise Erweiterung der Men-
ge MA der algebraischen Zahlen erreichbaren Zahlen schépfen das Kontinuum zur
Ganze aus, kann also von keinem Kritiker widerspruchsfrei widerlegt werden.
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Zum Abschluss die versprochene Analogie zwischen der potentiell unendlichen Men-
ge MN der naturlichen Zahlen und dem Kontinuum RZ der reellen Zahlen. Wie grof3e
naturliche Zahlen N und wie umfangreiche Mengen naturlicher Zahlen auch immer
betrachtet werden, sie sind unbedeutend gegenuber dem Rest der potentiell unendli-
chen Menge MN. In analoger Weise sind noch so viele Erweiterungsschritte zur Aus-
schopfung des Kontinuums der reellen Zahlen unbedeutend gegeniuber dem Rest
der potentiell unendlichen Menge RZ der reellen Zahlen des Kontinuums. Ein we-
sentlicher Unterschied zwischen dem potentiellen Unendlichen von MN und dem von
RZ liegt aber darin, dass die schrittweise Erweiterung in MN durch ein einziges
Schrittmodell, der Schritt von n zu n+1, vorgenommen werden kann, wahrend wir fur
die analogen Erweiterungsschritte in RZ den wesentlich komplexeren Weg Uber alle
moglichen Mitteilungen M und alle moglichen Personen P wahlen mussten. Der
schrittweise Aufbau des Kontinuums RZ entbehrt daher der einfachen Ubersichtlich-
keit des analogen schrittweisen Aufbaus der Menge MN der naturlichen Zahlen. Die
Analogie zwischen dem schrittweisen Aufbau der abzahlbaren potentiell unendlichen
Menge MN und dem von RZ bleibt aber bestehen.



Was ist Wahrheit?

"And speech created thought which is the measure of the universe"
(Shelley: Prometheus Unbound)

Wird von "Wahrheit" gesprochen, werden bereits zwei Dinge vorausgesetzt.
Namlich
a) dass es eine zugrundeliegende "Sprache" gibt und
b) dass eine "Person" etwas in dieser Sprache Ausgedriicktes als "wahr"
bezeichnet.

Unser erstes Ziel ist es, eine gewisse Ordnung in diese zugrundegelegten Be-
griffe zu bringen.

Wir beginnen mit der Ordnung der moglichen "Sprachen". Als ersten Schritt
dazu gehen wir von "Sprache” zu "Schrift" tber. Wir beschranken uns also auf
schriftlich darstellbare Sprachen.

Damit schranken wir den Bereich der moglichen Sprachen zunachst stark ein.
Immerhin sind Lautstarke, Tonfall, begleitende Korpersprache etc. vielfach ent-
scheidend fiir die "Information"”, die mit Hilfe der Sprache ubermittelt werden
soll. Wir wollen uns aber auch zunachst nur mit jenen Wahrheiten befassen,
die traditioneller Weise schriftlich "ausgesprochen", also dargestellt, werden,
wie dies etwa fiir mathematische Beweise der Fall ist.

Haben wir den Bereich der Untersuchungen durch die Voraussetzung der
Schriftlichkeit zunachst (scheinbar) stark eingeschrankt, so wollen wir den Be-
reich der zugelassenen Schrift stark erweitern. Als Schrift werden namlich alle
Informationen in Form einer im Folgenden definierten "Mitteilung" zugelassen.

Unter einer Mitteilun% M vom Umfang n verstehen wir einen quadratischen Ras-
ter, bestehend aus n“ "Elementarquadraten” der Seitenlange 0,01 mm, von de-
nen jedes entweder wei oder schwarz ist. Ein solcher Raster kann z.B. ein
Blatt Papier, eine Wandtafel, ein Monitor etc. sein, auf dem sichtbare Zeichen
angebracht wurden. Die Beschrankung auf schriftlich formulierte Beweise stelit
bei dieser Definition der zugelassenen Informationen keine Beschrankung der
Allgemeinheit dar. Wir wollen uns also auf solche Beweise beliebiger Behaup-
tungen konzentrieren, die sich in Form einer Mitteilung M darstellen lassen.

Wir ordnen nun alle moglichen Mitteilungen M abzahlbar an. Zunachst ordnen
wir die Mitteilungen M in Gruppen nach ihrem Umfang n an. Jede Mitteilung
vom Umfang n besteht aus n? Elementarquadraten, die in n Zeilen zu je n Stel-
len angeordnet sind. Jedes dieser Elementarquadrate ist entweder weill oder
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schwarz. Einem weiBen Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1, einem
schwarzen die Ziffer 2 zu. Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der
Stelle k steht, bezeichnen wir mit EQj und die zugeordnete Ziffer (1 oder 2) mit
ajk. Jede Mitteilung M vom Umfang n wird dann durch die Dezimalzahl

a(M) = 0,a11a12...a1na21a22...ajk...ann
eindeutig dargestelit.

Alle moglichen Mitteilungen M ordnen wir nun nach der GroRe von a(M) in ei-
ner Anordnung AO(M) abzahlbar an.

Eine Mitteilung M ist fir sich allein genommen "sinnlos". Sie ist ein physikali-
sches Objekt: ein Blatt Papier, eine Wandtafel, ein Monitor etc.. Eine Seite Chi-
nesischer Schriftzeichen ist etwa fiir den Autor dieser Arbeit ohne Sinn, da er
dieser Sprache bzw. dieser Schrift nicht machtig ist. Erst durch eine Person P,
welche die Mitteilung M liest und versteht, kann M einen "Sinn" gewinnen und
zwar gerade fir diese Person P. Ein solcher durch einen Lesevorgang ent-
standene Sinn ist dann offenbar ein Objekt des Denkens von P. Wir kénnen ihn
als von P und M abhéangiges Denkobjekt ansehen und mit DO(P,M) bezeichnen.

An dieser Stelle ist es notwendig, auf eine Schwache jeder Sprache hinzuwei-
sen. Verwendete Begriffe sind oft unscharf und daher fiir die Beurteilung von
Aussagen als "wahr" oder "nicht wahr" nur bedingt geeignet. Hierfiir nur ein
Beispiel: Die im Satz "Gott ist die Liebe" verwendeten Begriffe "Gott", "ist" und
"Liebe" werden wohl vielfach fir verschiedene Personen unterschiedlichen
"Sinn" haben.

Wir_setzen also fort mit der abzdhlbaren Anordnung aller méglichen Lesevor-
gange. Dabei gehen wir davon aus, dass jede mogliche Person P im Zeitpunkt
jedes moglichen Lesevorganges L(P) ein gewisses Mindestvolumen im Raum
einnimmt und fir den Lesevorgang eine gewisse Mindestzeit bendtigt. Nun
wahlen wir ein Koordinatensystem im Raum-Zeit-Universum mit drei Raumko-
ordinaten und einer Zeitkoordinate und zerlegen es in Raum-Zeit-Elemente
RZE.

Ein Raum-Zeit-Element RZE sei ein (vierdimensionaler) Elementarwiirfel EW
der Seitenlange 0,01 mm (drei Raumkoordinaten) und der Dauer 0,01 Sek. (eine
Zeitkoordinate). Mit Hilfe des vorhin gewahlten Koordinatensystems im Raum-
Zeit-Universum lassen sich alle Elementarwiirfel EW in einer Anordnung
AO(EW) abzahlbar anordnen.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass in je-
dem Raum-Zeit-Volumen, das jede mogliche Person P wahrend jedes mogli-
chen Lesevorganges L(P) einnimmt, mindestens ein Elementarwiirfel EW[L(P)]
zur Ganze liegt. Dieser Elementarwiirfel kennzeichnet daher den Lesevorgang
L(P) eindeutig.



[3]

Mit Hilfe der abzahlbaren Anordnung AO(EW) aller Elementarwiirfel lassen sich
alle moglichen Lesevorgange L(P), die ja jeweils durch mindestens einen EW
eindeutig gekennzeichnet sind, abzahlbar anordnen. Wir bezeichnen diese
abzahlbare Anordnung aller méglichen Lesevorgange L(P) mit AO[L(P)].

Wir beenden unsere Ordnungsstruktur mit der abzdhlbaren Anordnung aller
moglichen Denkobjekte. Als "Denkobjekt” haben wir den "Sinn" bezeichnet,
den eine "Mitteilung M" fiir eine "Person P" hat, welche diese Mitteilung liest.
Jedes mogliche Denkobjekt hat daher eine mogliche Mitteilung M und einen
moglichen Lesevorgang L(P) zur Voraussetzung, die dieses Denkobjekt
eindeutig kennzeichnen. Alle moglichen Mitteilungen M sind in AO(M) abzahl-
bar angeordnet, alle moglichen Lesevorgange L(P) in AO[L(P)]. Aus den ab-
zahlbaren Anordnungen AO(M) und AO[L(P)] erhalt man daher eine abzahlbare
Anordnung AO[DO(P.M)] aller moglichen Denkobjekte.

In dieser Anordnung spielt die eingangs gestellte Frage "Was ist Wahrheit?"
nur mehr insoweit eine Rolle als eine Person P eine in einer Mitteilung M ent-
haltene Aussage "als wahr" oder "nicht als wahr" bezeichnet. Der Begriff
"Wahrheit" wird also nur jeweils in Bezug auf eine bestimmte Person verwen-
det. Es handelt sich somit um eine "Relative Wahrheit", namlich bezogen auf
die Person P. Ein Begriff "Absolute Wahrheit" wird nicht verwendet. Auch ein
Urteil des Autors dieser Arbeit liber ein Denkobjekt, also liber den Sinn einer
Mitteilung M, spielt in der Anordnung nur in jenen Fallen eine Rolle, in denen
der Autor die Person P ist. Gleiches gilt fiir jeden Leser dieser Arbeit.

Aber auch diese relative Wahrheit hat eine Schwache: Nur die Person P selbst
kann ja feststellen, welchen Sinn eine Mitteilung M hat bzw. welches Denk-
objekt M fiir P darstellt. Auch fir diese Feststellung gibt es kein anderes Krite-
rium als die AuBerung von P selbst. P kann von der Richtigkeit seiner Interpre-
tation von M uberzeugt sein, selbst wenn diese falsch ist. P kann sich aber
auch gegen seine innere Uberzeugung duBern, also (subjektiv) die Unwahrheit
sagen, oder auch jede AuRerung ablehnen. Das Ziel einer objektiven Wahrheit
erweist sich als unerreichbar.

Aus der Moglichkeit einer abzdhlbaren Anordnung AO[DO(P,M)] aller mogli-
chen Denkobjekte ergeben sich trotz der erwahnten Schwache des Begriffs der
relativen Wahrheit weitreichende Folgerungen. Eine dieser Folgerungen be-
steht beispielsweise im Bereich der Mathematik darin, dass in Beweisen der
Uberabzihlbarkeit bestimmter Mengen - etwa der reellen Zahlen zwischen 0
und 1 - ein Widerspruch hergeleitet werden kann. Folgerungen aus der
grundsatzlichen Relativitait des Begriffs "Wahrheit" sind auch in anderen
Bereichen, etwa "Naturrecht”, "Religion" etc., zu erwarten.

Die Ausgangsfrage "Was ist Wahrheit?" lasst streng genommen nur die Ant-
worten: "Wahrheit ist etwas Relatives™ bzw. "Wahrheit ist etwas Individuelles™
zu. Naheres zu diesen Fragen in <http://www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/>



Ein Widerspruch im zweiten Diagonalargument von Cantor
(Fassung Juli 2010)

Cantor will mit seinem Diagonalargument die Existenz Uberabzahlbarer Mengen zeigen. Als ein
Beispiel dient ihm die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

Der von uns zu zeigende Widerspruch beruht darauf, dass die von Cantor zugrunde gelegte An-
ordnung aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 als Dezimalzahlen der Gestalt 0,a1a,... bereits das
Transfinite impliziert. Mit diesen Dezimalzahlen argumentiert Cantor so, als kdnnten sie alle wie
Dezimalzahlen mit endlich vielen Stellen als etwas aktual Unendliches vollstandig angeschrieben
werden. Dem ist aber nicht so. Selbst unter der Annahme, es sei mdglich, von jeder ausreichend
definierten reellen Zahl zwischen 0 und 1 jede beliebige Dezimalstelle zu errechnen, bertcksich-
tigt Cantors Argument nicht, dass in jeder endlichen Zeitspanne - und mehr hat man nicht zur Ver-
fugung - nur potentiell Unendliches mit endlich vielen Dezimalstellen tatsachlich errechnet werden
kann. Der gedankliche Schritt von der Moglichkeit unendlicher Dezimalzahlen zu unendlichen De-
zimalzahlen zu gelangen, deren Dezimalstellen tatsachlich alle bereits zur Verfligung stehen, fuhrt
zu dem von uns zu zeigenden Widerspruch.

Um diesen Widerspruch herzuleiten werden wir eine vollstandige Anordnung aller reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 angeben, die so gewabhlt ist, dass von reellen Zahlen auBerhalb
von ihr per definitionem nicht gesprochen werden kann.

1. Wir beginnen mit der Definition einer Mitteilung M vom Umfang n.
1.1.Unter einer Mitteilung M vom Umfang n verstehen wir einen quadratischen Raster beste-

hend aus n? Elementarquadraten der Seitenlange 1/100 mm, die jeweils entweder weif3

oder schwarz sind. Ein solcher Raster kann etwa ein Blatt Papier oder ein Monitor sein, auf
dem sichtbare Zeichen angebracht wurden.
1.2. Alle moglichen derartigen Mitteilungen M konnen abzahlbar angeordnet werden.

1.2.1. Wir ordnen die Mitteilungen M zunachst in Gruppen nach ihren Umfang n. Jede Mit-
teilung vom Umfang n besteht aus n? Elementarquadraten, die in n Zeilen angeordnet
sind. Jedes dieser Elementarquadrate ist entweder weil3 oder schwarz.

1.2.2. Einem weil3en Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer
2 zu.

1.2.3. Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der Stelle k steht, bezeichnen wir mit
EQj und die zugeordnete Ziffer (1 oder 2) mit aj.

1.2.4. Jede Mitteilung M vom Umfang n wird dann durch die Dezimalzahl

a(M) = 0,a11a12...a1na21...a,-k...ann
eindeutig dargestellt.

1.2.5. Alle mdglichen Mitteilungen M ordnen wir nun nach der Gréf3e von a(M) in einer An-
ordnung AO(M) abzahlbar an.

2. Eine Mitteilung M ist flr sich allein genommen "sinnleer". M ist zunachst nichts anderes als
eine physikalische Gegebenheit, etwa ein Blatt Papier oder ein Monitor. Eine Seite Mayaschrift
oder eine Seite chinesischer Schriftzeichen ist z.B. flir den Autor ohne "Sinn", da er diese
Sprachen bzw. diese Schriften nicht kennt.
2.1.Erst durch einen Leser, also durch eine Person P, welche eine Mitteilung M liest,

kann M einen "Sinn" gewinnen und zwar fir diese Person P. Dieser Sinn ist offenbar

ein Objekt des Denkens der Person P. Wir kénnen ihn daher als Denkobjekt DO(M,P) be-
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zeichnen. Ob Uberhaupt und wenn ja welchen Sinn M fur den Autor oder fur den Leser die-
ser Studie hat, ist gegenstandslos.

2.2. Wir sprechen im folgenden vom Sinn einer Mitteilung M fur eine Person P gemal} 2.1. un-
abhangig davon, ob P die Mitteilung M tatsachlich liest. DO(M,P) bezeichnet also jenen
Sinn, den M fur P fur den Fall hat, dass P die Mitteilung M tatsachlich liest.

2.3. Wir wollen nun Ordnung in die Menge aller mdglichen Denkobjekte bringen.

2.3.1. Dabei beginnen wir mit der Anordnung aller moglichen Personen PT in irgend einem
Zeitpunkt T..

2.3.1.1. Jede mogliche Person PT wird wahrend jedes mdglichen Lesevorganges ein
gewisses Mindestvolumen im Raum einnehmen. Um Ordnung in alle moglichen
Lesevorgange zu bringen wahlen wir im Raum ein Koordinatensystem und zerle-
gen den Raum in Elementarwarfel EW der Seitenlange 0,01 mm. Diese Elemen-
tarwurfel kdnnen wir in einer Anordnung AO(EW) abzahlbar anordnen.

2.3.1.2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass in
jedem Volumen, das jede mdgliche Person PT einnimmt, mindestens ein solcher
Elementarwarfel EW = EW(PT) liegt, der PT eindeutig kennzeichnet.

2.3.1.3. Alle moglichen Personen PT ordnen wir nun mit Hilfe der sie eindeutig kenn-
zeichnenden Elementarwurfel EW(PT) und deren Anordnung AO(EW) in einer
Anordnung AO(PT) abzahlbar an.

2.3.2. Wir setzen fort mit der Anordnung aller in beliebigen Zeitpunkten mdglichen Lese-

vorgange LP aller Uberhaupt moglichen Personen P.

2.3.2.1. Dazu wahlen wir einen Nullpunkt auf der Zeitgeraden und teilen diese in Ele-
mentar-Zeitabschnitte EZ der Lange 0.01 sek. ein. Alle Elementar-Zeitabschnitte
EZ kdénnen wir in einer Anordnung AO(EZ) abzahlbar anordnen.

2.3.2.2. Den Zeitabschnitt eines Lesevorganges LP einer Person P auf der Zeitgera-
den bezeichnen wir mit LPZ

2.3.2.3. Die Dauer D(LPZ) jedes mdglichen Lesevorganges LPZ irgend einer Mittei-
lung M durch irgend eine Person P ist jedenfalls so lang, dass mindestens ein
Elementar-Zeitabschnitt EZ zur Ganze in den Zeitraum des Lesevorganges LPZ
fallt. Dieser Elementar-Zeitabschnitt EZ = EZ(LPZ) kennzeichnet den Lesevor-
gang LPZ daher eindeutig.

2.3.2.4. EsseiT=T(EZ)der jeweilige Beginn eines Elementar-Zeitabschnitts EZ.
Dann kennzeichnet T = T[EZ(LP)] den moéglichen Lesevorgang LP eindeutig.

2.3.2.5. Alle moglichen Lesevorgange LPZ ordnen wir nun mit Hilfe der sie eindeutig
kennzeichnenden Zeitpunkte T sowie der sie in T eindeutig kennzeichnenden
Elementarwirfel EW(PT) in einer Anordnung AO(LP) abzahlbar an.

2.3.3. Wir sind davon ausgegangen, dass eine Mitteilung M fur sich allein genommen
"sinnleer" ist und erst fur einen Leser P einen Sinn gewinnen kann. Diesen Sinn haben
wir als Objekt des Denkens von P mit DO(M,P) bezeichnet. Der Sinn einer Mitteilung
M fur eine Person P kann aber auch vom Zeitpunkt T, in dem die Person P die Mittei-
lung M liest, abhangen. Der Sinn der Mitteilung "Heute" wird fur den Autor im allgemei-
nen vom Tag abhangen, an dem er diese Mitteilung liest. Ein anderes Beispiel: Die
Mitteilung "i" kann den Buchstaben i ebenso bedeuten wie etwa v/—1 , je nachdem in
welchem Zusammenhang die Mitteilung gelesen wird. Wir wollen einer solchen Ab-
hangigkeit durch die Bezeichnung DO(M,P,T) Rechnung tragen. DO(M,P,T) besagt al-
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so, dass M fur P im Zeitpunkt T den Sinn DO(M,P,T) hat und zwar unabhangig davon,
ob P die Mitteilung M wahrheitsgemal oder (absichtlich oder irrtimlich) unrichtig in-
terpretiert. Es gibt kein Kriterium Uber die "Wahrheit" einer Aussage von P. Wir stellen
lediglich fest, dass, falls P seine Aussage Uber den Sinn von M im Zeitpunkt T ge-
macht hat, diese Tatsache unveranderlich feststeht, was immer P etwa in einem spate-
ren Zeitpunkt hinsichtlich des Sinns der Mitteilung M angibt.

2.3.4. Wir betrachten abschlielend noch einmal alle méglichen Personen P, alle mogli-
chen Mitteilungen M und alle moglichen Lesevorgange LP. Aus ihnen gewinnen wir al-

le moglichen Denkobjekte DO(M,P,T) = DO{M,T[(EZ(LP))]}. Diese Denkobjekte be-
zeichnen gemal 2.3.3. jeweils jenen Sinn, der Mitteilung M fur die Person P gemaf
2.2.im Zeitpunkt T.

2.3.5. Aus der abzahlbaren Anordnung AO(M) aller méglichen Mitteilungen M gemaf 1.2.5
und der abzahlbaren Anordnung AO(LP) aller moglichen Lesevorgange LP gemal}
2.3.2.5 gewinnen wir nun unschwer eine abzahlbare Anordnung AO(M,LP) aller mogli-
chen Denkobjekte aller méglichen Personen P.

3. Bei den reellen Zahlen zwischen 0 und 1 handelt es sich offenbar um Denkobjekte. Die mit
Hilfe des zweiten Cantorschen Arguments hergeleitete Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 steht daher im Widerspruch zur abzahlbaren Anordnung AO(M,LP) aller
moglichen Denkobjekte gemal 2.3.5. Wir wollen im folgenden zeigen, worauf dieser Wider-
spruch zurlckzufthren ist.

3.1. Ausgangspunkt dieser Untersuchung ist die von Cantor verwendete Diagonalzahl die wir
hier folgendermal3en darstellen wollen:

Es sei AO(RZ) = {a1,a2,...an,...} eine beliebige Anordnung von reellen Zahlen zwi-
schen 0 und 1, von der behauptet wird, sie enthalte alle reellen Zahlen zwischen 0 und
1. Man stellt nun jede Zahl a, in Form einer Dezimalzahl 0,an1,an2...ann... dar und stellt
sie in Form des folgenden Rasters zusammen:

a1 = 0,a11a12...a1n...

adz = 0,821822...82n...

an = O,an1an2...ann...

3.1.1. Auf Grund dieses Rasters bildet man eine Dezimalzahl b = 0,b+bs...b,... mit b, = 1 fur
ann # 1 und b, = 2 fur ap, = 1.

3.1.2. Die reelle Zahl b liegt zwischen 0 und 1 und unterscheidet sich an der n™" Dezimal-
stelle b, von an, der jeweiligen n"" Dezimalstelle von a,. Es gilt also vn: b, # an, und
daraus folgt ¥n: b # a,. Da die an, auf der Diagonale des Rasters nach 3.1. liegen,
nennt man b auch "Diagonalzahl". Wegen vn:b # a, ist die Diagonalzahl b in der An-
ordnung AO(RZ) nicht enthalten woraus die Unvollstandigkeit dieser Anordnung folgt.

3.2. Wir wollen nun die Eigenschaften des Rasters aus 3.1. naher untersuchen.

3.2.1. Die Schlussfolgerung aus 3.1.2., wonach die Anordnung der Zahlen a, die Diago-
nalzahl nicht enthalt, ist trivial, solange der Raster 3.1. endlich viele Zahlen a, enthalt.
Wir werden aber im folgenden zeigen, dass eine Erweiterung dieser Schlussfolgerung

ten
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auf einen Raster mit unendlich vielen Zahlen a, unzulassig ist und auf einen Wider-
spruch fuhrt.

3.2.2. Die Wahl der Dezimalstellen aj jeweils in der | Zeile an k' Stelle des Rasters nach
3.1. haben wir in keiner Weise eingeschrankt. Daraus folgt unter anderem, dass zwei
verschiedene a, trotz unterschiedlicher Dezimalzahl-Darstellung die selbe Zahl darstel-
len kdnnen. So gilt z.B. 0,199..... =0,200.... usw. (Das Beispiel 1 = 0,999... kann aus-
geschlossen werden, da vorausgesetzt wurde alle a, liegen zwischen 0 und 1). Der
Raster aus 3.1. hat aber eine viel grundlegendere Schwache. Er impliziert bereits un-
erlaubterweise transfinite Elemente. Erst auf Grund dieser transfiniten Elemente, deren
mogliche Existenz ja gerade erst bewiesen werden soll, fuhrt die Cantorsche Anord-
nung zu einem scheinbaren Beweis der Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen zwi-
schen O und 1.

3.2.3. Als Beispiel eines solchen transfiniten Elementes im Raster 3.1. wahlen wir die Zahl
1/11, offenbar eine reelle Zahl zwischen 0 und 1. So wie auch andere transzendente
Zahlen kann sie nie in endlicher Zeit zur Ganze als Dezimalzahl angeschrieben wer-
den, obwonhl die Berechnung jeder einzelnen ihrer Dezimalstellen in endlicher Zeit
grundsatzlich moglich ist. Ein Raster nach 1.3. muss daher stets - in welchem Zeit-
punkt auch immer - unvollstandig sein.

3.2.4. Wir wollen im folgenden eine Anordnung aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1
vorstellen, die keine derartige transfinite Schwache aufweist. Wir werden weiter
zeigen, dass jeder Versuch, eine Unvollstandigkeit dieser Anordnung zu zeigen, miss-
lingt. Dies zeigen wir insbesondere Am Beispiel des zweiten Cantorschen Diagonalar-
guments.

3.2.4.1. Ausgangspunkt unserer Uberlegungen sind die Mitteilungen M aus 1. Eine
abzahlbare Anordnung aller méglichen Mittelungen M in Form von AO(M) haben
wirin 1.2.5. gegeben.

3.2.4.2. Im Hinblick auf unser Ziel, eine vollstandige Anordnung aller reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 anzugeben, wollen wir alle jene Mitteilungen M herausfiltern, die
eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben.

3.2.4.3. Wie in 2. dargelegt sind aber Mitteilungen M fir sich allein genommen
sinnleer. Sie kdnnen, wie in 2.1. erlautert, erstim Zusammenhang mit einem madg-
lichen Leser P einen Sinn erhalten, Fir ein mdgliches Lesen im Zeitpunkt T haben
wir diesen Sinn in 2.3.3. als Denkobjekt DO(M,P,T) bezeichnet.

3.2.4.4. Wir flhren daher die folgende "Individual-Anordnung" AO[M,P,T,RZ(01)] ein.

Sie besteht aus der Anordnung aller jener Denkobjekte DO [M,P,T,RZ(01)] aus
der Menge der Denkobjekte DO(M,P,T), die eine reelle Zahl RZ(01) zwischen 0
und 1 darstellen. Dabei handelt es sich also um alle Mitteilungen M von denen ir-
gend eine Person P in irgend einem Zeitpunkt T gemaf 2.2. bejaht, dass M eine
reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Die Be-
zeichnung "Individual-Anordnung" soll darauf hinweisen, dass die Frage der Auf-
nahme eines Denkobjektes in diese Anordnung von der personlichen Meinungs-
aulderung eines Individuums P abhangt.
3.2.4.5. Wir behaupten nun, Die Individual-Anordnung aus 3.2.4.4. enthalt als Denkob-

jekte alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1. Dies ist eine universelle Aussage. Sie
besagt namlich, dass nicht nur flr den Autor alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1
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durch eine Mittelung M nach 1.1. eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben
werden kdonnen, sondern dass dies auch fur alle moglichen Personen gilt. Da die
Denkobjekte aus 3.2.4.4. abzahlbar sind, steht diese Behauptung in Widerspruch
zu Cantor, der die Unvollstandigkeit jeder abzahlbaren Anordnung aller reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 postuliert und diese Unvollstandigkeit mit Hilfe seines
zweiten Diagonalarguments beweisen will. Wir zeigen im folgenden, dass dieser
Beweis misslingen muss.
3.2.4.6. Jeder Kritiker der Vollstandigkeit der Individual-Anordnung muss eine mogli-
che Person P aus 2.3.1. sein. Wir nennen ihn PK. Er muss in irgend einem Zeit-
punkt T = TK die Unvollstandigkeit der Individual-Anordnung aller reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 aus 3.2.4.4. behaupten. Wir werden zeigen, dass Cantors zwei-
tes Diagonalargument nicht geeignet ist, eine solche Behauptung zu beweisen.
3.2.4.6.1. Dazu bilden wir zunachst eine Mitteilung MK, welche die Individual-
Anordnung aus 3.2.4.4. sowie eine auf Grund dieser Anordnung mit Hilfe des
zweiten Cantorschen Diagonalarguments gebildete Diagonalzahl enthalt. Ei-
ne solche Mitteilung kann unschwer etwa aus den Formulierungen die-
ser Studie gebildet werden. Will PK ein so formuliertes zweites
Cantorsches Diagonalargument zum Beweis der Unvollstandigkeit der An-
ordnung aus 3.2.4.4. verwenden, muss er in irgend einem Zeitpunkt TK beja-
hen, dass MK fur ihn eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und wider-
spruchsfrei beschreibt.

3.2.4.6.2.  Das kritische Denkobjekt DOK = DO[MK,PK,TK,RZ(0,1)] stellt also in
TK nach Aussage von PK selbst eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 dar und
ist somit gemal 3.2.4.4. in der Individualanordnung enthalten. Das Problem
fur PK liegt darin, dass er einerseits irgend einmal bejahen muss, DOK stelle
eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 dar, denn durch sie soll ja gerade die Un-
vollstandigkeit der Individual-Anordnung gezeigt werden, und andererseits
gerade dadurch das Denkobjekt DOK gemal} 3.2.4.4. in die Individual-
Anordnung einbringt. Damit ist der eingangs behauptete Widerspruch in
Cantors zweitem Diagonalargument flr die Menge der reellen Zahlen zwi-
schen 0 und 1 herbeigeflhrt. ged.



Eine Individual-Anordnung

Was kann die Sprache leisten?
(Fassung Juli 2010)

e Unter "Sprache" verstehen wir phonetische AuRerungen. Wir beschranken uns im
folgenden auf solche, die in einer "Schrift" wiedergegeben werden kénnen. Damit werden
z.B. alle wissenschaftlichen Diskussionen, insbesondere alle philosophischen oder
mathematischen Uberlegungen, umfasst.

e Unter "Schrift" verstehen wir alle optisch erkennbaren graphischen Darstellungen. Wir
beschranken uns im folgenden auf Mitteilungen M vom Umfang n. Unter einer Mitteilung M
vom Umfang n verstehen wir einen quadratischen Raster bestehend aus n?
Elementarquadraten der Seitenlange 1/100 mm, die jeweils weil} oder schwarz sind.

e Die Beschrankungen auf solche phonetische AuRerungen, die schriftlich wiedergegeben
werden kdnnen bzw. auf optisch erkennbare graphische Darstellungen in Form von
Mitteilungen M vom Umfang n stellen im Hinblick auf Diskontinuitat der durch die
Sinnesorgane "Ohr" und "Auge" erfassbaren Eindricke keine Beschrankung der
Allgemeinheit dar.

e Eine Mitteilung M ist fiir sich allein genommen "sinnlos". M ist zunachst nichts anderes
als eine physikalische Gegebenheit, etwa ein Blatt Papier oder ein Monitor. Eine Seite
Mayaschrift oder eine Seite chinesischer Schriftzeichen ist fur den Autor ohne Sinn, da er
diese Sprachen bzw. diese Schriften nicht kennt. Gleiches qilt fur jegliche Schrift. Jede
Mitteilung M gewinnt nur "Sinn" flr jemanden, der die Sprache bzw. die Schrift in der M
abgefasst ist kennt.

e Erst durch eine Person P, welche die Mitteilung M "liest", kann M einen "Sinn"
gewinnen. Ein solcher Sinn ist dann offenbar ein Objekt des Denkens von P. Wir kbnnen
ihn als DO(P,M) bezeichnen. Wir wollen nun flr beliebige Personen P und beliebige
Mitteilungen M Ordnung in die Menge der mdglichen DO(P,M) bringen. Im Hinblick auf
spatere Schlussfolgerungen wollen wir uns auf die Frage nach der Abzahlbarkeit aller
moglichen Denkobjekte konzentrieren.

e Wir beginnen mit der Anordnung aller moglichen Personen P.

o Jede mogliche Person P wird im Zeitpunkt jedes moglichen Lesevorganges ein
gewisses Mindestvolumen im Raum einnehmen. Um Ordnung in die mdglichen
Lesevorgange zu bringen wahlen wir im Raum ein Koordinatensystem und zerlegen
den Raum in Elementarwurfel EW der Seitenlange 0,01 mm. Diese Elementarwrfel
ordnen wir abzahlbar in einer AO(EW) an.

o Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass in dem
Volumen, das jede mogliche Person P im Zeitraum jedes moglichen Lesevorganges
einnimmt, mindestens ein solcher Elementarwurfel EW liegt. Aus der Abzahlbarkeit
der Elementarwurfel EW folgt (1) die Abzahlbarkeit aller moglichen Personen.

o Alle méglichen Personen P ordnen wir nun mit Hilfe der sie jeweils eindeutig
kennzeichnenden Elementarwirfel EW abzahlbar in einer AO(P) an.

e Wir setzen fort mit der Anordnung aller mdglichen Mitteilungen M.

o Die Mitteilungen werden zunachst nach ihrem Umfang n in Gruppen angeordnet.
Jede Mitteilung vom Umfang n besteht aus n? Elementarquadraten, die in n Zeilen
angeordnet sind. Jedes Elementarquadrat ist entweder weil oder schwarz.
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o Einem weilRen Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer
2 zu.

o Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der Stelle k steht, bezeichnen wir mit
EQj und die zugeordnete Ziffer mit aj.

o Jede Mitteiling M vom Umfang n wird dann durch die Dezimalzahl

a(M)=0,a11a12...a1na21...ajk...ann
eindeutig dargestellt. Daraus folgt (2) die Abzahlbarkeit aller moéglichen
Mitteilungen.

o Alle moglichen Mitteilungen M ordnen wir nun nach der Groé3e von a(M) abzahlbar in
einer AO(M) an.

e Wir setzen fort mit der Anordnung aller moglichen Lesevorgange L.

o Wir wahlen einen Nullpunkt auf der Zeitgeraden und teilen diese in Elementar-
Zeitabschnitte EZ der Lange 0,01 sek. ein.

o Den Zeitabschnitt eines Lesevorganges L auf der Zeitgeraden bezeichnen wir mit
LZ.

o Die Dauer D(L) jedes moglichen Lesevorgangs L irgendeiner Mittelung M durch
irgendeine Person P ist jedenfalls so lange, dass mindestens ein EZ zur Ganze in
LZ liegt. Dieser EZ = EZ(L) kennzeichnet L daher eindeutig.

o Essei T=T(EZ) der Zeitpunkt am Beginn des Elementar-Zeitabschnittes EZ. Dann
kennzeichnet T = T[EZ(L) ] den moglichen Lesevorgang L eindeutig. Aus der
Abzahlbarkeit der Zeitpunkte T folgt (3) die Abzahlbarkeit aller moglichen
Lesevorgéange.

o Alle mdglichen Lesevorgange L ordnen wir nun mit Hilfe der sie jeweils eindeutig
kennzeichnenden Zeitpunkte T abzahlbar in einer AO(L) an.

e Wir sind davon ausgegangen, dass eine Mitteilung M flr sich allein genommen "sinnlos" ist
und erst flr einen Leser P einen Sinn gewinnen kann. Diesen haben wir als Denkobjekt
DO(P,M) bezeichnet. Der Sinn einer Mitteilung M flr eine Person P kann aber auch vom
Zeitpunkt T, in dem P die Mitteilung liest, abhangig sein. Der Sinn einer Mitteilung
"HEUTE" wird fir den Autor davon abhangen, an welchem Tag er diese Mitteilung liest. Die

Mitteilung "i" kann den Buchstaben i ebenso wie v/—1 bedeuten, je nachdem in welchem
Zusammenhang die Mitteilung gelesen wird. Wir kdnnen einer solchen Abhangigkeit durch
die Bezeichnung DO(P,M,T) Rechnung tragen. DO(P,M,T) besagt also, dass M flir P im
Zeitpunkt T den Sinn DO(P,M,T) hat.

e Nun betrachten wir abschlieltend noch einmal alle moglichen Personen P, alle mdglichen
Mitteilungen M und alle moglichen Lesevorgange L. Aus ihnen gewinnen wir alle moglichen
Denkobjekte DO(P,M,L). Aus der (1) abzahlbaren Anordnung AO(P) aller mdglichen
Personen P, der (2) abzahlbaren Anordnung AO(M) aller méglichen Mitteilungen M und der
(3) abzahlbaren Anordnung AO(L) aller moglichen Lesevorgange gewinnen wir eine
abzahlbare Anordnung AO(P,M,L) aller méglichen Denkobjekte. Dies bedeutet (4) die
Abzidhlbarkeit aller moglichen Denkobjekte. Alle Beweise der Existenz Uberabzahlbarer
Mengen enthalten daher einen Widerspruch.

Anmerkung: Diese Uberlegungen sind relevant fir alle Untersuchungen, die sich mit dem ersten

Hilbert-Problem, mit Uberabzahlbaren Mengen, also mit Kardinalzahlen X, mit o > 1 und
ahnlichen Fragen befassen.



Statement:

Beweise der Existenz liberabzdhlbarer Mengen enthalten Widerspriiche

Erlauterung:

e Ausgangspunkt solcher Beweise sind Mengen M von Objekten O mit bestimmten, die Menge
kennzeichnenden Eigenschaften E. Also etwa die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1, die
Menge der einstelligen ganzzahligen Funktionen, die Potenzmenge der natlrlichen Zahlen etc..

e Die hier untersuchten Beweise werden so gefiihrt, dass zu jeder abzdhlbaren Menge M = { O(E)}
von Objekten O(E) mit der kennzeichnenden Eigenschaft E ein in der jeweiligen Menge angeblich
nicht enthaltenes kritisches Objekt Ox(E) mit dieser Eigenschaft angegeben wird. Fir dieses
kritische Objekt wird somit Ox(E) ¢ M = {O(E)} behauptet. O kann z.B. eine reelle Zahl zwischen 0
und 1 sein, die in einer angeblich vollstandigen abzahlbaren Menge aller reellen Zahlen zwischen 0
und 1 nicht enthalten ist. Vgl. etwa das zweite Diagonalverfahren nach CANTOR.

e Von Beweisen fordern wir, dass sie in irgendeinem Zeitraum in irgendeiner Sprache fiir irgendeinen
Menschen widerspruchsfrei formuliert werden kdnnen.

e Ohne Beschrankung der Allgemeinheit fordern wir hier von Beweisen, dass sie in deutscher
Sprache, schriftlich in Form von endlichen - wenn auch unbegrenzten - Informationen verfasst
werden konnen und von dem diesen Beweis beurteilenden Menschen fiir eine Mindestdauer At (
z.B. 1 Sek.) als richtig angesehen werden.

e Diese Beschrankung kann natirlich auch insoweit gelockert werden, als solche Beweise in Form
beliebiger von menschlichen Sinnesorganen erfassbaren endlichen - wenn auch unbegrenzten -
Informationen bestehen kdnnen.

e Ein im Statement behaupteter Widerspruch kann nun folgendermafien herbeigefiihrt werden:
- Alle moglichen Mindestdauern At konnen abzahlbar angeordnet werden.
- Alle moglichen endlichen (unbegrenzten) Informationen kénnen abzidhlbar angeordnet werden.
- Alle moglichen Menschen kénnen auf Grund ihrer raumlich- zeitlichen Ausdehnung abzahlbar
angeordnet werden.
- Aus den Moglichkeiten dieser drei abzahlbaren Anordnungen lasst sich der behauptete
Widerspruch herleiten.

e Lit. dazu etwa "Eine Individualanordnung" in < http://www.fam.tuwien.ac.at/~wolff/>

Anmerkung:

Dieses Statement ist relevant fiir alle Untersuchungen, die sich mit dem ersten Hilbert-Problem, mit
Uberabzahlbaren Mengen also mit Kardinalzahlen X, mit oo > 1 und dhnlichen Fragen befassen.



Gedanken zum Kontinuum

Wir betrachten Punktmengen. Solange wir uns im nur potentiell Unendlichen
bewegen enthalten solche Punktmengen nur endlich viele Punkte aus einem wie
auch immer definierten "Raum". Wie grofd auch immer eine solche Punktmenge
gewahlt wurde, die tatsachliche Punktmenge auch im nur potentiell Unendlichen
ist unendlich mal groBer.

Die Umgebung eines Punktes P beim beliebigen Durchlaufen im Raum sieht daher
so aus: "andere Punkte - P - andere Punkte".

FUhrt man nun ein aktual Unendliches ein andert sich die Umgebung jedes Punktes
P der gesamten potentiell unendlichen Punktmenge plotzlich fur alle (potentiell)
unendlich vielen Punkte zu "Kontinuum - P - Kontinuum". Das aktual Unendliche
fliet so in das potentiell Unendliche ein, dass es jeden einzelnen dessen (des
potentiell Unendlichen) Punkte vollstandig umhllt und zwar plotzlich, also "at
once". Man sieht dabei deutlich, wie angemessen dieser Ausdruck ist.

Mein Ziel ist es aber zu zeigen, dass die Einfuhrung eines derartigen "at once
infinite" zu einem Widerspruch fuhrt. Nur durch einen Widerspruch kann ja ein
System falsifiziert werden. Diesen Widerspruch werde ich mit Hilfe einer abzahlbaren
Anordnung aller méglichen "Denkobjekte" herbeifihren. Als Denkobjekt bezeichne
ich dabei "alles woran irgend eine mogliche Person je denken kann". Dazu
gehoren die vorhin erwahnten Punkte P (ebenso wie die aus ihnen gebildeten
Punktmengen). Sind aber alle denkbaren Punkte abzahlbar dann verliert das at once
infinite seinen Inhalt.

Wie kdnnen wir nun eine Ordnung in "alle méglichen Denkobjekte" bringen? Dazu
fordern wir, dass jedes mdgliche Denkobjekt jeder moglichen Person von dieser
Person in Form einer schriftlichen Mitteilung M beschrieben werden kann. Dies
bedeutet insoweit keine wesentliche Einschrankung als eine solche Beschreibung
auch "das Objekt, an das ich gerade denke" oder "das Objekt, an das ich zu einem
bestimmten Zeitpunkt gedacht habe" lauten kann. Solche Beschreibungen werden
noch weiter unten fir den Nachweis eines Widerspruchs verwendet.

Als ersten Schritt ordnen wir "alle moéglichen Mitteilungen M" an. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit lassen wir als eine "Mitteilung M vom Umfang n"
jeden quadratischen Raster zu, der aus n? Elementarquadraten der Seitenlange
0,01mm besteht von denen jedes entweder weil} oder schwarz ist. Alle mdglichen
Mitteilungen ordnen wir zunachst in Gruppen nach ihrem Umfang n an. Jede
Mitteilung vom Umfang n besteht aus n? Elementarquadraten, die in n Zeilen zu n
Stellen angeordnet sind. Einem weil3en Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1,
einem schwarzen die Ziffer 2 zu. Jenes Elementarquadrat, das in der Zeile j an der
Stelle k steht, bezeichnen wir mit EQj und die zugeordnete Ziffer (1 oder 2) mit aj.
Jede Mitteilung M vom Umfang n wird dann durch die Dezimalzahl
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a(M) = 0,a11a12...a1na21a22...ajk...ann
eindeutig dargestellt. Alle moglichen Mitteilungen M ordnen wir jetzt zunachst in
Gruppen nach ihrem Umfang n und innerhalb jeder Gruppe nach der Grof3e von
a(M) in einer Anordnung AO(M) abzahlbar an.

Um zu einer Anordnung aller moglichen Denkobjekte zu gelangen erinnern wir daran,
dass wir gefordert haben, jedes mogliche Denkobjekt jeder moglichen Person P
(kursiv geschrieben zur Unterscheidung von der weiter oben verwendeten
Bezeichnung P flur einen Punkt im Raum) musse von dieser durch eine Mitteilung M
beschrieben werden kdnnen. Diese Forderung ist offenbar gleichbedeutend mit der
Feststellung, P erklare, beim Lesen der Mitteilung M, der "Sinn" dieser Mitteilung sei
ein bestimmtes Denkobjekt DO. Dieses Denkobjekt ist offenbar von der Person P
und von der Mitteilung M abhangig und kann durch DO(P,M) bezeichnet werden. Wir
merken aber bereits hier an, dass ein und die selbe Mitteilung M fur eine Person Pin
verschiedenen Zeitpunkten und an verschiedenen Orten unterschiedlichen Sinn
haben kann.

Der Sinn einer Mitteilung ergibt sich also erst durch einen Lesevorgang. Wir
bezeichnen mit L(P) einen Lesevorgang durch eine Person P. Nun setzen wir fort mit
einer abzahlbaren Anordnung AO[L(P)] aller moglichen Lesevorgange L(P). Um
die Abhangigkeit des Sinnes einer Mitteilung auch von Ort und Zeit des Lesens
bericksichtigen zu kdbnnen wahlen wir zunachst ein Koordinatensystem im Raum-
Zeit-Universum mit drei Raumkoordinaten und einer Zeitkoordinate.

Mit Hilfe dieses Koordinatensystems zerlegen wir das Raum-Zeit-Universum in
Raum-Zeit Elemente RZE. Ein Raum-Zeit-Element RZE sei ein (vierdimensionaler)
Elementarwirfel EW der Seitenlange 0,01 mm (drei Raumkoordinaten) und der
Dauer 0,01 Sek. (eine Zeitkoordinate). Mit Hilfe des vorhin gewahlten
Koordinatensystems im Raum-Zeit-Universum lassen sich alle Elementarwirfel EW
in einer Anordnung AO(EW) abzahlbar anordnen.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass in jedem
Raum-Zeit-Volumen, das jede mogliche Person P wahrend jedes moglichen
Lesevorganges L(P) einnimmt mindestens ein Elementarwirfel EW([L(P)] zur Ganze
liegt. Dieser Elementarwirfel kennzeichnet daher den Lesevorgang L(P) eindeutig.

Mit Hilfe der abzahlbaren Anordnung AO(EW) aller Elementarwirfel lassen sich alle
moglichen Lesevorgange L(P), die ja jeweils durch mindestens einen EW eindeutig
gekennzeichnet sind, abzahlbar anordnen. Wir bezeichnen diese abzahlbare
Anordnung aller méglichen Lesevorgange L(P) mit AO[L(P)].

Wir beenden unsere Ordnungsstruktur mit der abzahlbaren Anordnung aller
moglichen Denkobjekte. Als Denkobjekt haben wir den Sinn bezeichnet, den eine
Mitteilung M fur eine Person P hat, welche diese Mitteilung liest. Jedes mogliche
Denkobjekt hat daher eine mogliche Mitteilung M und einen moglichen Lesevorgang
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L(P) zur Voraussetzung, die dieses Denkobjekt eindeutig kennzeichnen. Alle
moglichen Mitteilungen M sind in AO(M) abzahlbar angeordnet, alle moglichen
Lesevorgange L(P) in AO[L(P)]. Aus den abzahlbaren Anordnungen AO(M) und
AOIL(P)] erhalt man daher die gewunschte abzahlbare Anordnung AO[DO(P,M)] aller
moglichen Denkobjekte. Wir bezeichnen diese Denkobjekte als durch eine
Mitteilung M darstellbar.

Wir halten fest, dass der Sinn einer Mitteilung M sich nur durch eine individuelle
Meinungsaulierung einer Person P manifestieren kann. Es gibt kein Kriterium fur die
Richtigkeit oder die Unrichtigkeit einer solchen Meinung, auBer sie enthalt einen
Widerspruch in sich. Dieser wiirde die Unrichtigkeit der Meinung beweisen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass das Einflie3en eines "at once infinite" zu einem
solchen Widerspruch fuhrt. Wir haben oben gezeigt, dass die Menge aller moglichen
Denkobjekte abzahlbar ist. Welche Eigenschaften mussten Elemente E haben, die
nicht in der Anordnung AO[DO(P,M)] enthalten sind? Sie sind offenbar keine
moglichen Denkobjekte im Sinne unserer obigen Definition. Das heil3t, es kann keine
Person P geben, die irgendwann irgendwo an ein solches Element E denkt.

Wir zeigen nun, jede Behauptung eines Kritikers PK, der von Elementen E spricht,
die nicht in der Anordnung AO[DO(P,M)] enthalten sind, fuhrt zu einem Widerspruch.
Dies zeigen wir folgendermalden: Es sei EK ein Element E, von dem PK behauptet,
es sei nicht in AO[DO(P,M)] enthalten. PK behauptet also EK ¢ AO[DO(P,M)] und
zwar fir alle moéglichen Mitteilungen M.

Zweifellos ist EK im Zeitpunkt dieser Behauptung ein Denkobjekt DOK von PK.
Dieser Kritiker muss seine Behauptung an irgend einer Stelle des Raum-Zeit-
Universums aufstellen. Es gibt daher ein kritisches Raum-Zeit-Element RZEK,
welches das Element EK eindeutig kennzeichnet. Der Kritiker muss feststellen, dass
die Mitteilung M: "Das Element , an das ich im Raum-Zeit-Element RZEK gedacht
habe", EK eindeutig kennzeichnet. Daraus folgt aber: EK € AO[DO(P,M)].

Aus EK ¢ AO[DO(P,M)] fur alle M und EK € AO[DO(P,M)] folgt der oben
erwahnte Widerspruch.

Schlussbemerkung: Treten zwischen zwei Systemen Widerspriiche auf, missen
sie auf unterschiedlichen Axiomen beruhen. Im vorliegenden Fall ist es offenbar
meine Forderung, dass alles worliber man sprechen kann (in meiner Terminologie
also alle Denkobjekte) in Form einer Mitteilung M, also schriftlich, dargestellt werden
kann. Mathematiker fordern selbstverstandlich schriftliche Beweise (z.B. Vier-Farben-
Satz, GrolRer Fermat etc.). Diese Schriftlichkeit fehlt aber oft in Axiomensystemen
(z.B. Mengenlehre). Dadurch kommt es zu widerspruchlichen Konstruktionen wie:
"Ich betrachte zunachst die Menge M, bestehend aus allen Elementen E Uber die
gesprochen werden kann. Anschliel3end spreche ich tber die Menge M, bestehend
aus allen Elementen E; Uber die nicht gesprochen werden kann".



L’homme ordinateur

Vor uber 260 Jahren schrieb De la Mettrie sein wohl bekanntestes Werk ,L’homme
machine®. Es enthielt weltanschauliche Standpunkte, die man sowohl dul3erst extrem
als auch aulerst konsequent nennen konnte. Jedenfalls gaben sie den Anstol} zu
weitreichenden Diskussionen und Uberlegungen. Das Buch basiert auf Ahnlichkei-
ten, die sein Autor zwischen dem Menschen als Lebewesen und einer mehr oder
weniger mechanischen Maschine sah. Analog dazu beruht die hier vorgelegte Studie
auf Ahnlichkeiten, die ihr Autor zwischen dem Menschen als denkendem Wesen und
einem Computer herausstellen will.

Zunachst der Computer: Wir gehen von Computern aus, die darauf programmiert
wurden, Lochkartenfolgen zu lesen und nach jedem Lesevorgang entweder keine
oder wieder eine Lochkartenfolge auszugeben. Uns interessiert dabei weder Umfang
noch Inhalt der eingegebenen bzw. der ausgegebenen Lochkartenfolgen.

Wir bezeichnen sowohl die Eingabe als auch die Ausgabe von Lochkartenfolgen als
»Information“ und zwar unabhangig davon ob diese beiden tatsachlich flr einen au-
Renstehenden Betrachter einen ,Sinn“ ergeben. Der Begriff ,Sinn“ einer Information
spielt in diesen Betrachtungen keine Rolle. Es kommt lediglich darauf an, ob ein
Computer eine und wenn ja welche Lochkartenfolge er bei Eingabe einer bestimmten
Lochkartenfolge ausgibt.

Die Anzahl der Lochkarten einer Folge bezeichnen wir als ,Umfang der Information®
und den Vorgang der Eingabe von Lochkartenfolgen zusammen mit der daraus re-
sultierenden Ausgabe von Lochkartenfolgen als ,Informationsaustausch®.

Um Ordnung in die Menge aller méglichen Informationsaustausche zu bringen zerle-
gen wir unsere Raum-Zeit-Welt in Elementarwirfel der Kantenldange ¢ und der Dau-
er ¢ . Durch geeignete Wahl eines Koordinatensystems in der Raum-Zeit-Welt ord-
nen wir nun alle Elementarwurfel abzahlbar an.

Jeder an einem Informationsaustausch teilnehmende Computer muss einen gewis-
sen Teil des Raumes unserer Welt einnehmen und jeder Ein- bzw. Ausgabevorgang
muss eine gewisse Mindestzeit dauern. Wahlen wir die Kantenlange ¢ der Elemen-
tarwurfel und deren Dauer 6 genugend klein, dann kénnen wir fir jeden mdglichen
Informationsaustausch erreichen, dass jedenfalls mindestens ein Elementarwurfel
zur Ganze innerhalb des vom Informationsaustausch benétigten Teiles der Raum-
Zeit-Welt liegt. Dieser Elementarwirfel kennzeichnet den Informationsaustausch ein-
deutig. Mit Hilfe der abzahlbaren Anordnung aller Elementarwtirfel erhalten wir somit
eine abzahlbare Anordnung aller méglichen Informationsaustausche.

Wir wollen jetzt den auf eine Eingabe und eine Ausgabe beschrankten Informations-
austausch auf eine Diskussion erweitern. Als Diskussion zwischen zwei Computern
C1 und C; bezeichnen wir einen Vorgang, bei welchem die jeweilige Ausgabe des
einen Computers als Eingabe in den anderen Computers verwendet wird und umge-
kehrt. Dabei wollen wir auch die Mdglichkeit einschliel3en, dass die Programmierung
der Computer geandert werden kann. Die ausgegebene Lochkartenfolge eines Com-
puters ist daher nicht mehr nur von der eingegebenen Lochkartenfolge abhangig
sondern auch noch vom Zeitpunkt t in welchem die Ein- und die Ausgabe stattfinden.
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Die Diskussion beginnt also mit der Ausgabe einer Lochkartenfolge F4 durch den
Computer C4 in einem Zeitpunkt t1 und der Eingabe von F4in den Computer C,. Die-
ser gibt daraufhin in einem Zeitpunkt t, eine Lochkartenfolge F2 = F2(C,, F1) aus. F»
wiederum wird von Computer C4 als Eingabe verwendet und fuhrt in einem Zeitpunkt
t3 zur Ausgabe einer Lochkartenfolge F3; = F3(C+4, F2) und so fort. Es handelt sich
nach wie vor um jeweils beliebig lange und beliebig gestaltete Lochkartenfolgen, de-
ren Inhalte lediglich durch F4 und durch die Programmierungen von C4 und C; in den
jeweiligen Zeitpunkten t4, tp, t3 ... bestimmt werden.

Mit Ausnahme der Voraussetzung, dass jeder Computer in jedem Zeitpunkt auf eine
eingegebene Lochkartenfolge entweder keine oder eine weitere Lochkartenfolge
ausgibt wurden die Eigenschaften der Computer in keiner Weise eingeschrankt. Man
kann daher als Computer in unserem Modell durchaus auch jeweils einen mit einem
Lochkartenleser und einem Lochkartenschreiber versehenen Menschen einsetzen.

Wir wollen unser Modell jetzt auf eine Diskussion zwischen zwei Personen anwen-
den. Dabei spielt es keine Rolle ob diese Diskussion mundlich, schriftlich oder in
welcher Form immer abgehalten wird. Wichtig ist, dass die Sprache der Diskussion in
eine endliche Anzahl von Lochkarten ,Ubersetzt* werden kann. Nun wollen wir auch
vom ,Sinn“ eingegebener und ausgegebener Lochkarten sprechen. Eine endliche
Lochkartenfolge F hat flr eine Person P im Zeitpunkt t genau dann die Bedeutung
oder den Sinn S = S(F,P,t) wenn P in t bereit ist zu sagen: ,F bedeutet fir mich S*.
Wir bemerken, dass Bedeutung oder Sinn einer Lochkartenfolge F damit nur relativ
zu einer Person P und einem Zeitpunkt t erklart ist.

Soll es zwischen zwei Personen P4 und P zu einer sinnvollen Diskussion kommen,
mussen sich beide einer gemeinsamen Sprache bedienen. Flr unser Lochkartenmo-
dell bedeutet das, es sollte wahrend der Diskussion stets S(F,P4,t) = S(F,Pa,t) fir alle
verwendeten Folgen F gelten. Als Beispiel wahlen wir etwa den ,Sinn“ des Buchsta-
bens ,i“ und greifen zwei der méglichen Bedeutungen heraus, namlich:

o i=4-1,

e iist eine Zinsintensitat aus der Finanzmathematik.
Man kann davon ausgehen, dass sich die Bedeutung von i im Allgemeinen aus dem
Rahmen ergibt, in dem die Diskussion ablauft.

Ein Kriterium daflr, ob dies tatsachlich der Fall ist, wird aber nur schwer anzugeben
sein. Es sind ja nicht nur Irrtimer, Missverstandnisse und mangelnde Kenntnisse der
jeweiligen Sprache oder Materie zu berlcksichtigen. In unserem Modell durfen wir
auch bewusste Unwahrheiten nicht ausschliel3en. Da die Diskussion aber nur zwi-
schen P41 und P; ablauft ist der allfallige ,Sinn“ einer Lochkartenfolge fir den Autor
und fur den Leser dieser Studie ohne Bedeutung.

Wir wollen nun als Thema einer solchen Diskussion Beweise der Existenz Uberab-
zahlbarer Mengen wahlen und Widerspruche in klassischen Beweisen der Uberab-
zahlbarkeit von Mengen aufzeigen.

Ein klassischer Beweis der Uberabzahlbarkeit einer Menge M wird in der Form ge-
fuhrt, dass zu jeder abzahlbaren Menge M, die angeblich alle Elemente von M ent-
halt, ein ,kritisches" Element Ex € M mit Ex ¢ M angegeben wird. Ein Widerspruch in
einer solchen Beweisfliihrung kann folgendermalien gezeigt werden:
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Die Angabe eines derartigen kritischen Elementes Ej ist eine mathematische Aussa-
ge, die in die Form einer Lochkartenfolge F gebracht werden kann. Von Py, dem Kri-
tiker der Vollstandigkeit von M, wird nun verlangt, er solle zu jeder moglichen Loch-
kartenfolge F jeweils angeben, ob diese ein Element E € M eindeutig und wider-
spruchsfrei beschreibt oder nicht. Da die Menge der moglichen Lochkartenfolgen ab-
zahlbar ist, erzeugt Py durch seine Auswahl von Elementen E € M eine abzahlbare
Menge von Elementen. Diese Menge nennen wir M. Da sie auf Grund der Auswabhl
von Py gebildet wurde gilt M = M(Px).

Wir behaupten nun, M sei eine abzahlbare Menge, die alle Elemente E € M enthailt.
Will nun Py die Uberabzahlbarkeit von M durch die Angabe eines angeblich nicht in M
enthaltenen kritischen Elementes Ex € M beweisen, so musste fur dieses Ex sowohl

Ex € M(Py) [nach Definition von M durch Py selbst] als auch Ex ¢ M(Px) [wegen der

von Py behaupteten Unvollstandigkeit von M] gelten. Jede das Element Ei eindeutig
beschreibende Lochkartenfolge Fy enthalt daher einen Widerspruch. Es ist P also
nicht gelungen, ein kritisches Element E aus M, das nicht in M enthalten ist, wie ge-
fordert eindeutig und widerspruchsfrei zu beschreiben. Sein Beweis der Uberabzahl-
barkeit von M ist daher misslungen.
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Der Schubladenkasten

Hat ein Schubladenkasten n Laden und legt man m > n Objekte hinein, dann
muss in mindestens einer Lade mehr als ein Objekt enthalten sein. Diese Uberle-
gung findet sich in mathematischen Darstellungen. Anders, wenn es sich um einen
unendlich groBen Schubladenkasten handelt. Dann kénnen immer wieder neue Ob-
Jekte allein in eine Lade gelegt werden.

Das Modell eines unendlich grolen Schubladenkastens lasst sich aber auch
fur weit grundlegendere Uberlegungen heranziehen. Dies wird in der nachfolgenden
Studie ,,Erkenne dich selbst“ getan .

Archimedes sagte: ,Gebt mir einen Platz, wo ich stehen kann, so will ich die
Erde bewegen®. Philosophische Systeme gehen gerne von solchen als a priori sicher
angesehenen Sétzen aus. ,Ich denke, also bin ich” ist ebenso wie Kants Kategorien
solch ein sicherer Ausgangspunkt. Die Sicherheit wird allerdings etwas relativiert,
wenn man berticksichtigt, dass alle derartigen Kernsétze viel mehr voraussetzen, als
gemeiniglich angenommen. Wird der Begriff ,Sein“ aus dem ersten Kernsatz wirklich
immer fir alle in gleicher Weise interpretiert? Werden Raum und Zeit wirklich immer
fir alle in gleichem Sinn verstanden? Wie steht es mit Begriffen aus religisen Berei-
chen, etwa in Sétzen wie ,Gott ist die Liebe“? Verstehen wirklich immer alle darunter
das selbe? Anders gefragt: Werden (iberhaupt Sétze aus Philosophie, Naturwissen-
schaft oder was auch sonst wirklich immer von allen in gleicher Weise interpretiert?

Betrachtet man wissenschaftliche Sétze, Diskussionen, Beweisfiihrungen etc.
dann haben sie alle folgendes gemeinsam. Jeder, der etwas derartiges formuliert,
geht davon aus, dass jeder andere, der diese Formulierung hért oder liest, sie ,,im
selben Sinn versteht* wie der Autor der Formulierung. Ist dies nicht der Fall, etwa
weil der eine die Sprache des anderen nicht versteht oder weil er die in der Formulie-
rung verwendeten Begriffe nicht kennt, dann erscheint zwischen diesen beiden eine
Diskussion oder eine Beweisflihrung erst dann méglich, wenn dieses mangelnde
Verstandnis nachtréaglich hergestellt wird. Durch erlernen einer gemeinsamen Spra-
che, durch nédhere Erklarung verwendeter Begriffe u.s.w.

In der Mathematik etwa verlangt man von Sétzen, dass sie bewiesen werden
kénnen. Solche Beweise werden in schriftlicher Form verlangt, also in Form von ,Mit-
teilungen® wie sie in 1. der nachfolgenden Studie dargelegt sind. Von diesen in Be-
weisen verwendeten Mitteilungen wird verlangt, dass sie ,,allgemein versténdlich”
sind, dass also alle gentigend ausgebildeten Menschen diese Mitteilungen ,im sel-
ben Sinn verstehen®,

Sokrates ging bei seinen Argumentationen davon aus, dass es stets méglich
ist, dieses gemeinsame Verstdndnis herzustellen, indem er seinem Gespréchspart-
ner die Fragen nur auf einem diesem vorerst zumutbar erscheinenden Niveau stellte,
deren Beantwortung aber nach und nach das zunéchst fehlende Wissen erzeugte.
So erfolgversprechend diese Methode bei entsprechend passend gewéhlten Fragen
auch sein kann — und die (iberlieferten Beispiele geben genligend Zeugnis davon —
So setzt sie doch zweifellos ein gewisses Mindestmal3 an Verstdndnismoglichkeit
(ebenso auch an Verstédndnisbereitschaft!) voraus. Offensichtlich erfordert der Ge-
dankenaustausch aber auch eine ,gemeinsame Sprache”.

Versucht man z.B. méglichst allgemeingliltige Aussagen (liber Beweisfiihrun-
gen zu machen, muss man diese grundsétzliche Bedeutung der Sprache beriicksich-
tigen. Aber was ist eigentlich eine ,Beweisfiihrung ermdéglichende Sprache“?

Um nicht als Arbiter Mundi aufzutreten wollen wir nicht nur einen méglichst
umfangreichen Sprachbegriff zulassen sondern auch unbegrenzte Argumentationen.

' Es erscheint zweckmaRig, erst einmal diese Studie zu lesen, dann die vorliegenden Uberlegungen
und schlief3lich deren Inhalt mit der Studie abzugleichen.
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Lassen wir doch allen Individuen ihre Individualitét. Schrénken wir sie nicht durch die
Forderungen von ,Logik® ein. Lassen wir jeden Widerspruch zu. Nur: Wer sich zu
einem Argumentationsgebéude, wie es etwa die Mathematik darstellt, bekennt,
von dem verlangen wir, dass seine Beweisfiihrungen keinen Widerspruch be-
inhalten.

Auf den ersten Blick erscheinen so die damit zugelassenen Argumentationen
und Beweisflihrungen véllig unstrukturiert und fiir eine sachliche Diskussion un-
brauchbar. Es zeigt sich aber, dass mit solch einer kritiklosen Ausweitung der zulés-
sigen Argumentationen keineswegs auf eine Strukturierung verzichtet wird. Die
Struktur liegt allerdings nicht mehr nur in der Struktur der verwendeten Sprache son-
dern auch ganz wesentlich in der Struktur der argumentierenden Personen, was Zeit
und Ort der Argumentation betrifft. Einer Aussage fiir sich allein kbnnen wir keinen
»3inn“ zuordnen. Keine Aussage darf fiir sich allein als richtig, falsch oder was immer
angesehen werden.

Fiir uns sind schriftliche Aussagen fiir sich allein betrachtet demnach
nichts anderes als graphische Darstellungen ohne Sinninhalt’. Erst durch die
Kombination einer solchen Aussage mit einer Person in einem bestimmten
Zeitpunkt3 sprechen wir vom ,,Sinn* dieser Aussage und zwar vom Sinn, den
diese Aussage fiir die betreffende Person in dem betreffenden Zeitpunkt hat.
Fiir uns gibt es keine absolute Wahrheit. ,Jede Wahrheit ist fiir uns relativ".
Relativ zur Person und zum Zeitpunkt, in dem diese Person die Aussage liest.

Eine einfache Uberlegung zeigt, dass es fiir andere Personen kein Kriterium
gibt festzustellen, welchen Sinn die Aussage fiir die erste Person tatséchlich hatte.
Wir unterscheiden also streng zwischen Aussagen fiir sich allein — die Mitteilungen
gem. 1. der Studie — und der Kombination solcher Aussagen mit einer Person, die
eine solche Mitteilung liest. Erst durch eine solche Kombination wird einer Mitteilung
ein ,Sinn“ zugeordnet. In der Studie tragen wir dem mit der Einflihrung von ,,Denkob-
Jekten“ gem. 5. Rechnung

Wie man sehen wird kommt es in der Studie im wesentlichen nur auf jene
Aussagen an, durch die eine Person einen Widerspruch zu einer eigenen Aussage
erzeugt. Solche Aussagen, durch welche sich Personen gegenliber ihren eigenen
Aussagen in Widerspruch setzen®, lassen wir nicht als Argumente zu. Dabei ist es fiir
uns nicht notwendig, einen eigenen Standpunkt hinsichtlich der Wahrheit dieser Aus-
sagen einzunehmen.

Setzt man voraus, dass die Wahrheit mathematischer Sétze unabhéngig vom
Menschen ist, lassen sich die Widerspriiche in den diversen Beweisen der Uberab-
z&hlbarkeit nach 9. und die absolute Wahrheit als e-mail nach 10. einfacher herstel-
len.

Die von Cantor in seiner Mengenlehre eingefiihrten Kardinalzahlen X , sollten
stufenweise zu immer héheren Méachtigkeiten flihren. Das erinnert an den Turmbau
zu Babel. Lasset uns einen Turm bauen bis in den Himmel. Das Unternehmen schei-
tert aber am Schubladenargument. Alle Mitteilungen lassen sich gem. 1.6. abzéhlbar
anordnen. Alle (méglichen) Leser solcher Mitteilungen lassen sich gem. 3.5. abzéahl-
bar anordnen. Damit lassen sich auch alle méglichen Denkobjekte gem. 5.4. abzéhl-
bar anordnen. Uberabzéhlbare Mengen, also solche mit einer Méchtigkeit gréBer als
N o, kbnnen daher nicht widerspruchsfrei gebildet werden.

2 Vgl. 1. Anordnung aller Mitteilungen M
3 Vgl. 3. Anordnung aller méglichen Lesevorgange LV, 3.5
4 Vgl. 8. Kritische Fragen an den Kritiker



R N N

ey

ERKENNE DICH SELBST

I'NQOI XEAYTON

Zusammenfassung

Anordnung aller Mitteilungen M

Anordnung aller Raumzeitelemente RZE
Anordnung aller moglichen Lesevorgange LV
Der Schubladenkasten U

Das Denkobjekt DO

Der Kritiker PK

Ein Widerspruch in der Argumentation von PK
Kritische Fragen an den Kritiker

Die absolute Wahrheit

Die absolute Wahrheit als e-mail
Schlussbemerkungen

Bezeichnungen

Rekapitulation



-4 -
Zusammenfassung:

Alles woruber gesprochen werden kann wird in einer Menge M_,_abzéhlbar angeord-
net. Auf Grund dieser Anordnung lassen sich alle Beweise der Uberabzahlbarkeit
von Mengen widerlegen.

Unser Ziel ist es, Aussagen zu untersuchen. Aussagen mussen in Raum und Zeit
gemacht werden. Ein solcher Vorgang erfordert ein Minimum an Raum (fur die aus-
sagende Person P) und an Zeit (fur die Dauer der Aussage). Wir beziehen uns im
Folgenden auf Aussagen, die von beliebigen Personen in irgendeiner Sprache in
endlicher (aber unbegrenzter) Zeit gemacht werden kénnen. Als Minimum an Raum
fur die aussagende Person wahlen wir einen Elementarwirfel EW der Seitenlange
/100 mm und als Minimum an Zeit fiir die Aussage /100 sec.’. Als Raumzeitelemente
RZE fiihren wir Elementarwiirfel von der Dauer '/100 sek. ein.

Aussagen sind ohne Beschrankung der Allgemeinheit in Form schriftlicher Mitteilun-
gen M zu machen®. Als Beispiel kdnnen etwa mathematische Satze herangezogen
werden wie: ,Die reellen Zahlen sind nicht abzahlbar®.

Die Schlussfolgerung verlauft wie folgt:
- Alle Mitteilungen lassen sich abzahlbar anordnen.
- Alle Raumzeitelemente lassen sich abzahlbar anordnen.
Aus der Kombination dieser beiden Anordnungen erhalt man die gewlnschte ab-

zahlbare Anordnung M von allem, worliber gesprochen werden kann.

Betrachten wir etwa die reellen Zahlen. Sie gehdren zweifelsfrei zu den Objekten,
Uber die gesprochen werden kann. Sie bilden damit eine Untermenge von M und
kénnen daher abzahlbar angeordnet werden. Wir werden ein Beispiel einer solchen
Anordnung geben. Gleiches qilt fur alle Elemente angeblich Uberabzahlbarer Men-
gen. Auch solche sind Untermengen von M. Wir werden zeigen, dass alle Beweise
der Uberabzahlbarkeit von Mengen einen Widerspruch beinhalten.

In unseren Uberlegungen spielt der ,,Sinn einer Aussage*“, also der ,,Sinn einer
Mitteilung®, zunachst keine Rolle. Betrachtet werden lediglich mégliche Aussagen

moglicher Personen. Ob und wie die aussagende Person, ob und wie der Autor die-

ser Arbeit oder ob und wie der Leser dieser Arbeit eine Aussage ,versteht” ist flur die
Schlussfolgerungen irrelevant. Wie untersuchen vorerst lediglich, wie sich eine belie-
bige Person zu einer beliebigen Aussage auf’ern kann.

Um den vorhin erwahnten Widerspruch in einem Beweis der Uberabzahlbarkeit zu
erhalten ist es notwendig, die Person PK, des Kritikers der Abzahlbarkeit, einzube-
ziehen. Von ihm wird gefordert, dass er in irgendeinem Zeitpunkt die Richtigkeit ei-
nes Beweises der Uberabzahlbarkeit einer Menge bestatigt. Auf Grund einer solchen
Bestatigung wird ihm dann ein Widerspruch nachgewiesen.

® Alle hier angestellten Uberlegungen hinsichtlich der Abzahlbarkeit bleiben auch anwendbar, wenn
statt der vierdimensionalen Raum-Zeit ein beliebigdimensionaler Raum zugrunde gelegt wird, wie er
etwa in den Stringtheorien auftritt

® Alle hier angestellten Uberlegungen einschlieRlich der Beschreibung der ,Welt“ in den Schlussbe-
merkungen auf S. 10 bleiben auch anwendbar, wenn statt schriftlicher Mitteilungen M beliebige Infor-
mationsmedien, wie z.B. Botenstoffe, zugrunde gelegt werden.
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1. Anordnung aller Mitteilungen M:

1.1.  Eine quadratische Mitteilung der GréRe n setze sich aus n? Elementarquadra-

ten der Seitenlange /100 mm zusammen

Jedes Elementarquadrat ist entweder weil} oder schwarz.

Einem weilden Elementarquadrat ordnen wir die Ziffer 1, einem schwarzen die

Ziffer 2 zu.

1.4.  Eine Mitteilung M mit der Seitenlange "/100 mm, bestehend aus n? Elementar-
quadraten, wird dann durch die Dezimalzahl a(M) = 0,a11a12...@1n@21...Qi...@nn
eindeutig dargestellt. Die folgende Mitteilung mit n=3, deren Seitenlange der
besseren Anschaulichkeit wegen erheblich gréRer als */100 mm gewéhlt wurde,
wird etwa durch a(M) = 0,212211112 dargestellt:

— —

1.5. Wird n gentgend grol} gewahlt, lassen sich alle schriftlichen Mitteilungen
durch (mindestens) eine Dezimalzahl a(M) eindeutig darstellen. Ein Beispiel
einer aus Elementarquadraten zusammengesetzten Mitteilung ist etwa das
Bild auf einem Fernsehbildschirm mit entsprechender Auflosung.

1.6. Alle schriftlichen Mitteilungen lassen sich nach der Grél3e von a(M) abzahlbar
anordnen. Die Mitteilung M, stehe dabei an der n1*" Stelle der Anordnung’.

1.7. Die gewdhlte Seitenlédnge der Elementarquadrate von '/100 mm stellt offenbar
ebenso wie die Beschrankung auf quadratische Mitteilungen keine Beschran-
kung der Allgemeinheit dar.

2. Anordnung aller Raumzeitelemente RZE:

2.1.  Ein Elementarwiirfel EW habe die Seitenlange '/100 mm.

2.2. Durch geeignete Wahl eines Koordinatensystems konnen solche Elementar-
wirfel, die das ganze Universum Uberdecken, abzahlbar angeordnet werden.
Es sei EWn, der Elementarwiirfel, an der n2"" Stelle dieser Anordnung.

2.3. Ein Zeitelement t habe die Dauer von "/140 sec.

2.4. Durch geeignete Wahl einer Zeitkoordinate konnen alle solchen Zeitelemente
abzahlbar angeordnet werden. Es sei t,3 das Zeitelement an der n3*" Stelle
dieser Anordnung.

2.5. Ein Raumzeitelement RZE besteht in einer Kombination eines Elementarwar-
fels EWn2 an der Stelle n2 in der Anordnung der Elementarwuirfel EW mit ei-
nem Zeitelement t,3 an der Stelle n3 in der Anordnung der Zeitelemente t.

2.6. Auf Grund der abzahlbaren Anordnung der Elementarwirfel EW gem. 2.2. und
der abzahlbaren Anordnung der Zeitelemente t gem. 2.4. kdnnen auch alle
Raumzeitelemente RZE abzahlbar angeordnet werden. Es sei RZE4 das
Raumzeitelement an der n4*" Stelle dieser Anordnung mit n4 = n4(n2,n3).

" Die hier verwendeten Indizes n1, ... n9 zur Bezeichnung von Stellen in abzahlbaren Anordnungen
werden einfach in der Reihenfolge nummeriert, in der sie in dieser Arbeit eingefiihrt werden.



3.1.

3.2.

3.3.
3.4.

3.5.

41.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

-6-
3. Anordnung aller moglichen Lesevorgange LV:

Jeder mogliche Lesevorgang LV von denkbaren Personen P in irgend einem
Zeitpunkt T kann durch mindestens einen Elementarwurfel EWr; eindeutig be-
schrieben werden®.

Jeder mogliche Lesezeitraum AT habe die Lange A = A(AT). Es sei A stets ein
ganzzahliges Vielfaches von "/1g sec., also des Zeitelementes t.

Es sei t = t(AT) das Zeitelement am Ende des Lesezeitraumes AT.

Wir bilden nun Lesezeitelemente LZE = LZE[t(AT),A(AT)], bestehend aus al-
len moglichen Kombinationen von gem. 2.4. abzahlbar angeordneten Zeitele-
menten t mit beliebigen Lesezeitraumen AT gem. 3.2.. Alle moglichen Lese-
zeitelemente LZE werden nun nach der Lage von t = t(AT) auf der Zeitkoordi-
nate in Gruppen und innerhalb dieser Gruppen nach der Lange von A = A(AT)
abzahlbar angeordnet. In dieser Anordnung stehe das Lesezeitelement LZE
an der Stelle n5.

Alle mdglichen Lesevorgange LV lassen sich nun durch eine Kombination aller
denkbaren lesenden Personen P (abzahlbar gem. 3.1. und 2.2.) mit allen
moglichen Lesezeitelementen (abzahlbar gem. 3.4.) abzahlbar anordnen. Es
sei ATns der mogliche Lesevorgang an der n6"" Stelle dieser Anordnung mit
n6 = n6(n2,n5).

4. Der Schubladenkasten M:

Die gesuchte Menge M wird als Schubladenkasten dargestellt, der aus einer
Kombination aller mdglichen Lesevorgange LV mit allen moglichen Mitteilun-
gen M gebildet wird.

FUr jede Kombination eines mdglichen Lesevorganges LV (abzahlbar gem.
3.5.) mit einer mdglichen Mitteilung M (abzahlbar gem. 1.6.) ist genau eine
Schublade reserviert. Die Kombination (LV,M) |asst sich daher ebenfalls ab-
zahlbar anordnen.

In dieser Anordnung stehe die Kombination (LV,M) an der n7*" Stelle mit

n7 = n7(n1,n6).

Fur jeden moglichen Lesevorgang LV ist ein Abschnitt des Schubladenkas-
tens reserviert und in jeder Schublade dieses Abschnitts liegt genau ein Mittei-
lung M.

Nur wenn ein potentieller Leser P eine Schublade tatsachlich 6ffnet, kann er
die darin enthaltene Mitteilung lesen. Es bleibt aber offen, ob er die Mitteilung
tatsachlich liest, ob er sie versteht, ob er bereit ist, sich zu dieser Mitteilung zu
aulern, ob er ein Urteil Gber die Mitteilung abgibt etwa der Art:: ,Die Mitteilung
ist richtig“ oder ,Die Mitteilung ist falsch®. Uns interessieren hier zunachst le-
diglich jene Urteile, die er tber solche Mitteilungen abgibt, die in Beweisfiih-
rungen, insbesondere in mathematischen Beweisen, eine Rolle spielen. Dabei
wollen wir nur die moglichen Urteile des potentiellen Lesers P hinsichtlich ihrer
Widerspruchsfreiheit diskutieren ohne uns selbst ein Urteil Gber die in Rede
stehenden Mitteilungen zu bilden.

Die abzahlbare Menge M ist insoweit vollstandig, als wir zeigen werden, dass

jede Behauptung, es gebe etwas (z.B. reelle Zahlen), fir die in M kein Platz
sei, zu einem Widerspruch fuhrt.

8 Jede in irgendeinem Zeitpunkt lesende Person muss so viel Raum einnehmen, dass mindestens ein
Elementarwirfel in ihr enthalten ist, der sie eindeutig kennzeichnet.
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5. Das Denkobjekt DO = DO(M,P,AT):

Im weiteren ziehen wir den ,,Sinn einer Mitteilung” in die Betrachtungen ein.
Allerdings wollen wir nicht nach Plato® vom Menschen unabhangige Wahrheiten
postulieren. Wir behandeln hier den Sinn einer Mitteilung immer nur in Bezug auf
einen potentiellen Leser. Wir lassen also zu, dass eine Mitteilung fur einen Leser
einen bestimmten Sinn, fur einen anderen Leser oder fur den selben Leser in ei-
nem anderen Zeitpunkt einen ganz anderen (oder gar keinen) Sinn hat.

Der Buchstabe i etwa kann als Mitteilung fur einen Leser eine Zinsrate, fur einen

anderen Leser oder flr den selben Leser zu einem anderen Zeitpunkt V-1 bedeu-
ten u.s.w. Die Bedeutung fur den Autor oder fur den Leser dieser Arbeit spielt da-
bei keine Rolle.

Wir stellen daher jetzt die Fragen: Welche Bedeutung hat eine Mitteilung M in einem
Lesezeitraum AT fur einen Leser P? Welches Denkobjekt DO beschreibt eine Mittei-
lung M in einem Lesezeitraum AT fur einen Leser P? Gibt es ein Denkobjekt DO,
von dem ein Leser P in AT behauptet, dass es durch die Mitteilung M eindeutig und
widerspruchsfrei beschrieben wird, dann bezeichnen wir es mit DO(M,P,AT). Es ist
das erste mal, dass in unsere Uberlegungen so etwas wie ,Sinn einer Mitteilung*
einflie®t. Es handelt sich aber nicht um den Sinn einer Mitteilung fur den Autor oder
fur den Leser dieser Arbeit sondern ausschlieR3lich um den Sinn der Mitteilung fur ei-
nen Leser P am Ende eines Lesezeitraums AT.

Da alle moglichen Mitteilungen M, alle moglichen Leser P und alle moglichen Lese-
zeitraume AT abzahlbar angeordnet werden kdénnen, gilt dies auch flur alle Denkobjek-
te DO(M,P,AT). Steht die Mitteilung M = M, in der Anordnung der Mitteilungen M
gem. 1.6. an n1*" Stelle und der Lesevorgang LV = LV(P,AT) in der Anordnung der
Lesevorgénge gem. 3.5. an n6™" Stelle dann sei DO.g das an n8"" Stelle der Anord-
nung der Denkobjekte DO(M,P,AT) stehende Denkobjekt mit n8 = n8(n1,n6).

Der ,Sinn einer Mitteilung® flr einen potentiellen Leser gem. 5.1. ist fir niemand An-
deren erkennbar. Erkennbar sind nur konkrete AuRerungen, die der potentielle Leser
Uber den Sinn einer Mitteilung macht, z.B. ,richtig“ oder ,falsch®. Aber auch ob diese
AuBerungen flr den potentiellen Leser selbst richtig oder falsch sind, ist fir jeden
Anderen nicht erkennbar.

6. Der Kritiker PK:

Wir betrachten jetzt eine Person PK, die in irgendeinem Zeitpunkt T die Un-
vollstandigkeit von M - wie in 4.6. angesprochen - behauptet und dies durch
die Angabe einer Uberabzahlbaren Menge M beweisen will, deren Elemente
ihrer Ansicht nach nicht alle in M enthalten seien

Aus den zahlreichen Beweisen der Uberabzahlbarkeit von Mengen wahlen wir
zunachst ein Diagonalverfahren von Cantor, mit welchem die Uberabzahlbar-
keit der reellen Zahlen r aus (0,1), dem Intervall 0 <r < 1, gezeigt werden soll.
Es sei R(0,1) eine abzahlbare Anordnung aller reellen Zahlen r, mitr, € (0,1)
wobein =1, 2, ... und r, = 0.rhy1M2...rn.... Cantor bildet nun eine weitere Dezi-

® Sokrates hat in seinen Dialogen seine Gesprachspartner zu Erkenntnissen gefiihrt, die jene durch
geeignete Fragestellungen selbst hatte gewinnen kdnnen. Es handelte sich also stets um die personli-
che ,subjektive Wahrheit“ des jeweiligen Dialogpartners, zu deren Erkenntnis Sokrates nur durch sei-
ne Fragen beigetragen hat. Nicht zufallig scheint Sokrates kein schriftliches Werk hinterlassen zu ha-
ben. Dieses hatte wohl vom Menschen unabhangige ,objektive Wahrheiten® enthalten mussen, deren
Problematik Sokrates davon abhielt.
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malzahl ¢ € (0,1) mit ¢ = 0.¢4Cz...Ck... und mit der Eigenschaft, dass ihre k'
Dezimalstelle cx von der k™" Dezimalstelle von ry, das ist ry, verschieden ge-
wahlt wurde. Es gilt also Vk: ¢k # r« und daher auch vn: r, # c.

Schreibt man die reellen Zahlen r, zeilenweise untereinander dann stehen die
kritischen Dezimalstellen ry, in denen sich r, von ¢ unterscheidet in der Dia-
gonale der Matrix (rnk). Die ,Diagonalzahl® c, offenbar eine reelle Zahl aus
(0,1), ist demnach nicht in der Menge R(0,1) enthalten. Damit will PK die Un-
vollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung R(0,1) beweisen.

7. Ein Widerspruch in der Argumentation von PK:

PK setzt voraus, dass jede reelle Zahl r, aus dem Diagonalverfahren in Form
einer unendlichen Dezimalzahl angegeben werden kann. Es lassen sich aber
nur endliche Dezimalzahlen tatsachlich anschreiben. Dezimalzahlen wie etwa
'/3 = 0.3333... oder allgemeine periodische Dezimalzahlen lassen sich nicht
vollstandig als Dezimalzahlen anschreiben. Man kann aber stets fur ein belie-
biges k ihre k' Dezimalstelle angeben. Damit kann man auch prinzipiell fiir je-
des k eine von ry verschiedene Dezimalstelle cx angeben, wie dies fur das Di-
agonalverfahren notwendig ist.

Bei transzendenten Zahlen, wie z.B. m, ist dies aber nicht mehr der Fall. Zwar
wird die Zahl der bekannten Dezimalstellen fur solche transzendenten Zahlen
mit zunehmender Rechenkapazitat der Computer immer groR3er, es bleiben
aber immer unendlich viele Dezimalstellen unbekannt.

Wir kdnnen solche transzendenten Zahlen zwar eindeutig definieren, aber
eben nur in endlicher Form. Ob als Grenzwert, ob in geometrischer Form, fur
jede transzendente Zahl t gibt es eine Definition in Form einer (endlichen) Mit-
teilung M = M(z), die t eindeutig beschreibt.

Unser Ziel ist es, einen Widerspruch in der Argumentation von PK aufzude-
cken. Das ,kritische Element® in seiner Argumentation ist offenbar seine Dia-
gonalzahl c. Um zu einem Widerspruch zu gelangen wollen wir zeigen, dass
bereits die Definition der Diagonalzahl einen Widerspruch enthalt und c
gar nicht widerspruchsfrei definiert werden kann.

Wir verlangen daher im Folgenden, dass PK jeweils selbst entscheiden muss,
ob eine bestimmte Mitteilung M eine reelle Zahl aus (0,1) eindeutig und wider-
spruchsfrei beschreibt. Wir Uberlassen also ihm die Auswahl und die Anord-
nung der Mitteilungen aus dem Schubladenkasten.

8. Kritische Fragen an den Kritiker PK:

Es sei Rpk(0,1) jene durch Entscheidung von PK gem. 7.5 gewonnene Anord-
nung reeller Zahlen aus (0,1). Um Rpk(0,1) zu bilden stellen wir zu jeder Mittei-
lung M aus dem Schubladenkasten an PK die Frage: ,Beschreibt M eine reelle
Zahl aus (0,1) eindeutig und widerspruchsfrei?“ Dabei gehen wir die Mitteilun-
gen der Reihe nach von a(M) = 0, a(m) = 1, usw. durch. Sobald PK von einer
Mitteilung sagt, sie beschreibe fir ihn eine reelle Zahl aus (0,1) eindeutig und
widerspruchsfrei, tragen wir diese Zahl als erste in die Anordnung Rpk(0,1)
ein. Sobald PK von einer weiteren Mitteilung sagt, dass sie eine reelle Zahl
aus (0,1) eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, tragen wir diese Zahl als
nachste in Rpk(0,1) ein usw. Wir erstellen Rpk(0,1) also ausschlieRlich auf
Grund der Angaben von PK selbst. Von dieser Anordnung behaupten wir PK
gegentber, sie sei vollstandig und enthalte alle reellen Zahlen aus (0,1).
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Unter den Mitteilungen M tritt auch jene ,kritische® Mitteilung M = MK auf, wel-
che die von PK selbst angegebenen Konstruktion der Diagonalzahl ¢ gem.
6.2. zusammen mit der Rpk(0,1) zugrundeliegenden Konstruktion gem. 8.1.
beschreibt. Da PK, um die Unvollstandigkeit von Rpk(0,1) zu zeigen, sagt, c
beschreibe eine reelle Zahl aus (0,1) eindeutig und widerspruchsfrei, tragen
wir auch ¢ in Rpk(0,1) ein. Dabei stehe ¢ dort in der k™" Zeile, d.h. es ist ¢ = r.
Nun konfrontieren wir PK mit seinen Entscheidungen. Auf Grund seiner Aus-
sage gem. 8.2. ist ¢ eine reelle Zahl aus (0,1) die als rx an der k™" Stelle in der
Anordnung Rpk(0,1) steht. Es gilt also ck = r im Gegensatz zu der von PK
selbst in 6.2. erhobenen Forderung ci # r. Es ist daher - nach Meinung des
Autors — dem Kritiker PK nicht gelungen, mit Hilfe der Diagonalzahl ¢ gem.
6.2. eine in Rpk(0,1) nicht enthaltene reelle Zahl aus (0,1) eindeutig und wi-
derspruchsfrei zu beschreiben.

Andere Beweise der Uberabzahlbarkeit von Mengen beruhen auf dem selben
Prinzip. So wird etwa die Uberabzahlbarkeit der Menge der einstelligen ganz-
zahligen Funktionen oder die der Potenzmenge der Menge der nattrlichen
Zahlen durch die Angabe jeweils eines ,kritischen® Elementes EK gezeigt. Bei
der vorhin betrachteten Menge der reellen Zahlen war das kritische Element
EK = c. Auch hier |asst sich ein Widerspruch durch Argumentation gem. 8.1.
und 8.2. herleiten.

9. Die absolute Wahrheit:

Die Frage, welches Denkobjekt DO durch eine Mitteilung M widerspruchsfrei
beschrieben wird, haben wir in 5 nur in Abhangigkeit vom Leser P der Mittei-
lung und vom Lesezeitraum AT behandelt und damit den Begriff ,Wahrheit* re-
lativiert. Wir wollen nun die Moglichkeit der Existenz absoluter Wahrheiten mit
einbeziehen. Wir nehmen also etwa an, die Wahrheit mathematischer Satze
sei absolut und vom Menschen unabhangig,

Dem kann leicht durch eine Erweiterung des Schubladenkastens M Rechnung
getragen werden. Nimmt man absolute Wahrheiten an, ist flr eine Mitteilung
M ein Lesevorgang durch einen Leser P in einem Lesezeitraum AT nicht not-
wendig, um den ,Sinn der Mitteilung M“ gem. 5.2. zu definieren. Der einzig
wahre Sinn von Mitteilungen ist dann ja von jedem Leser P unabhangig.

Wir postulieren also zusatzlich einen ,Arbiter Mundi“, jemand der stets im Be-
sitz der absoluten Wahrheit ist. Nennen wir diesen potentiellen Leser PW. Der
Schubladenkasten bestand bisher aus den Abschnitten fir alle méglichen Le-
sevorgange LV durch alle denkbaren lesenden Personen P gem. 3.5. Nun er-
weitern wir ihn um einen Abschnitt fir PW. Auch in diesem Abschnitt gibt es
fur jede Mitteilung M eine Schublade und PW entscheidet unabhangig von ei-
nem Lesezeitraum uber den ,Sinn von M*:

Welchen Sinn eine Mitteilung fir irgendeinen moglichen Leser hat, kdnnen wir
nur durch Befragen dieses Lesers erfahren. In den allermeisten Fallen er-
scheint uns eine solche ausdrickliche Befragung entbehrlich. Wir sind dann
Uberzeugt, dass die Wahrheit fir diese Person die selbe ist, wie flr uns. Dies
gilt insbesondere fur Fragen nach der Wahrheit mathematischer Satze. Dabei
glauben wir, die absolute Wahrheit zu kennen, also das Urteil von PW Uber
eine Mitteilung M.

Etwas komplexer wird die Frage nach absoluter Wahrheit aber in Bereichen
wie Weltanschauungen, Religionen, etc.. Die Wahrheit eines ,Dogmas®, der
Inhalt eines ,Naturrechts* werden vielfach nicht in gleicher Weise als erkenn-
bar gesehen wir etwa die Richtigkeit des Pythagoreischen Lehrsatzes.
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9.6. Ebenso wenig wird der Inhalt von Begriffen wie ,Gott” von allen moglichen
Personen P in gleicher Weise gesehen. Trotzdem erheben viele den An-
spruch, im Besitz der Wahrheit dartber zu sein, und daher das Recht zu ha-
ben, anderen diese Wahrheit aufzuzwingen.

10. Die absolute Wahrheit als e-mail:

10.1. Die Mitteilungen M in 1 waren rein grafische Schwarz-Weil3-Darstellungen oh-
ne ,Sinninhalt. Erstin 5 sind wir auf den Sinn einer Mitteilung eingegangen
indem wir Denkobjekte DO in Abhangigkeit vom Leser P postuliert haben. Um
absolute Wahrheit, also den wahren Sinn einer Mitteilung, zu kennzeichnen,
haben wir den Besitzer der absoluten Wahrheit, den Arbiter Mundi, als Person
PW eingefuhrt. Unsere Schlussfolgerungen lassen sich stark vereinfacht dar-
stellen, wenn wir davon ausgehen, dass alle Diskussionen Uber die Gultigkeit
von Satzen auch durch den Austausch von e-mails gefuhrt werden konnen.

10.2. Alle e-mails bestehen aus hochstens N verschiedenen Zeichen Z4, Z, ... Z\,
wobei N durch die Tastatur des jeweiligen Keyboards bestimmt ist'°.

10.3. Ein e-mail der Lange L besteht aus einer Verteilung der N Zeichen auf L Stellen. Es
gibt daher N" verschiedene e-mails der Lange L. Es sei n9 die Stelle des n9"*" e-
mails in dieser Anordnung. Alle mdglichen e-mails lassen sich nun nach ihrer Lange
L in Gruppen und innerhalb dieser Gruppen nach ihrer Stelle n9 abzahlbar anord-
nen.

10.4. Eine Abzahlbare Anordnung alles dessen, wortiber gesprochen werden kann,

wird nun analog zu 4 gewonnen, indem man den Schubladenkasten M, be-

stehend aus allen Kombinationen (LV,M) durch einen Schubladenkasten Me,
bestehend aus allen e-mails gem. (10.2.) und (10.3.) ersetzt. Ein Widerspruch
in der Argumentation von PK kann nun analog zu 8 hergeleitet werden'".

11. Schlussbemerkungen:

11.1. Ein Widerspruch im Begriff ,Uberabzahlbare Mengen* hat weitgehende Aus-
wirkungen. So 16st sich etwa das erste Hilbert-Problem von selbst, wenn das
»Kontinuum® nicht Gberabzahlbar ist.

11.2. Dem Begriff der Uberabzahlbaren Mengen liegt ein Gedankenfehler zu Grun-
de, der etwa folgendermaf3en beschrieben werden kann: ,Ich bilde die Menge
alles dessen, worlber man sprechen kann. Dann bilde ich die Menge alles
dessen, was aulderhalb dieser Menge liegt‘. Diese Begriffsbildung gleicht dem
Versuch Minchhausens, sich selbst an seinem Zopf aus dem Sumpf zu zie-
hen. Jeder Versuch, Uber etwas aulRerhalb von M zu sprechen, muss auf
Grund der Definition von M zu einem Widerspruch fihren.

11.3 Wittgenstein verdanken wir die schone Formulierung: ,Die Welt ist alles, was
der Fall ist“. Dies als absolute Wahrheit zu akzeptieren fallt sicher leicht. Es
bleibt allerdings die Frage offen, ob ,alles was der Fall ist* fur alle Personen P
den selben Sinn hat. Davon ausgehend méchten wir formulieren:

Die Welt ist alles, worluiber gesprochen werden kann

1% Natirlich sind auch hochgestellte, tiefergestellte, kursiv geschriebene Zeichen, das Leerzeichen etc.
vorgesehen.

" Der Autor hat dies bereits in einer Arbeit: “Zur Problematik der absoluten Uberabzahlbarkeit;
Philosophia Naturalis, Band 13, Heft 4, 3tes Vierteljahr 1972, Verlag Anton Hain® dargestellt.
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Rekapitulation

Zur Kontrolle der in dieser Arbeit verwendeten Schlussfolgerungen wollen wir noch
einmal deren wesentliche Struktur darstellen:

- Ausgangspunkt ist die Tatsache, dass alle Aussagen, Argumentationen, Dis-
kussionsbeitrage etc. stets in die Form von Mitteilungen M gem. 1 gebracht
werden kdnnen, die fur sich allein betrachtet grafische Darstellungen ohne je-
den Sinninhalt sind.

- Erst wenn ein Leser P in einem Zeitraum AT eine Mitteilung M liest, kann sie
gem. 5 fur ihn einen Sinn erhalten.

- Da alle moglichen Mitteilungen M gem. 1 und alle moglichen Lesevorgange LV
gem. 3 abzahlbar angeordnet werden kdnnen gilt dies gem. 5 auch fur alle mog-
lichen Objekte unseres Denkens.

- Als solche Objekte kdnnen beispielsweise reelle Zahlen, einstellige Funktionen,
Elemente von Potenzmengen bzw. Elemente beliebiger Mengen gewahlt wer-
den. Die Abzahlbarkeit bleibt immer erhalten.

- Behauptet ein Kritiker PK gem. 6 die Existenz Uberabzahlbarer Mengen, kann
seine Behauptung gem. 7 und 8 stets widerlegt werden.

Entscheidend bei dieser letzten Schlussfolgerung ist, dass der Kritiker selbst gem. 8
durch seine Aussagen den Widerspruch notwendig herbeiftihrt. Meinungen anderer
Personen wie der Autor, der Leser dieser Arbeit usw. Uber den Wahrheitsgehalt dieser
Aussagen sind irrelevant. Der Grundsatz ,,Jede Wahrheit ist relativ® bleibt gewahrt.



ZAHLEN ZAHLEN

Kurzfassung: Es wird eine abzahlbare Anordnung ,aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1“ gegeben. Auf Grund dieser
Anordnung wird eine beliebige Diagonalzahl nach Cantor gebildet. Anschlief3end wird gezeigt, dass bereits die Definition
dieser Diagonalzahl einen Widerspruch enthalt. Der Versuch, die Unvollstandigkeit der Anordnung durch die Bildung einer
Diagonalzahl zu zeigen, misslingt.

Definitionen:

IT:=(2,3, .. Zi wee. ) ist die Folge aller der Grol3e nach angeordneten Primzahlen

ai, (i=1,2,... w), sind @ zugelassene Schriftzeichen, beispielsweise Buchstaben, Ziffern, Sym-
bole, das Spatium usw. in verschiedenen Schriftarten, wie Latein, Griechisch,
Gotisch, mager, fett usw., auf der Zeile, hoher- oder tiefergestellt usw.

Q:=3a1, az ... a o ist die Menge aller zugelassenen Schriftzeichen. Es kann sich z.B. um alle
in einer Druckerei oder auf einem PC zur Verflgung stehenden Zeichen han-
deln.

'ZF := a1 @iz ... ai ist eine Zeichenfolge ZF der Lange L, bestehend aus L angeordneten
Schriftzeichen ax € Q mitk =i1, i2, ... iL.

ZF(E) bedeute, ein Element E (eine Zahl oder ein sonstiges Denkobjekt) werde durch die Zeichen-
folge ZF eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben.

Jeder durch eine endliche Zeichenfolgen ZF(r) eindeutig und widerspruchsfrei beschreibbaren
reellen Zahl r mit 0 <r <1 wird eine natuirliche Zahl n = n[ZF(r)] wie folgt zugeordnet:

FUr ZF(r): = ait ai2... aiLsein[ZF(r)] = 71" o z,° e ... ¢ 7" wobei 7 die k' Primzahl aus der
Folge IT ist. Jeder endlichen Zeichenfolge ZF wird damit genau eine natlrliche Zahl n[ZF] zugeord-
net. Nun kdnnen alle Zeichenfolgen nach der Grofde von n in einer Folge ZFA angeordnet werden.

Jeder reellen Zahl r mit 0 < r < 1 wird eine naturliche Zahl ny wie folgt zugeordnet:
Es sei M{ ZF(r)t die Menge aller jener Zeichenfolgen ZF(r), welche die Zahl r eindeutig und wider-

spruchsfrei beschreiben. Nun sei np = min n[ZF(r)]. Man wahlt also aus allen r eindeutig und
M{ZF(r) ¢

widerspruchsfrei beschreibenden Zeichenfolgen jene mit dem kleinsten zugeordneten n. Alle durch

eine endliche Zeichenfolge eindeutig und widerspruchsfrei beschreibbaren reellen Zahlen r zwischen

0 und 1 kénnen nun nach der Grol3e von ny in einer Anordnung A(r) abzahlbar angeordnet werden.

Behauptung: Die Anordnung A(r) ist vollstandig.

Einwand nach Cantor:
Die reellen Zahlen aus A(r) kénnen in (unendliche) Dezimalzahlen entwickelt werden. Es sei r,, die n'®
reelle Zahl aus A(r) mit

rh= 0.l'11 M2 ..... Mn .....

o = 0.l'21 oo ..... on .....
rn - O.rn1rn2 ..... rnn .....
Man bildet nun nach Cantor eine Diagonalzahl c = 0.cq c; ..... Cn ... mit Vn: ¢, # . Dies wird etwa

durch cp =rpn + 1 flr rpy 2 9 und ¢, = O fir rpy = 9 erreicht. Es gilt dann 0 < ¢ < 1 und, wie von Cantor
gefordert, Vn: ¢ # r,, Die Diagonalzahl fehlt also in der Anordnung A(r), diese ist unvollstandig.

Gegenbeweis:
Der Einwand geht davon aus, dass die Diagonalzahl ¢ durch die hier gegebene Definition eindeutig
und widerspruchsfrei beschrieben wurde. Diese Definition hat die Form einer Zeichenfolge ZF(c).

Nun seim¢; = nc = min n[ZF(c)] die kleinste c zugeordnete natlrliche Zahl. Die ¢ beschreibende
M{ZF(c)+

Zeichenfolge steht also in ZFA an der Stelle m = m¢ und es gilt ¢, = rmn, insbesondere ¢, = rpm , iIM

Widerspruch zur Forderung von Cantor Vn: c, # ron. Der Versuch, ¢ gemaf Cantor eindeutig und wi-
derspruchsfrei zu beschreiben, ist also misslungen. Damit ist auch der Einwand nach Cantor hinfallig.



esse est percipi
»,And speech created thought which is the measure of the universe® (Shelley: Prometheus unbound)

01: ,Sein ist Wahrgenommen werden*

02: ,Existenz” hat ,Wahrnehmung® zur Voraussetzung

03: Ohne Wahrnehmung keine Existenz

04: Ohne Sinnesorgane (die ,wahr‘nehmen kdnnen) keine Existenz

05: Der Begriff ,Existenz“ gewinnt erst im Bereich des ,Wahrnehmbaren® Sinn

06: ,Wahrnehmbares” gewinnt erst durch einen ,Wahrnehmenden® Sinn

07: Der Begriff ,Angst® gewinnt erst durch ein Subjekt ,das Angst hat* Sinn

08: Der Begriff ,,Blau“ gewinnt erst durch ein Subjekt ,das etwas als Blau sieht” Sinn

09: Der Begriff ,Zwei“ gewinnt erst durch ein Subjekt ,das eine Menge der Machtigkeit
Zwei erkennt” Sinn

10: Alles Wahrnehmbare ist (auf Grund der Art und Weise in der wir
Wahrgenommenes nur beschreiben kdnnen) gequantelt, also abzahlbar

11: Der Begriff ,Existenz” gewinnt also erst im Bereich des Abzahlbaren einen Sinn

12: Zahlen beruhen auf ,Abzahlen”

13: Der Vorgang des Abzahlens ist eine vom Einzelwesen frih erlernte Erfahrung

14: Naturliche Zahlen werden (wie Raum und Zeit) als Kategorien a posteriori erfahren

15: Natdirliche Zahlen sind nicht vom Denksubjekt unabhangig

16: Reelle Zahlen, die durch (abzahlbare) Rechenoperationen und/oder Definitionen
gebildet werden, sind abzahlbar

17: Eine ,Mitteilung“ enthalt die Ubermittlung von Wahrnehmungsinhalten einer
Person P1 an eine andere Person P2.

18: Es kann wegen der Subjektbezogenen Wahrnehmungsinhalte kein Kriterium
geben, ob durch eine solche Ubermittlung P2 den selben Wahrnehmungsinhalt
wie P1 empfangt.

19: Es gibt nicht einmal eine Definition dessen, was ,der selbe Wahrnehmungsinhalt
fur P1 und far P2“ bedeutet.

20: Eine dem entsprechende ,Meinungsubereinstimmung® ist in vielen Bereichen
leicht zu erzielen, beruht aber nur auf der Gleichartigkeit der Sinnesorgane und
der Erfahrungen.

21: Dies gilt insbesondere auch fur Denkobjekte der Mathematik wie z.B. Zahlen.

22: Es gibt kein Kriterium, ob P1 und P2 unter der natlrlichen Zahl 1 jeweils ,das selbe
verstehen®.

23: Das selbe gilt fur ,VerknUpfungen von natlrlichen Zahlen“ durch Rechenoperationen.

24: Das selbe gilt fir alle Aussagen in irgend einer ,Sprache®.

25: Jedes ,sinnvolle Sprechen® setzt eine vorherige Einigung Uber die verwendete
~Sprache“ voraus.

26: Eine solche Einigung wird praktisch stets ohne entsprechenden Hinweis nur
implizit vorausgesetzt, ist aber essentiell.

27: Jede Mitteilung ist abzahlbar, endlich aber unbegrenzt.

28: Alles Mitteilbare ist abzahlbar, endlich aber unbegrenzt

29: Nur Wahrnehmbares ist mitteilbar

30: Der Begriff ,,Existenz® kann nur auf Mitteilbares sinnvoll (widerspruchsfrei)
angewendet werden

31: Alles Existierende ist abzahlbar, endlich aber unbegrenzt

32: Die reellen Zahlen sind abzahlbar, endlich aber unbegrenzt

33: Das Cantor’sche Diagonalverfahren fuhrt bei geeigneter Wahl der Anordnung der
reellen Zahlen zu einem Widerspruch; ebenso alle bekannten Beispiele angeblich
Uberabzahlbarer Mengen (Vgl. ,UNIVERSALANORDNUNG" unter
-www,fam.tuwien.ac.at/~wolff/universal.doc")

34: Der Begriff ,,Uberabzihlbar” beruht letztlich auf einem Vorurteil:

,»ES gibt eine vom Menschen unabhangige Wahrheit“ (It. Plato)




Das Spiel ,,Dodge Ball“ und die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

In ihrem Buch ,Coincidences, Chaos, and all That Math Jazz — Making Light of Weighty Ideas” (Ver-
lag W. W. Norton & Co) stellen die beiden Autoren Edward B. Burger und Michael Starbird das fol-
gende Spiel zwischen zwei Personen “Dodge Ball” vor:

Spieler 1 hat einen Zettel mit sechs untereinanderstehenden Reihen zu je sechs Kastchen.

Spieler 1

OB WN =

Spieler 2 hat nur eine Reihe von Kastchen, nummeriert von eins bis sechs:

Spieler 2

112 [3/4(5|6

Spieler 1 beginnt und flllt die erste Reihe Kastchen (horizontal) nach Belieben mit X- oder O-
Symbolen, z. B. XOXXXO. Dann kommt Spieler 2 an die Reihe. Er malt entweder ein X oder ein O in
sein erstes Kastchen. Dann ist wieder Spieler 1 dran und so weiter. Spieler 1 gewinnt, wenn eine sei-
ner sechs Reihen am Ende die selbe Sequenz wie die Reihe von Spieler 2 hat. Kann Spieler 2 allen
sechs Kombinationen von Spieler 1 ,ausweichen®, hat er gewonnen.

Ein simples Spiel, fur das Spieler 2 eine simple Gewinntaktik hat: Er tragt in sein erstes Kastchen je-
nes Symbol ein, das nicht im ersten Kastchen der ersten Reihe von Spieler 1 steht. In sein zweites
Kastchen tragt er jenes Symbol ein, das nicht im zweiten Kastchen der zweiten Reihe von Spieler 1
steht und so weiter. Auf diese Weise verhindert er eine Ubereinstimmung seiner Reihe mit jeder Rei-
he von Spieler 1.

Was aber, sagen dann die Autoren, wenn es unendlich viele unendlich lange Reihen gibt? Gewinnt
dann —in dieser freilich aulRerst fiktiven Situation — Spieler 2 immer noch? Gewiss doch, er kann ja
unendlich lang die oben genannte Taktik anwenden. Aber, und jetzt wird es spannend: Was ist, wenn
Spieler 1 die Unendlichkeit ausnitzt und einfach alle méglichen unendlich vielen Symbol-
Kombinationen hinschreibt? Dann bleibt ja dem Spieler 2 keine weitere mehr Ubrig; seine Reihe muss
doch dann einer der von Spieler 1 aufgeschriebenen gleichen? Eben nicht, sagen Burger und
Starbird. Selbst dann kann Spieler 2 mit seiner Taktik noch eine dazufligen. Denn, um es kurz zu ma-
chen: Die Menge aller unendlich vielen Kombinationen ist gréoRer (gemeint ist, von groierer Machtig-
keit) als die Menge aller unendlich vielen Reihen von Spieler 1.

Es lasst sich leicht zeigen, dass diese letzte Argumentation nicht haltbar ist:

Eine scheinbar triviale tatsachlich aber essentielle Voraussetzung fir dieses Spiel liegt namlich darin,
dass die beiden Spieler alle auftretenden Symbolkombinationen lesen kénnen. Jeder Spieler muss

— um, wie vorgesehen, die Symbole vergleichen zu kénnen — einen Uberblick (iber alle bis zu seiner
jeweiligen Entscheidung aufgeschriebenen Symbole haben. Kein Problem bei allen endlichen Spie-
len, also solchen mit einer endlichen Anzahl von Kastchen bzw. Reihen. Anders liegen die Dinge aber
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,wenn es unendlich viele unendlich lange Reihen gibt“. Dann kann namlich eine Reihe gar nicht voll-
standig angeschrieben werden. Der Spieler 1 kann zwar beliebig viele Symbole in jeder Reihe eintra-
gen aber eben nur endlich viele. Wie kann es da Uberhaupt zu unendlich langen Reihen kommen?
Offenbar nur dadurch, dass Spieler 1 ein Bildungsgesetz fur die Konstruktion der betreffenden Reihe
angibt. Etwa in der Art: ,XXOXOOXXO....“ mit dem Hinweis, dass ,alle weiteren Stellen gleich O
sind. Ein anderes derartiges Bildungsgesetz wére etwa: An der n'®" Stelle der Reihe steht X, wenn die
n'® Dezimalstelle der Zahl n gerade ist, sonst O. Diese Reihe wére eindeutig definiert, kann aber nie
vollstandig angeschrieben werden. Sie gestattet aber dem Spieler 2 in seiner Reihe jede Stelle unter
Berucksichtigung der entsprechenden Stelle der Reihe von Spieler 1 festzusetzen.

Ein Spiel mit unendlich langen Reihen ist daher nur moglich, wenn Spieler 1 fur jede von ihm ange-
gebene Reihe ein endliches Bildungsgesetz angibt. Endliche Bildungsgesetze kénnen aber offen-
sichtlich entsprechend ihrer Formulierung abzghlbar angeordnet werden. Die Menge aller Reihen, die
von Spieler 1 angegeben werden kdnnen, ist somit abzdhlbar. Es kann also sehr wohl unendlich viele
unendlich lange Reihen geben; jedoch nur, wenn diese Reihen jeweils vollstédndig beschrieben wer-
den konnen, erfullen sie die Voraussetzungen des Spieles. Es sind daher alle Mengen solcher Reihen
abzahlbar. Die Machtigkeit der Menge der naturlichen Zahlen wird nicht Gberschritten.



UBERABZAHLBARE MENGEN ?

(Eine Diskussionsgrundlage)

Vorbemerkung:

Mathematische Aussagen mussen in irgend einer Sprache gemacht
werden. Ausgangspunkt jedweder Diskussion uber ein Wissensgebiet im
allgemeinen und Mathematik im besonderen findet in einer Umgangs-
sprache statt. Alle Aussagen in einer Umgangssprache sind endlich,
wenn auch unbegrenzt, also abzahlbar. Es erscheint darum interessant,
jene Schlussfolgerungen, die zur Entstehung Uberabzahlbarer Mengen
fihren, im Hinblick auf ihre sprachlichen Eigenschaften zu untersuchen.

In seinem Buch ,Einsteins Schleier” schlagt der Experimentalphysiker
Anton Zeilinger vor: ,Wirklichkeit und Information sind das selbe” Die
Quantelung der physikalischen Wirklichkeit entsprache damit der Quan-
telung jeder Information, also auch jener, die in mathematischen Objek-
ten enthalten ist.
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1. Eine neue abzahlbare Anordnung AM(n) der natiirlichen Zahlen n:

Zunachst werden mathematische Aussagen etwas ungewohnt geordnet. Die Spra-
che, in der solche Aussagen gemacht werden, bildet den Beginn jeglicher Diskussion
ebenso wie jeglicher Beweisfuhrung. Die vorliegende Diskussionsgrundlage verwen-
det die Deutsche Sprache. Sie wendet sich an Leser, die dieser Sprache machtig
sind. Auf die Bedeutung der Sprache wird weiter unten noch naher eingegangen.

1.1. Die Mitteilungen M:

Aussagen der hier behandelten Art werden in die Form von Mitteilungen M gebracht,
die auf einem genugend grofl3en Blatt Papier angeschrieben werden kdnnen. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit wird vorausgesetzt, dass diese Mitteilungen quadra-
tisch sind und sich aus Elementarquadraten der Seitenldnge 10 mm zusammenset-
zen, von denen jedes einzelne entweder weild oder schwarz ist. Offenbar lassen sich
alle schriftlichen mathematischen Arbeiten so darstellen.

1.1.1. Eine Anordnung der Mitteilungen M innerhalb einer Gruppe G(m):

Jeder Mitteilung mit der Seitenlange m-102 mm entspricht eineindeutig eine Zahl
Z(M) = 0.a11,a12, ... a1m,a21,222, -.... amm, Wobei a; genau dann i ist, wenn das j* Ele-
mentarquadrat in der i*®" Zeile schwarz und 0 wenn es weil ist. Diese Zahlen Z(M)
werden in Gruppen G(m) gleicher Seitenlange m-10? mm zusammengefasst. Die
erste Mitteilung in der Gruppe G(1) hat wegen m = 1 die Seitenldnge 102 mm. Da in
G(1) nur ein einziges Elementarquadrat liegt besteht G(1) nur aus den beiden Zahlen
0.0 und 0.1, entsprechend einem weifl’en und einem schwarzen Elementarquadrat.
Die Gruppe G(2) enthélt alle Mitteilungen der Seitenlange 2-10% mm. Die Mitteilun-
gen dieser Gruppe bestehen aus 4 Elementarquadraten, entsprechend den 16 Zah-
len 0.0000, 0.0001, 0.0010, ..... 0.1110, 0.1111. Analog werden alle weiteren Mitei-

lungen mit Seitenldngen n-10?mm und n > 2 in Gruppen zu 2" Zahlen zusammenge-
fasst und nach der GroRe dieser Zahlen innerhalb jeder Gruppe angeordnet.

1.1.2. Eine abzdhlbare Anordnung A(M) aller Mitteilungen M:

Wegen der eineindeutigen Zuordnung M < Z(M) aus 1.1.1. folgt aus der Anordnung
der Zahlen Z(M) nach ihrer Grolde die gewlinschte abzahlbare Anordnung A(M) aller
Mitteilungen.

1.1.3. Der Schubladenkasten SK(M) fir alle Mitteilungen M:
Nach bekanntem Vorbild entspricht die Anordnung A(M) einem Schubladenkasten
SK(M), dessen Laden jeweils eine aller moglichen Mitteilungen M enthalten.

1.2. Der ,,Sinn“ einer Mitteilung:

Alle schriftlichen mathematischen Arbeiten lassen sich in Form einer Mitteilung M der
beschriebenen Art darstellen. Der Leser einer solchen Miteilung muss aber deren
»oinn“ erfassen kdnnen. So muss etwa fur ihn 1 die Zahl Eins, 2 die Zahl Zwei usw.
bedeuten. Allgemein ist davon auszugehen, dass der Leser die verwendete Sprache
versteht. Insbesondere muss er die in dieser Sprache beschriebenen (mathemati-
schen) Objekte kennen und erkennen, also den Sinn einer Miteilung erfassen.

1.3. Eine die natirliche Zahl n eindeutig und widerspruchsfrei beschreibende
Mitteilung M(n):

Die geforderte Widerspruchsfreiheit soll ausschlieen, dass dubiose Beschreibungen
Eingang finden wie etwa ,Die kleinste nattrliche Zahl, groRer als 5 und kleiner als 3.
Diese Forderung ist das zentrale Element der Beweisfihrung. Mit ihrer Hilfe werden
spater klassische Beweise der Uberabzahlbarkeit von Mengen widerlegt. In den
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Schubladen des Schubladenkastens SK(M) finden sich fur jede naturliche Zahl n Mit-
teilungen M(n), die diese Zahl eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben, offenbar
sogar unendlich viele. VergroRert man namlich die Seitenlange einer beliebigen Mit-
teilung durch Hinzuflgen lediglich weil3er Elementarquadrate bleibt der Sinn einer als
schwarze Grafik auf weiRem Grund verstandene Mitteilung unverandert. Wird eine
Mitteilung aber als weil3e Grafik auf schwarzem Grund verstanden, gilt das Gleich fur
das Hinzufigen schwarzer Elementarquadrate. Da sich auch jede optische Vervielfa-
chung jeder Mitteilung in einer Schublade aus SK(M) findet, gibt es unendlich viele
weitere Mitteilungen des selben Inhaltes (wenn nicht ein absoluter Maf3stab in der
Mitteilung eine Rolle spielt). Andererseits enthalt SK(M) auch — und sogar weit Uber-
wiegend — vdllig sinnlose graphische Darstellungen. Fur die gewutnschte Anordnung
der natlrlichen Zahlen reicht es aber aus, sich auf jene Schubladen zu beschranken,
in denen eine eindeutige und widerspruchsfreie Beschreibung einer naturlichen Zahl
n auftritt.

1.4. Der Schubladenkasten SK[M(n)] fur alle Mitteilungen M(n):
In diesem Schubladenkasten werden alle jene Mitteilungen M(n) zusammengefasst,
die eine naturliche Zahl n eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben.

1.5. Die Auswabhl einer einzigen n eineindeutig und widerspruchsfrei beschrei-
benden Mitteilung MR(n) aus der Menge aller Mitteilungen M(n):

Im Weiteren soll aus allen ein n beschreibenden Mitteilungen M(n) eine einzige zur
Beschreibung ausgewahlt werden. Das konnte etwa die erste Mitteilung im Schubla-
denkasten SK[M(n)] sein, die n eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Aber auch
jedes andere Auswahlverfahren ist zulassig. Es muss nur eine eineindeutige Zuord-
nung MR(n) < n gewahrleistet sein.

1.6. Der reduzierte Schubladenkasten SK[MR(n)] fur alle Mitteilungen MR(n):

In diesem Schubladenkasten werden alle jene Mitteilungen MR(n) zusammengefasst,
die je eine natlrliche Zahl n eineindeutig und widerspruchsfrei beschreiben. Damit
kommen aber auch die Leser der Mitteilungen ins Spiel. Je nach ihrer Sprachkennt-
nis aber auch je nach ihrem Wissensstand konnen verschiedene Leser die Frage, ob
eine Mitteilung M eine natlrliche Zahl n eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt,
unterschiedlich beurteilen. Das andert aber nichts an der grundsatzlichen Maoglichkeit
der abzahlbaren Anordnung der naturlichen Zahlen nach diesem bisher allerdings
unublichen Prinzip.

1.7. Die neue abzahlbare Anordnung AM(n) der natirlichen Zahlen n mit Hilfe
der Mitteilungen MR(n) aus dem reduzierten Schubladenkasten SK[MR(n)]:

Im reduzierten Schubladenkasten SK[MR(n)] sei MR(n) jene einzige Mitteilung, die n
eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Es sei nun 7 = {M} die Menge aller Mit-
teilungen M aus A(M) und #R(n) = {MR(n)} die Menge aller Mitteilungen MR(n) aus
dem reduzierten Schubladenkasten SK[MR(n)]. Die Abzahlbarkeit von 7R(n) c %
folgt aus der Abzahlbarkeit von 7% und es sei A[MR(n)] diese abzahlbare Anordnung
der Mitteilungen MR(n). Wegen der eineindeutigen Zuordnung MR(n) < n aus 1.5.
ergibt sich aus der abzahlbaren Anordnung A[MR(n)] die gewlinschte neue abzahl-
bare Anordnung AM(n) der natirlichen Zahlen n. Dass die natlrlichen Zahlen n auch
anders als etwa nach ihrer Gré3e abzahlbar angeordnet werden kénnen, ist trivial.
Die Methode, Elemente einer Menge mit Hilfe der sie beschreibenden Mitteilungen
anzuordnen, ist neu und wird im folgenden auf Mengen angewendet, fiir deren Uber-
abzahlbarkeit klassische Beweise vorliegen.
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2. Eine abzahlbare Anordnung AM(r)] der reellen Zahlen r aus dem Intervall
(0,17:

Als erstes Beispiel einer abzahlbaren Anordnung von als Uberabzahlbar geltenden
Mengen wird die Menge der reellen Zahlen aus dem Intervall (0,1] herangezogen.
Analog der Anordnung der naturlichen Zahlen n gemaf 1.7. werden die reellen Zah-
len r aus (0,1] mit Hilfe von sie beschreibenden Mitteilungen M(r) angeordnet.

2.1. Das zweite Diagonalverfahren von Cantor:
Mit Hilfe dieses Verfahrens beweist Cantor, dass jede abzahlbare Anordnung von
reellen Zahlen r aus (0,1] unvollstandig sein muss.

2.1.1. Eine beliebige Anordnung A(r) der reellen Zahlen r aus dem Intervall (0,1]:
Die reellen Zahlen r, aus der Anordnung A(r) werden als unendliche Dezimalzahlen
angeschrieben:

r= 0.811,812, wee ANy eeees

o = 0.821,822, ... Ad2ny -eee.

rn = O.an1,an2, ann, .....

2.1.2. Beweis der Unvollstandigkeit von A(r) mit Hilfe einer Diagonalzahl D[A(r)]:
Um zu beweisen, dass A(r) nicht alle reellen Zahlen r aus (0,1] enthalten kann, bildet
Cantor eine ,Diagonalzahl® D[A(r)] =b = 0.b1by ... bk ..... , welche den Bedingungen
Vk: bk # a genugt. D[A(r)] = b unterscheidet sich also jedenfalls an den Stellen ay
der Diagonale der Anordnung A(r) aus 2.1.1. von jedem ri, so dass Vk: b = ri gilt.
Daraus folgt b ¢ A(r). Cantor liefert damit zu jeder beliebigen abzahlbaren Anordnung
A(r) der reellen Zahlen r aus (0,1] eine weitere reelle Zahl r = D[A(r)] aus (0,1], die in
A(r) nicht enthalten ist. Damit beweist Cantor die Uberabzahlbarkeit der Menge der
reellen Zahlen r aus (0,1].

2.2. Die reelle Zahlen r aus dem Intervall (0,1] eindeutig und widerspruchsfrei
beschreibenden Mitteilungen M(r):
In den Schubladen des Schubladenkastens SK(M) finden sich analog 1.3. fur jede

reelle Zahl r aus (0,1] unendlich viele Mitteilungen M(r), die diese Zahl eindeutig und
widerspruchsfrei beschreiben.

2.3. Der Schubladenkasten SK[M(r)] fuir alle Mitteilungen M(r):
In diesem Schubladenkasten werden alle jene Mitteilungen M(r) zusammengefasst,

die eine reelle Zahl r aus dem Intervall (0,1] eindeutig und widerspruchsfrei beschrei-
ben.

2.4. Die Auswahl einer einzigen r eineindeutig und widerspruchsfrei beschrei-
benden Mitteilung MR(r) aus der Menge aller Mitteilungen M(r):
Wie in 1.5. wird aus dem Schubladenkasten 2.3. zu jedem r eine einzige r beschrei-

bende Mitteilung MR(r) ausgewahlt, die eine eineindeutige Zuordnung MR(r) < r ge-
wahrleistet.

2.5. Der reduzierte Schubladenkasten SK[MR(r)] fur alle Mitteilungen MR(r):
Dieser Schubladenkasten wird analog 1.6. gebildet und enthalt somit genau jene
Miteilungen MR(r), die eine reelle Zahl r aus (0,1] eineindeutig beschreiben.
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2.6. Eine abzahlbare Anordnung AM(r) der reellen Zahlen r aus dem Intervall
(0,1] mit Hilfe der Mitteilungen MR(r) aus dem reduzierten Schubladenkasten
SK[MR(r)]:

Im reduzierten Schubladenkasten SK[MR(r)] sei MR(r) jene einzige Mitteilung, die r
eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Es sei wieder 7 = {M} die Menge aller
Mitteilungen M aus A(M) und 7R(r) = {MR(r)} die Menge aller Mitteilungen MR(r) aus
dem reduzierten Schubladenkasten SK[MR(r)]. Die Abzahlbarkeit von #R(r) c %
folgt wieder aus der Abzahlbarkeit von 7 und es sei A[MR(r)] diese abzahlbare An-
ordnung der Mitteilungen MR(r). Wegen der eineindeutigen Zuordnung MR(r) < r
aus 2.4. ergibt sich aus der abzahlbaren Anordnung A[M(r)] die gewinschte abzahl-

bare Anordnung AM(r) der reellen Zahlen r aus (0,1]. Dieses Ergebnis ist alles ande-
re als trivial und widerspricht dem zweiten Diagonalverfahren von Cantor.

2.7. Auch mit Hilfe des zweiten Cantor’schen Diagonalverfahrens kann die Un-
vollstandigkeit dieser abzahlbaren Anordnung AM(r) aller reellen Zahlen r aus
dem Intervall (0,1] nicht gezeigt werden:

Um die Abzahlbarkeit der reellen Zahlen r aus (0,1] gemafy Cantor zu widerlegen,
wird im folgenden das Diagonalverfahren auf die eben hergeleitete Anordnung AM(r)
angewendet. Die entscheidende Rolle spielt dabei die Diagonalzahl D[AM(r)] gemaf}
2.1.2.. Zunachst wird AM(r) in die Form aus 2.1.1. gebracht. D[AM(r)] ist dann eine
reelle Zahl aus (0,1] der Form b = 0.b4by, .... , die sich von jedem rx aus AM(r) in ihrer
k' Dezimalstelle by # ax unterscheidet, also in der Anordnung AM(r) nicht auf-
scheint. Diese Argumentation Ubersieht aber einen Widerspruch, der in der Definition
der Diagonalzahl selbst liegt. Will ein Kritiker der Vollstandigkeit der Anordnung AM(r)
namlich das Cantor’'sche Diagonalverfahren anwenden, muss er die Diagonalzahl
D[AM(r)]=b =0.bsb; ... by ..... mit Vn: b, # an, durch eine Mitteilung M{D[AM(r)]}
eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben. Damit liegt flr ihn diese Mitteilung in
einer Schublade des reduzierten Schubladenkastens SK[MR(r)], ist also aus der
Menge 7R(r) und hat damit in der Anordnung AM(r) einen festen Platz. Dieser Platz
sei r,. Wegen der eineindeutigen Zuordnung MR(r) < r aus 2.6. folgt daraus
M{D[AM(r)]} < r«. Fiir die k' Dezimalstelle von ry gilt daher a = by, im Widerspruch
zu VKk: by # ak geman 2.1.2.. Die im zweiten Cantor’'schen Diagonalverfahren ent-
scheidende Diagonalzahl konnte somit vom Kritiker nicht widerspruchsfrei beschrie-
ben werden. Damit ist sein Versuch, die Unvollstandigkeit von AM(r) zu zeigen, miss-
lungen. Der Grund fir dieses Misslingen liegt darin, dass bereits die Beschreibung
des ,Cantor’'schen” Elementes durch eine Mitteilung diesem einen Platz in der An-
ordnung sichert.

3. Eine Abzahlbare Anordnung AM[P(n)] der Elemente P(n) der Potenzmenge
M[P(n)] der Menge der natiirlichen Zahlen n:

Das nachste Beispiel einer abzahlbaren Anordnung von als Uberabzahlbar geltenden
Mengen sei die Potenzmenge M[P(n)] der Menge der natlrlichen Zahlen n, also die
Menge aller aus naturlichen Zahlen n gebildeten Mengen. Wieder werden die Ele-
mente P(n) der Potenzmenge mit Hilfe der sie beschreibenden Mitteilungen M[P(n)]
angeordnet.

3.1. Ein Beweis der Uberabzihlbarkeit der Menge M[P(n)]:
Wieder wird fir eine beliebige abzahlbare Anordnung von Elementen der Menge ein
Element beschrieben, das in der Anordnung nicht enthalten ist.
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3.1.1. Eine beliebige abzahlbare Anordnung A[P(n)] der Elemente der Menge
M[P(n)]:

FuUr die Elemente der Potenzmenge M[P(n)] sei eine beliebige abzahlbare Anord-
nung A[P(n)] gegeben und es sei P(n)x das k' Element in dieser Anordnung.

3.1.2. Ein klassischer Beweis der Unvolistandigkeit von A[P(n)]:

Der Kritiker der Vollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung A[P(n)] bildet die ,,Can-
tor'sche” Menge C = {k | k ¢ P(n)«}, also die Menge jener natlrlichen Zahlen k, die
jeweils nicht im k™" Element der abzahlbaren Anordnung A[P(n)] enthalten sind. Es
gilt also jedenfalls Vk: C = P(n) und damit C ¢ A[P(n)]. Andererseits ist C als Menge
von naturlichen Zahlen k definiert und damit Element der Potenzmenge M[P(n)]. Mit
C ¢ A[P(n)] beweist der Kritiker die Unvollstandigkeit der Anordnung A[P(n)].

3.2. Die Elemente P(n) der Potenzmenge M[P(n)] eindeutig und widerspruchs-
frei beschreibenden Mitteilungen M[P(n)]:

In den Schubladen des Schubladenkastens SK(M) finden sich analog 1.3. fur jedes
Element P(n) aus der Potenzmenge M[P(n)] unendlich viele Mitteilungen M[P(n)], die
dieses Element eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben.

3.3. Der Schubladenkasten SK{M[P(n)]} fur alle Mitteilungen M[P(n)]:
In diesem Schubladenkasten werden alle jene Mitteilungen M[P(n)] zusammenge-

fasst, die ein Element P(n) der Potenzmenge M[P(n)] eindeutig und widerspruchsfrei
beschreiben.

3.4. Die Auswahl einer einzigen P(n) eineindeutig beschreibenden Mitteilung
MR[P(n)] aus der Menge aller Mitteilungen M[P(n)]:
Wie in 1.5. wird aus dem Schubladenkasten 3.3. zu jeder Menge P(n) eine einzige

P(n) beschreibende Mitteilung MR[P(n)] ausgewahlt, die eine eineindeutige Zuord-
nung MR[P(n)] < P(n) gewahrleistet.

3.5. Der reduzierte Schubladenkasten SK{MR[P(n)]} fiir alle Mitteilungen
MR[P(n)]:
Dieser Schubladenkasten wird wieder analog 1.6. gebildet und enthalt somit genau

jene Mitteilungen MR[P(n)], die ein Element P(n) aus M[P(n)] eineindeutig beschrei-
ben.

3.6. Eine abzahlbare Anordnung AM[P(n)] der Elemente P(n) der Potenzmenge
M[P(n)] der Menge der natiirlichen Zahlen n mit Hilfe der Mitteilungen MR[P(n)]
aus dem reduzierten Schubladenkasten SK{MR[P(n)]}:

Im reduzierten Schubladenkasten SK{MR[P(n)]} sei MR[P(n)] jene einzige Mittei-
lung, die P(n) eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Es sei wieder 7 = { M} die
Menge aller Mitteilungen M aus A(M) und ZMR[P(n)] = {MR[P(n)]} die Menge aller
Mitteilungen MR[P(n)] aus dem reduzierten Schubladenkasten SK{MR[P(n)]}. Die
Abzahlbarkeit von ZRM[P(n)] < 7 folgt wieder aus der Abzahlbarkeit von 7 und es
sei A{MR[P(n)]} diese abzahlbare Anordnung der Mitteilungen MR[P(n)]. Wegen der
eineindeutigen Zuordnung MR[P(n)] < P(n) aus 3.4. ergibt sich aus der abzahlbaren
Anordnung A{MRJ[P(n)]} die gewlinschte abzahlbare Anordnung AM[P(n)] der Ele-
mente der Potenzmenge M[P(n)].
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3.7. Auch mit Hilfe der klassischen Beweismethode nach 3.1.2. kann die Un-
vollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung AM[P(n)] der Elemente P(n) der Po-
tenzmenge M[P(n)] der Menge der naturlichen Zahlen n nicht gezeigt werden:
Es sei wieder P(n)x das k' Element in der Anordnung AM[P(n)]. Der Kritiker der Voll-
standigkeit dieser Anordnung bildet die ,Cantor’'sche“ Menge C = {k | k ¢ P(n)x} und
folgert daraus gemal} 3.1.2. C ¢ AM[P(n)]. Er muss dabei davon ausgehen, dass C
eineindeutig und widerspruchsfrei durch eine Mitteilung MR(C) aus dem reduzierten
Schubladenkasten SK{MR[P(n)]} beschrieben wird. Damit ist MR(C) eine Mitteilung
aus der abzahlbaren Menge 7#RM[P(n)] der Mitteilungen MR[P(n)] und stehe dort als
MR[P(n)]k an der k'" Stelle der abzahlbaren Anordnung A{MR[P(n)]}. Wegen der
eineindeutigen Zuordnung MR[P(n)] < P(n) aus 3.4. folgt daher MR(C) < P(n)«.= C.
Die vom Kritiker beschriebene ,Cantor’'sche” Menge C steht damit an k™" Stelle in der
auf Grund der Anordnung der Mitteilungen gewonnenen abzahlbaren Anordnung
AM[P(n)]. Somit musste sowohl P(n)x = C € AM[P(n)] nach Definition von P(n) als
auch C ¢ AM[P(n)] nach Behauptung des Kritikers gelten. Die ,Cantor’'sche” Menge
C konnte daher vom Kritiker nicht widerspruchsfrei beschrieben werden. Damit ist
sein Beweis der Uberabzahlbarkeit von M[P(n)] misslungen. Der Grund fiir dieses
Misslingen liegt wieder darin, dass bereits die Beschreibung der ,Cantor’'schen®
Menge C durch eine Mitteilung MR(C) dieser Menge einen Platz in der Anordnung
sichert.

4. Eine abzahlbare Anordnung AM(E) der Elemente E einer beliebigen Menge
M(E):

Als letztes Beispiel der abzahlbaren Anordnung einer Menge wird eine beliebige all-
gemeine Menge M(E) von Elementen E betrachtet. Wieder behaupte ein Kritiker der
Abzahlbarkeit der Elemente dieser Menge, zu jeder beliebigen abzahlbaren Anord-
nung A(E) ein ,Cantor’'sches® Element C aus M(E) angeben zu kbnnen, das in dieser
Anordnung nicht enthalten ist.

4.1. Die Elemente E der Menge M(E) eindeutig und widerspruchsfrei beschrei-
benden Mitteilungen M(E):

In den Schubladen des Schubladenkastens SK(M) finden sich analog 1.3. fur jedes
Element E aus M(E) unendlich viele Mitteilungen M(E), die dieses Element eindeutig
und widerspruchsfrei beschreiben.

4.2. Der Schubladenkasten SK{M(E)} fiir alle Mitteilungen M(E):
In diesem Schubladenkasten werden alle jene Miteilungen M(E) zusammengefasst,
die ein Element E aus M(E) eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben.

4.3. Die Auswahl einer einzigen E eineindeutig und widerspruchsfrei beschrei-
benden Mitteilung MR(E) aus der Menge aller Mitteilungen M(E):

Wie in 1.5. wird aus dem Schubladenkasten 4.2. zu jedem Element E eine einzige E
beschreibende Mitteilung MR(E) ausgewahlt, die eine eineindeutige Zuordnung
MR(E) < E gewahrleistet.

4.4. Der reduzierte Schubladenkasten SK[MR(E)] fuir alle Mitteilungen MR(E):
Dieser Schubladenkasten wird wieder analog 1.6. gebildet und enthalt somit genau
jene Mitteilungen MR(E), die ein Element E aus M(E) eineindeutig beschreiben.

4.5. Eine abzahlbare Anordnung AM(E) der Elemente E der Menge M(E) mit Hilfe
der Mitteilungen MR(E) aus dem reduzierten Schubladenkasten SK[MR(E)]:
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Im reduzierten Schubladenkasten SK[MR(E)] sei MR(E) jene einzige Mitteilung, die E
eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Es sei wieder 7 = {M} die Menge aller
Mitteilungen M aus A(M) und ZMR(E) = {MR(E)} die Menge aller Mitteilungen
MR(E) aus dem reduzierten Schubladenkasten SK[MR(E)]. Die Abzahlbarkeit von
7MR(E) — 7 folgt wieder aus der Abzahlbarkeit von 7 und es sei AIMR(E)] diese
abzahlbare Anordnung der Mitteilungen MR(E). Wegen der eineindeutigen Zuord-
nung MR(E) < E aus 4.3. ergibt sich aus der abzahlbaren Anordnung A[MR(E)] die
gewunschte abzahlbare Anordnung AM(E) der Elemente E der Menge M(E).

4.6. Jeder Versuch, die Unvolistandigkeit der Anordnung AM(E) durch die Be-
schreibung eines in dieser Anordnung angeblich nicht enthaltenen ,,Can-
tor’'schen” Elementes C aus M(E) nachzuweisen, misslingt:

Der Kritiker der Vollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung AM(E) beschreibt ein
,Cantor'sche“ Element C, von dem er C ¢ AM(E) behauptet. Er muss dabei davon
ausgehen, dass C eineindeutig und widerspruchsfrei durch eine Mitteilung MR(C)
aus dem reduzierten Schubladenkasten SK[MR(E)] beschrieben werden kann. Damit
ist MR(C) eine Mitteilung aus der abzahlbaren Menge Z#MR(E) und stehe dort als

MR(C) an der k™" Stelle. Wegen der eineindeutigen Zuordnung MR(E) < E

aus 4.3. folgt daraus MR(C)x < Ex = C. Das Element C steht damit an k™" Stelle in
der Anordnung AM(E). Somit musste sowohl C = Ex € AM(E) nach Definition von Ex
als auch C ¢ AM(E) nach Behauptung des Kritikers gelten. Das ,Cantor’sche” Ele-
ment C konnte daher vom Kritiker nicht widerspruchsfrei beschrieben werden. Damit
ist sein Beweis der Uberabzéhlbarkeit von M(E) misslungen. Wieder muss bereits die
Beschreibung des ,Cantor’schen“ Elementes diesem einen Platz in der Anordnung
sichern.

5. Die Einbeziehung des Lesers:

Eine Schwache der hier verwendeten Methode, Elemente einer Menge mit Hilfe der
sie beschreibenden Mitteilungen abzahlbar anzuordnen, kdnnte darin gesehen wer-
den, dass der einbezogene Leser der Mitteilungen gewisse Voraussetzungen erflllen
muss. Er muss der verwendeten Sprache machtig sein, er muss Mindestkenntnisse
in Mathematik oder in einem anderen fur die Mengenbildung notwendigen Fachge-
biet besitzen usf.. Dies bedeutet aber keine Einschrankung der Schlussigkeit der
Beweisfuhrung fur die Abzahlbarkeit. Es wird lediglich vorausgesetzt, dass die Dis-
kussion in Form von schriftlichen Mitteilungen M gemaf 1.1. gefihrt wird. Da jeder
Informationsaustausch — und ein solcher ist flr beliebige ,Beweisflihrungen® unab-
dingbar — unter Verwendung endlicher, den Mitteilungen M analogen Informations-
elementen vorgenommen werden muss.

5.1. Eine abzahlbare Anordnung aller moglichen Lesevorgéange:

Bei jedem moglichen Lesevorgang muss der Leser einen bestimmten Mindestteil des
Raumes einnehmen und er bendtigt zum Lesen eine bestimmte Mindestzeit. Dies
ermoglicht es, auch alle potentiellen Lesevorgange in der vierdimensionalen Raum-
zeit abzahlbar anzuordnen.

5.1.1. Der raumzeitliche Elementarwirfel Wg(x1,X2,X1,t):

Die Raumzeit (&1,E2,E3,7) wird in raumzeitliche Elementarwurfel We der Seitenlange 1
mm und der Dauer 1 Sekunde zerteilt. Der Elementarwurfel Wg(x1,X2,X3,t) enthalte die
Raumzeitpunkte (&1,62,&3,7) mitx <& <x+1mm, (i=1,23)undt<t<t+1sek.

5.1.2. Eine abzdhlbare Anordnung A(Wg) der Elementarwiirfel:
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Ausgehend von einem beliebig gewahlten Ursprung im raumzeitlichen Koordinaten-
system konnen diese Wurfel unschwer abzahlbar angeordnet werden. Es sei A(Wg)
diese Anordnung und n[WEg(x1,X2,X3,t)] die Nummer von Wg(x1,X2,X3,t) in A(WFE).
5.1.3. Die anlasslich eines beliebigen Lesevorganges die Elemente E einer be-
liebigen Menge M(E) eindeutig und widerspruchsfrei beschreibenden Mitteilun-
gen M(E,x1,X2,X3,t):

Jeder potentielle Lesevorgang kann wegen dem von ihm mindestens in Anspruch
genommenen Raumzeitvolumen durch mindestens einen Elementarwurfel eindeutig
gekennzeichnet werden. Fir die ein Element E aus M(E) eindeutig und wider-
spruchsfrei beschreibenden Mitteilungen M(E,x1,x2,x3,t) sei dies der Elementarwurfel
WEe(E,x1,X2,X3,1), der gemaf 5.1.2. die Nummer n[Wg(E,x1,X2,X3,t)] erhalten habe. Die
Entscheidung daruber, ob diese Miteilung das Element tatsachlich eindeutig und wi-
derspruchsfrei beschreibt, trifft ausschliel3lich der Leser im Zeitraum des Lesens.

5.1.4. Der raumzeitliche Schubladenkasten SK[M(E,x1,x2,x3,t)] fur alle das Ele-
ment E aus M(E) eindeutig und widerspruchsfrei beschreibenden Mitteilungen
M(E,x1,X2,X3,t):

Fir jeden Elementarwuirfel We(x4,X2,x3,t) werden alle Mitteilungen M(E,x1,X2,X3,t) in
einem Schubladenkasten SK[M(E,x1,x2,x3,t)] zusammengefasst. Analog 1.3. finden
sich darin fur jedes Element E unendlich viele E eindeutig und widerspruchsfrei be-
schreibende Mitteilungen.

5.1.5. Die Auswabhl einer einzigen E eineindeutig und widerspruchsfrei be-
schreibenden Mitteilung MR(E,x1,x2,x3,t) aus der Menge aller Mitteilungen
M(E,x1,X2,X3,t):

Wie in 1.5. wird aus dem Schubladenkasten 5.1.4. zu jedem Element E eine einzige
E beschreibende Mitteilung MR(E,x1,X2,X3,t) ausgewahlt, die eine eineindeutige Zu-
ordnung MR(E,x1,x2,x3,t) < E gewahrleistet.

5.1.6. Der reduzierte raumzeitliche Schubladenkasten SK[MR(E,x1,X2,x3,t)] fur
alle Mitteilungen MR(E,x1,x2,X3,t):

Dieser Schubladenkasten wird wieder analog 1.6. gebildet und enthalt somit genau
jene Mitteilungen MR(E,x1,X2,X3,t), die ein Element E aus M(E) eineindeutig beschrei-
ben.

5.1.7. Eine abzahlbare Anordnung AM(E,x1,X2,X3,t) der Elemente E der Menge
M(E) mit Hilfe der Mitteilungen MR(E,x1,x2,X3,t) aus dem reduzierten Schubla-
denkasten SK[MR(E,x1,X2,X3,t)]:

Im reduzierten Schubladenkasten SK[MR(E,x1,X2,x3,t)] sei MR[E,x1,X2,X3,t)] jene ein-
zige Mitteilung, die E eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Wieder sei 7 = {M}
die Menge aller Mitteilungen M aus A(M) und ZMR(E,x1,X2,X3,t) = { MR(E,Xx1,X2,X3,t)}
die Menge aller Mitteilungen MR(E,x1,X2,X3,t) aus dem reduzierten Schubladenkasten
SK[MR(E,x1,X2,x3,t)]. Die Abzahlbarkeit von ZMR(E,x1,X2,X3,t) = 7 folgt wieder aus
der Abzahlbarkeit von 7 und es sei A[MR(E,x1,X2,x3,t)] diese abzahlbare Anordnung
der Mitteilungen MR(E,x1,x2,x3,t). Wieder ergibt sich daraus wegen der eineindeuti-
gen Zuordnung MR(E,x1,x2,X3,t) < E aus 5.1.5. die gewlnschte abzahlbare Anord-
nung AM(E,x+,X2,x3,t) der Elemente E der Menge M(E) flr jeden durch einen Elemen-
tarwurfel We(E,x1,x2,X3,t) eindeutig gekennzeichneten potentiellen Lesevorgang..

5.1.8. Jeder Versuch, die Unvollstandigkeit der Anordnung AM(E,x1,X2,X3,t)
durch die Beschreibung eines in dieser Anordnung angeblich nicht enthalte-
nen ,,Cantor’'schen”“ Elementes C aus M(E) nachzuweisen, misslingt:
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Der Kritiker der Vollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung AM(E,x1,X2,x3,t) beschreibt
ein ,Cantor’'sches” Element C, von dem er C ¢ AM(E, x4,X2,X3,t)) behauptet. Diese Kri-
tik muss analog 5.1.3. durch mindestens einen Elementarwurfel Wg(C,x1,X2,X3,t)
eindeutig gekennzeichnet sein. Die entsprechende Mitteilung M(C,x1,X2,X3,t) bezeich-
net also nach Aussage des Kritikers ein Element C aus E(E) eindeutig und wider-
spruchsfrei. Unter allen diesen Mitteilungen aus dem Schubladenkasten
SK(E,x1,x2,x3,t) wird wieder jene Mitteilung MR(C,x4,X2,X3,t) aus dem reduzierten
Schubladenkasten SK[MR(E,x1,%2,X3,t)] ausgewahlt, die C eineindeutig und wider-
spruchsfrei beschreibt. Damit ist aber MR(C,x1,X2,X3,t) eine Mitteilung aus der ab-
zahlbaren Menge ZMR(E x1,x2,X3,t) und stehe dort als MR(C,x1,x2,X3,t)x an k'®" Stelle.
Aus der eineindeutigen Zuordnung MR(E,x1,x2,X3,t) < E aus 5.1.5. folgt daraus
MR(C,x1,X2,X3,t)k <> Ex = C. Das Element C steht damit an k™" Stelle in der Anord-
nung AM(E,x1,X2,X3,t). Somit musste sowohl C = Ex € AM(E,x4,X2,X3,t) nach Definition
von Ei als auch C ¢ AM(E,x1,x2,X3,t) nach Behauptung des Kritikers gelten. Das
»Cantor'sche Element C konnte daher vom Kritiker nicht widerspruchsfrei beschrie-
ben werden. Damit ist sein Beweis der Uberabzahlbarkeit von M(E) misslungen.

5.2. Die Relativierung der Wahrheit:

In 5.1.3. wurde festgehalten, dass bei den hier behandelten potentiellen Lesevorgan-
gen die Entscheidung Uber die Frage, ob eine Mitteilung ein Element eindeutig und
widerspruchsfrei beschreibt, dem jeweiligen Leser tUberlassen bleibt. Damit entschei-
det er frei darlber, ob Aussagen wahr oder falsch sind. Auch Irrtimer oder sogar
bewusste Unwahrheiten sind in den Betrachtungen eingeschlossen. Der potentielle
Leser kann daher auch E € M(E) A E ¢ M(E) behaupten. Fur den Autor ist dann al-
lerdings die geforderte Widerspruchsfreiheit nicht gegeben und er erkennt darauf be-
grundete Beweise nicht an.

5.3. Das Modell der Lesegerate:

Potentielle Leser werden etwa so betrachtet wie Lesegerate, die auf wie immer gear-
tete Dateneingaben zu wie immer gearteten ,Aussagen“ kommen. Die Frage, ob sol-
che Aussagen wahr sind oder nicht, ist sekundar. Nur die objektive Arbeitsweise der
Lesegerate wird beobachtet.

6. Die Bedeutung der Umgangssprache:

Abschlieltend noch eine Bemerkung zur Frage ,Metasprache®, also Mitteilungen in
denen wieder Uber Miteilungen gesprochen wird Ein moglicher Einwand, die hier auf
Grund von Mitteilungen vorgenommenen Anordnungen betrafen nur Elemente einer
Metasprache, Ubersieht, dass in jeder Diskussion vorausgesetzt werden muss (!), die
Diskutanten hatten sich zu Beginn auf irgend eine ,Umgangssprache” geeinigt, in der
sie die Diskussion beginnen. Ordnet man dieser Umgangssprache im Stufenbau der
Metasprachen die Stufe 1 zu, dann kann der Stufenbau nur nach oben — und zwar
unbegrenzt — fortgesetzt werden, bleibt aber immer endlich. Mit Hilfe der Umgangs-
sprache die Uberabzahlbarkeit von Mengen zu beweisen zu wollen gleicht der An-
kindigung: ,lch fasse zunachst alle Denkobjekte in einer Gruppe zusammen, Uber
die gesprochen werden kann, und spreche jetzt Gber Denkobjekte aul3erhalb dieser
Gruppe®“. Jeder Versuch, die Cantor’'schen Elemente als Ausgangspunkte fur den
Start ins Uberabzahlbare heranzuziehen, ist ebenso zum Misslingen verurteilt wie der
Versuch Munchhausens, sich am eigenen Zopf aus dem Sumpf zu ziehen.
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7. Verwendete Bezeichnungen in alphabetischer Reihenfolge:

A(M): Eine abzahlbare Anordnung aller Mitteilungen M

AM(E): Eine abzahlbare Anordnung der Elemente E einer beliebigen Menge M(E) mit
Hilfe der sie beschreibenden Mitteilungen M(E)

AM(E,x1,x2,X3,t): Eine abzahlbare Anordnung der Elemente E einer beliebigen Menge
M(E) mit Hilfe der sie beschreibenden Mitteilungen M(E,x+,X2,X3,t)

AM(n): Eine neue abzahlbare Anordnung der naturlichen Zahlen n mit Hilfe der
sie beschreibenden Mitteilungen M(n)

AM[P(n)]: Eine abzahlbare Anordnung der Elemente P(n) der Potenzmenge M[P(n)]
der Menge der natlrlichen Zahlen n mit Hilfe der sie beschreibenden
Mitteilungen M[P(n)]

AM(r): Eine abzahlbare Anordnung der reellen Zahlen r aus dem Intervall(0,1]

A[MR(E,x1,X2,X3,1)]: Eine abzahlbare Anordnung der Mitteilungen MR(E,x1,X2,X3,t)

A[MR(n)]: Eine abzahlbare Anordnung der Mitteilungen MR(n)

A{MR[P(n)]}: Eine abzahlbare Anordnung der Mitteilungen MR[P(n)]

A[MR(r)]: Eine abzahlbare Anordnung der Mitteilungen MR(r)

AMR(x1,X2,X3,1): Eine abzahlbare Anordnung aller potentiellen Lesevorgange

A[P(n)]: Eine beliebige Anordnung der Elemente P(n) der Menge M[P(n)]

A(r): Eine beliebige Anordnung der reellen Zahlen aus dem Intervall (0,1]

A(WEg): Eine abzahlbare Anordnung aller Elementarwurfel

C: Ein zum Nachweis der Uberabzahlbarkeit einer Menge von einem Kritiker
angegebenes Element aus eben dieser Menge

D[A(r)]: Eine Cantor’sche Diagonalzahl auf Grund der Anordnung A(r)

D[AM(r)]: Eine Cantor’sche Diagonalzahl auf Grund der Anordnung AM(r)

E: Ein Element einer beliebigen Menge M(E)

Ex: Ein Element, das in einer abzahlbaren Anordnung an k' Stelle steht

G(m): Die Gruppe aller Mitteilungen M mit der Seitenldnge m-102 mm

M: Eine Mitteilung in Form beliebiger quadratischer graphischer Darstellungen

M(C,x1,X2,X3,1): Eine Mitteilung, die das Element C in dem durch den Elementarwirfel
WEe(X1,X2,X3,t) gekennzeichneten potentiellen Lesevorgang eindeutig und
widerspruchsfrei beschreibt

M{D[AM(r)]}: Eine Mitteilung, welche die Diagonalzahl D[AM(r)] eindeutig und
widerspruchsfrei beschreibt

M(E): Eine Mitteilung, die das Element E eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt

M(E,x4,x2,X3,t): Eine Mitteilung, die das Element E in dem durch den Elementarwrfel
WEe(x1,X2,X3,t) gekennzeichneten potentiellen Lesevorgang eindeutig und
widerspruchsfrei beschreibt

M(n): Eine Mitteilung, die n eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt

M[P(n)]: Eine Mitteilung, die P(n) eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt

M(r): Eine Mitteilung, die r eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt

MR(C): Eine das Cantor’'sche Element C eindeutig und widerspruchsfrei beschrei-
bende Mitteilung

MR(C)«: Die k'™ Mitteilung aus der abzahlbaren Anordnung A[MR(E)]

MR(C,x1,X2,X3,t) = MR(C,x1,X2,X3,t)x: Die C eineindeutig und widerspruchsfrei be-
schreibende Mitteilung, die in der abzahlbaren Anordnung A[MR(E,x1,X2,X3,t)
an k"' Stelle steht

MR(E): Die E eineindeutig und widerspruchsfrei beschreibende Mitteilung M aus dem
reduzierten Schubladenkasten SK[MR(E)]

MR(E,x1,x2,x3,1): Die E eineindeutig und widerspruchsfrei beschreibende Mitteilung
M(E,x1,X2,X3,t) aus dem reduzierten Schubladenkasten SK[MR(E,x1,X2,X3,t)]

MR(n): Die n eineindeutig und widerspruchsfrei beschreibende Mitteilung M aus dem
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reduzierten Schubladenkasten SK[MR(n)]

MR[P(n)]: Die P(n) eineindeutig und widerspruchsfrei beschreibende Mitteilung M
aus dem reduzierten Schubladenkasten SK{MR[P(n)]}

MR[P(n)]«: Die k' Mitteilung aus der abz&hlbaren Anordnung A{MR[P(n)]}

MR(r): Die r eineindeutig und widerspruchsfrei beschreibende Mitteilung M aus dem
reduzierten Schubladenkasten SK[MR(r)]

M(E) Eine beliebige Menge von Elementen E

M[P(n)]: Die Potenzmenge der Menge der naturlichen Zahlen

7. Die Menge aller Mitteilungen M

7ZMR(E): Die Menge aller Mitteilungen MR(E)

7ZOMR (E,x1,X2,X3,1): Die Menge aller Mitteilungen MR(E,x1,X2,X3,t)

7#7MR[P(n)]: Die Menge aller Mitteilungen MR[P(n)]

7#R(n): Die Menge aller Mitteilungen MR(n)

7#R(r): Die Menge aller Mitteilungen MR(r)

N[WEg(X1,X2,X3,1)]: Die Nummer des Elementarwurfels Wg(x1,X2,X3,t) in A(Wg)

N[WEe(E,Xx1,X2,X3,t)]: Die Nummer des Elementarwurfels We(E,x1,X2,%3,t) in A(WEg)

P(n): Ein Element der Potenzmenge M[P(n)] der Menge der naturlichen Zahlen

P(n)«: Die k' Menge aus der abzéhlbaren Anordnung A[P(n)]

SK(M): Ein Schubladenkasten, mit genau einer Lade fur jede Mitteilung M aus A(M)

SK[M(E)]: Ein Schubladenkasten mit genau einer Lade fur jede Mitteilung M(E)

SK[M(E,x1,X2,X3,1)]: Ein raumzeitlicher Schubladenkasten mit genau einer Lade flr
jede Mitteilung M(E,x1,X2,X3,t)

SK[M(n)]: Ein Schubladenkasten mit genau einer Lade fur jede Mitteilung M(n)

SK{M[P(n)]: Ein Schubladenkasten mit genau einer Lade fir jede Mitteilung M[P(n)]

SK[M(r)]: Ein Schubladenkasten mit genau einer Lade fir jede Mitteilung M(r)

SK[MR(E)]: Ein reduzierter Schubladenkasten mit genau einer Mitteilung MR(E) fur
jedes E

SK[MR(E,x1,X2,x3,t)]: Ein reduzierter raumzeitlicher Schubladenkasten mit genau
einer Mitteilung MR(E,x1,X2,X3,t) flr jedes E

SK[MR(n)]: Ein reduzierter Schubladenkasten mit genau einer Mitteilung MR(n) fir
jedes n

SK{MR[P(n)]}: Ein reduzierter Schubladenkasten mit genau einer MR[P(n)] fur jedes
P(n)

SK[MR(r)]: Ein reduzierter Schubladenkasten mit genau einer Mitteilung MR(r) flr
jedesr

WEe(X1,X2,X3,t): Ein raumzeitlicher Elementarwurfel mit der Seitenlange 1 mm und der
Dauer 1 Sekunde bestehend aus den Raumzeitpunkten (&1,&2,&3,7) mit
X <&E<x+1mm,(i=123)undt<t<t+1sek.

WE(C,X1,X2,X3,t)Z

WEe(E,x1,X2,X3,t): Raumzeitlicher Elementarwurfel, der den potentiellen Lesevorgang,
dessen Mitteilung das Element C bzw ein Element E aus M(E) jeweils eindeu-
tig und widerspruchsfrei beschreibt, gemaf 5.1.3. eindeutig kennzeichnet

(x1,X2,X3,t): Ein Punkt der vierdimensionalen Raumzeit

(&1,€2,E3,7): Ein Punkt der vierdimensionalen Raumzeit

Z(M): Eine jeder Mitteilung M zur Nummerierung eineindeutig zugeordnete Zahl

AUTOR: Karl-Heinz Wolff, TU Wien

Erste Verdffentlichung dieser Methode in ,Zur Problematik der absoluten Uberabzahlbarkeit* in ,PHI-
LOSOPHIA NATURALIS®, Bd. 13, Heft 4, 3. Vierteljahr 1972, Verlag Anton Hain-Meisenheim/Glan



DEFINITION, ERKLARUNG UND MATHEMATISCHER BEWEIS
(Karl-Heinz Wolff)

Definitionen und Erklarungen haben gemeinsam, dal} sie einen unbekannten
oder nicht vollstandig bekannten Begriff durch bekannte Begriffe erlautern bzw. dar-
stellen. Der Unterschied zwischen Definition und Erklarung liegt (m.E.) darin, dal® durch
eine Definition (im Gegensatz zur einfachen Erklarung) eine eineindeutige Zuordnung
von ,Begriff* und ,Definition dieses Begriffes gegeben wird.

Zur Bezeichnung der ,Begriffe“ werden ebenso wie zur ,Definition” oder zur ,Er-
klarung“ Worte und Satze verwendet. Offenbar sind Definitionen ebenso wie Erklarun-
gen nur dann sinnvoll, wenn die zu ihrer Darstellung verwendeten Worte und Satze als
.bekannt* vorausgesetzt werden kdnnen. Ist auch nur ein in einer Definition verwende-
tes Wort, auch nur ein verwendeter Satz nicht ,bekannt®, also nicht verstandlich, dann
mul} dieses Wort, dieser Satz, selbst definiert werden. Eine Definition (und ebenso eine
Erklarung) ist daher nur dann vollstandig, wird nur dann ihrer Aufgabe gerecht, wenn
sie nur mehr ,bekannte®, also verstandliche Worte und Satze enthalt.

Daraus folgt, dal} Definition, Erklarung, ja dafld ganz allgemein ein Sprechen Uber
etwas nur sinnvoll sein kann, wenn vorher Uber den Sinn eines gewissen Grundstocks
von Worten und Wortkombinationen Einvernehmen besteht.

Anders ausgedruckt, Definitionen und Erklarungen verschieben nur die Frage
nach dem Sinn, nach der Bedeutung von Worten und Satzen im Bereich der Worte und
Satze, also in einer Sprache hin und her. Soll die Sprache zur Verstandigung zwischen
zwei verschiedenen Individuen dienen, mul} zwischen ihnen bereits Einvernehmen Uber
die Bedeutung eines solchen Grundstocks von Worten und Wortkombinationen beste-
hen. (Vgl. die Kategorien Kants).

In der Mathematik bieten sich die naturlichen Zahlen als ein solcher Grundstock
an, also als etwas, woruber Einvernehmen vorausgesetzt werden darf. Sie lassen sich
durch das einfache Experiment des Abzahlens verstehen. Ein Experiment, das jeder
Mensch im Laufe seines Lebens (lernend) vollzogen hat. Die Einfuhrung der natlrlichen
Zahlen mit Hilfe eines Axiomensystems ist natlrlich ebenfalls mdglich. Fraglich ist nur,
ob die dabei verwendeten Begriffe, die zum Verstandnis des Systems notwendig sind,
eher (frlher) vorausgesetzt werden kdénnen als die naturlichen Zahlen. Fir mich méchte
ich diese Frage verneinen.

Das Heranziehen der naturlichen Zahlen als Grundstock hat unter anderem auch
den Vorteil, daly ,12 = 3 x 4“ nicht (nach Kant) als synthetisches Urteil a priori sondern
als Ergebnis eines ,Experiments®, namlich des Abzahlens von drei Reihen a vier Ele-
menten, verstanden wird.

Das Hin- und Herschieben der Frage nach der Bedeutung von Worten und Sat-
zen im Bereich der Worte und Satze birgt m.E. die groRe Gefahr, sich in immer komple-
xere Strukturen zu verlieren. Dies scheint mir z.B. fur den Bereich der axiomatischen
Mengenlehre ebenso zu gelten wie flir sogenannte Uberabzahlbare Mengen.

Die Anwendung der vorstehenden Uberlegungen auf mathematische Beweise ist
offensichtlich. Auch jede mathematische Beweisflihrung setzt ein vorheriges Einver-
nehmen Uber die Bedeutung eines Grundstocks von Worten und Wortkombinationen
voraus. Dies implizit vorauszusetzen erscheint mir unzuldssig. Nur so fand - ungerecht-
fertigt - das sogenannte ,aktual Unendliche” Eingang in die Mathematik.



Sprechen wir uber Zahlen
(Karl-Heinz Wolff)

Die Uberschrift ist insoweit irreflihrend, als der Autor ja schreibt und nicht mit dem Leser
spricht. Was Mathematik im allgemeinen und Zahlen im besonderen betrifft, geht man
wohl nicht fehl in der Annahme, daf} Uber alles, worlber gesprochen werden kann, auch
geschrieben werden kann. Mathematische Satze, mathematische Beweise, missen sogar
schriftlich vorliegen, wenn sie allgemein anerkannt werden sollen.

Will man sich gegenuber einer Person verstandlich machen, mul} diese Person die ge-
wahlte Sprache verstehen. Will man sich schriftlich verstandlich machen, mul der Leser
nicht nur die Schrift kennen sondern auch die Bedeutung der verwendeten Zeichen, Worte
und Wortkombinationen.

Wir gehen zunachst davon aus, daf3 fur die schriftliche Darstellung eine gewisse Anzahl
von Zeichen zur Verfugung stehen, wie Buchstaben, Ziffern, Symbole, Rechenzeichen,
das Spatium usw. Diese Zeichen kdnnen kursiv, fettgedruckt, hdher- oder tiefergestellt
verwendet werden. Es kdnnen lateinische, griechische, gotische usw. Buchstaben zuge-
lassen sein. Es kann sich dabei etwa um alle in einer Druckerei oder in einem Computer
zur Verfugung stehenden Zeichen handeln. Allgemein nehmen wir an, es stehen o ver-
schiedene Zeichen o jmiti =1, 2, ... ® zur Verfligung und wir bezeichnen die Zeichen-

menge mit £2: = {oq, o, ..., Oy} .

Was kann nun alles geschrieben werden? Wir bezeichnen eine Zeichenfolge, die aus ge-
nau L zeilenweise angeordneten Zeichen besteht, mit L7F. Offenbar gibt es genau o ver-
schiedene Zeichenfolgen LZF der Lange L.

Wir wollen ja Gber Zahlen sprechen. Betrachten wir also Zeichenfolgen, die Zahlen be-
schreiben. Solche Zeichenfolgen sind z.B. ,1“ oder ,17“. Der Computer ermoglicht auch

andere Beschreibungen wie z.B. ,,103“. Diese Zahl kann aber auch durch ,,1000“ beschrie-
ben werden. Einigt man sich etwa auf die Beschreibung ,,ab“ ist gleichbedeutend ,aexpb®,

dann kann die recht groRe Zahl 9exp{9exp[9exp(9exp9)]} durch eine Zeichenfolge 27
lediglich der Lange L = 23 aus einer verhaltnismalig kleinen Zeichenmenge in einer Zeile
beschrieben werden.

Betrachten wir als nachstes Dezimalzahlen: , 1 “ kann als Dezimalzahl in der Form ,0.5"
1w«

beschrieben werden. Die Dezimalzahl-Beschreibung von ,, 3 “ wird problematisch, da hier
wegen 1= 0'333..... unendlich viele Dezimalstellen ungleich Null auftreten. Verwenden wir

die Ubliche Beschreibung 0’3 (sprich: Null Komma Drei periodisch), dann ist wenigstens
scheinbar als unendliche Dezimalzahl beschrieben. Wir wissen, dal} jede Dezimalstelle
gleich 3 ist. Aber das Gleiche gilt, wenn man will, auch fir die Zahl 1, die als

1°000..... = 1’6 oder 0’999..... = 0’§ ebenfalls als unendliche Dezimalzahl beschrieben
werden kann.
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Diese Beispiele sollen in die Problematik unendlicher Dezimalzahlen einfihren. Weitere
Beispiele sind transzendente Zahlen, wie z.B. e = 2.71828... Aber auch hier gibt es
1

(naturlich) endliche Beschreibungen wie etwa e = Z—'
n.

n=o

Wir wenden uns nun der Anordnung von Zahlen zu. Fur natirliche Zahlen bietet sich als
erstes eine Anordnung ihrer Grol3e nach an, also 1, 2, ... n, n+1,..... Diese Art der Anord-

nung ist bei den rationalen Zahlen % (a,b naturliche Zahlen) nicht moglich. Hier hilft man

sich etwa durch eine Anordnung zunachst in Zahlengruppen nach der Grof3e von a + b
und innerhalb dieser Gruppen nach der Grolke von a. Etwas umstandlicher aber unschwer
kdnnen auch die algebraischen Zahlen abzahlbar angeordnet werden.

Wir bemerken, dal} alle diese Anordnungen letzten Endes auf der Anordnung jener natur-
lichen Zahlen beruhen, die zur Berechnung der anzuordnenden Zahlen herangezogen
werden. Die naturlichen Zahlen sind das Herz jeder abzahlbaren Anordnung.

Bei transzendenten Zahlen, wie etwa e, versagen diese Methoden der Anordnung. Man
sagt z.B., dal’ es nicht moglich sei, die reellen Zahlen in einer Folge abzahlbar anzuord-
nen. Einen eleganten Beweis dafur hat Cantor mit Hilfe eines nach ihm benannten Diago-
nalverfahrens geliefert:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit beschranken wir uns auf die reellen Zahlen zwi-
schen 0 und 1. Zunachst nehmen wir an, es gabe eine Folge (r,) = RA(0,1) aller reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 und zeigen dann, wie Cantor einen Widerspruch zur Behauptung
der Vollstandigkeit dieser Folge herbeifuhrt. Dazu schreiben wir die reellen Zahlen aus der
Folge in Form unendlicher Dezimalzahlen folgendermalen an:

rM=0r11r2..Mn.....
rp=0"ra1r22...rn.....

rn = 0, rn"] rn’2 rn’n .....

Nun bilden wir eine reelle Zahl c =0’ c4c2 ... Cpy ..... , flr die lediglich Vn: ¢, # rp , gefordert
wird. Von 10 mdglichen Ziffern fur jede Dezimalstelle ist bei der Wahl von ¢ nur eine ver-
boten, 9 sind erlaubt. Man sieht sofort, daf} ein solches c in der Folge RA(0, 1) nicht enthal-

ten sein kann, da jede derartige ,Cantor’'sche Diagonalzahl“ sich von jeder Zahl r, € RA(0,1)
in der n*" Dezimalstelle unterscheidet.

Fur den Beweis nach Cantor ist es unerheblich, in welcher Weise die Zahlen in der Folge
RA(0,1) angeordnet wurden. Sein Beweis der Unvollstandigkeit gilt ja fir jede Folge.

Ist das wirklich so ?
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Bevor wir auf diese Frage konkret eingehen, betrachten wir noch einmal die sich einer ab-
zahlbaren Anordnung so zah widersetzenden transzendenten Zahlen. Man kann sie ja nicht
in Form unendlicher Dezimalzahlen anschreiben. Fir ihre Beschreibung sind jeweils um-
fangreichere Ausdricke notwendig. Es ist zu erwarten, dal3, je komplexere Beschreibungen
zugelassen werden, desto mehr transzendente Zahlen beschrieben werden kdnnen.

Betrachten wir einmal die Cantor’'sche Diagonalzahl c selbst. Wie lautet ihre Beschreibung?
Um c zu beschreiben mul} zuerst eine Folge (r,) von reellen Zahlen zwischen 0 und 1 vor-
liegen. Erst auf Grund einer solchen konkreten Folge kann die gesuchte Diagonalzahl etwa
durch ¢y =1 fur rp n # 1 und ¢, = 2 flr rp, , = 1 beschrieben werden.

c wird also nicht durch eine ,Formel“ im klassischen mathematischen Sinn beschrieben,
wie etwa eine rationale Zahl %, sondern ,verbal®, also durch Worte. Aber auch die ratio-

nalen und die algebraischen Zahlen lassen sich letztlich ,verbal“ beschreiben.

Dies legt es nahe, eine Anordnung von Zahlen auf Grund ihrer verbalen Beschreibung zu
versuchen. Verbale Beschreibungen kénnen in Form von Zeichenfolgen ZF vorgenommen
werden. Wir betrachten also alle Zeichenfolgen ZF, welche eine reelle Zahl r = r(ZF) be-
schreiben. “ZF mit r = r("ZF) sei eine solche Zeichenfolge der Lange L. Werden die Ziffern
0 bis 9 in der Zeichenmenge 2 zugelassen, dann ist 'ZF = 1 eine Zeichenfolge, welche

die reelle Zahl 1 beschreibt, 27F = 17 eine Zeichenfolge, welche die reelle Zahl 17 be-
schreibt, usw.

Naturlich gibt es eine Vielzahl von verbalen Beschreibungen einer reellen Zahl. Es kann 1
auch durch die Zeichenfolge ,a geteilt durch a“, 17 auch durch ,siebzehn® oder ,vierund-
dreiRig geteilt durch zwei“, usw. beschrieben werden.

Zeichenfolgen lassen sich unschwer abzahlbar anordnen. Legt man die Zeichenmenge 2
zugrunde, dann hat eine Zeichenfolge LZFn der Lange L die Gestalt ans ana ... o mit

oank € £2und k = nq, no ... n.. Zur abzahlbaren Anordnung bilden wir flr jede solche Zeichen-
folge ‘ZF, eine Hilfszahl T1(“ZF,) = 2™:3". .. .a™.... .n. ™, wobei m die k' Primzahl in der
Primzahlenfolge I7: = (2, 3, ... }, .....) ist. Wéare etwa o4 der Buchstabe ,a“ und oy der Buch-
stabe ,b“, dann entspricht die Hilfszahl IT =2 = 2" = n11 der Zeichenfolge ,a.1“, also

dem ,a“ die Hilfszahl I1 =4 = 22 = Tc12 der Zeichenfolge ap, also dem ,b“, die Hilfszahl

m=18= 2"x3%= n11 X n22 der Zeichenfolge a0, also ,ab“, usw.
Wir kénnen also alle endlichen Zeichenfolgen ZF nach der GrofRe ihrer Hilfszahlen T1(ZF)

in einer Folge (ZF) = ZFA abzahlbar anordnen. Dazu setzen wir 1(1%1)1 I1(ZF) =T1(ZF¢) =2

und im weiteren Vn: T1(ZF,) < T1(ZFn+1). Man erhalt nun etwa I1(ZF2) = 4 mit ZF2 = ap,
I1(ZF3) = 6 mit ZF3 = aqauq, T1(ZF4) = 8 mit ZF4 = a3 usw.
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Im weiteren betrachten wir alle reellen Zahlen r(ZF) mit 0 < r(ZF) < 1, die durch eine Zei-
chenfolge ZF eindeutig und widerspruchsfrei (!) beschrieben werden. Diese reellen Zahlen
ordnen wir nach der Gro3e der Hilfszahlen I1(ZF) der sie beschreibenden Zeichenfolgen
ZF in einer Folge (ry) = RA(0,1) abzahlbar an. Da reelle Zahlen durch mehrere Zeichen-
folgen eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden kdnnen, tritt jede solche reelle
Zahl in der Folge RA(0,1) mehrfach auf. Wir behaupten:

1) In der Folge RA(0,1) sind alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1 enthalten.

2) Eine Cantor’sche Diagonalzahl kann nicht widerspruchsfrei eingefuhrt werden.

Die Anordnung der reellen Zahlen in der Folge RA(0,1) hangt naturlich von der zugrunde
gelegten Zeichenmenge £ ab, sowie vom ,Sinn“ den der Leser einer Zeichenfolge zubil-
ligt. Wir wollen annehmen, dal} dariber ebenso Einvernehmen besteht, wie bei der Inter-
pretation der vorhandenen mathematischen Literatur und es sei r,, die n'® reelle Zahl in der

Folge RA(0,1). Als Dezimalzahl geschrieben habe sie die Form: r, =0’ ry1rm2 ... fan .....

Wir versuchen nun, die Unvollstandigkeit der Folge RA(0,7) nach Cantor zu beweisen.
Dazu bilden wir eine Diagonalzahl ¢ =0’ cqcz ... Cpy ..... mit Vn: ¢, # rp n. Konnte ein solches

c gefunden werden, mufdte vn: ¢ # r, gelten. Damit ware c ¢ RA(0,1), die Folge also un-
vollstandig.

Tatsachlich kann aber flr die von uns gewahlte Folge RA(0,1) ein solches c nicht wider-
spruchsfrei gefunden werden. Zweifellos gibt es eine Zeichenfolge ZF mit ¢ = ¢(ZF), die ei-
nerseits die Bildung der zugrunde gelegten Folge RA(0, 1) und andererseits das darauf be-
ruhende Bildungsgesetz von ¢ beschreibt. ZF ist also eine Zeichenfolge, welche die reelle
Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 eindeutig beschreibt. Wird ¢ durch ZF aber auch widerspruchsfrei be-
schrieben?

Fur die Zeichenfolge ZF kdnnen wir die Hilfszahl I1(ZF) bilden, die ZF eindeutig kennzeich-
net. Fur die Folge RA(0, 1) haben wir alle Zeichenfolgen ausgewahlt, die eine reelle Zahl
zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben. Ware dies fur ¢ = ¢(ZF) der
Fall, dann hatte ZF ausgewahlt werden missen und c hatte entsprechend der Grofe der
Hilfszahl T1(ZF) definitionsgemaR einen Platz in der Folge RA(0,1). Dort stehe c etwa an

der n'®" Stelle, d.h. es ware ¢ = ry. Daraus folgt aber ¢, = r,  im Widerspruch zu Vn: ¢y # rp p,
wie dies fur die Cantor’'sche Diagonalzahl gefordert wurde.

Dieser Widerspruch beruht darauf, daf3 alle endlichen Zeichenfolgen ZF nach der GroRRe
ihrer Hilfszahlen I1(ZF) in einer Folge ZFA abzahlbar angeordnet werden kénnen. Unab-
hangig davon, welcher ,Sinn“ einer bestimmten Zeichenfolge zugesprochen wird, ist fur
jede ein Platz in der Folge ZFA reserviert. Damit wird aber die Definition jeder Cantor’-
schen Diagonalzahl selbst widersprichlich. Das erforderliche ¢ kann durch keine Zeichen-
folge ZF widerspruchsfrei beschrieben werden. Beweise, in denen in sich widersprichliche
Begriffe als widerspruchsfrei verwendet werden, bezeichnet der Autor als mi3lungen.

Dies qilt fir ihn auch hinsichtlich des obigen Versuches, mit Hilfe einer Cantor'schen
Diagonalzahl die Unvollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung aller reellen Zahlen zwi-
schen 0 und 1 in der Folge RA(0,7) zu beweisen.
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Ein leises Unbehagen bei der Betrachtung der Folge RA(0, 1) liegt fur den Autor darin be-
grundet, dal sie auf einer Anordnung von Zeichenfolgen beruht, einer Anordnung, die auf
den ersten Blick nichts mit Mathematik zu tun hat. In der Mathematik ist man an Anord-
nungen, wie die der naturlichen Zahlen (die bekanntlich von Gott stammen), gewohnt. Die
weiter oben beschriebene Anordnung der rationalen Zahlen ist man ebenfalls noch ge-
wohnt. Auch die Auswahl der von uns flur die Anordnung der reellen Zahlen zwischen 0
und 1 heranzuziehenden rationalen Zahlen bereitet keine Schwierigkeit. Man wahlt dabei
in der durch die natlrlichen Zahlen a und b gebildeten Gruppe nur jene rationalen Zahlen

b
% aus, die zwischen 0 und 1 liegen, also alle amit 1 < a < 5

Etwas umstandlicher ist schon die Anordnung der algebraischen reellen Zahlen zwischen
0 und 1. Zwar ist die Anordnung der algebraischen Gleichungen unproblematisch, doch
gibt es keine allgemeine Formel fur die Wurzeln einer algebraischen Gleichung, deren
Grad hoher als 4 ist. Um zu einer Anordnung aller reellen algebraischen Zahlen zwischen
0 und 1 zu kommen, mufy man daher zunachst alle Wurzeln a + bi mit nicht verschwinden-
dem Imaginarteil b ausscheiden und aus den verbleibenden die mit 0 < a < 1 auswahlen.
Diese Aufgabe erscheint durchaus der Aufgabe vergleichbar, eine Zeichenfolge ZF darauf-
hin zu Uberprifen, ob durch sie eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und wider-
spruchsfrei beschrieben wird.

FUr den Autor ist der fir eine Entscheidung in beiden Fallen notwendige Arbeitsaufwand
zweitrangig. Entscheidend ist die Tatsache, dal} es sich sowohl bei der Menge der algebra-
ischen Zahlen als auch bei der Menge der zu prifenden Zeichenfolgen um abzahlbare
Mengen handelt. Es treten also bisher noch keine Mengen auf, deren Machtigkeit die der
natlrlichen Zahlen Ubersteigt, wie etwa das Kontinuum im klassischen Sinn.

Uberabzahlbare Mengen werden aber auch rein mengentheoretisch eingefihrt, etwa durch
die Bildung der ,Potenzmenge® einer unendlichen Menge. Wir wollen nicht weiter ins Detail
gehen. Hier nur soviel: Auch die Bildung der Potenzmenge M und insbesondere die Aus-
wahl eines ihrer Elemente ist nur mit Hilfe verbaler Beschreibungen maéglich, bewegt sich
daher wieder nur im Bereich der Zeichenfolgen. Zu jedem verbal beschriebenen Element E
aus M gibt es daher Zeichenfolgen ZF mit E = E(ZF), die E eindeutig beschreiben. Alle
solchen Elemente E = E(ZF) kbnnen nach der Grolie der Hilfszahlen I1(ZF) (also entspre-
chend dem Platz der Zeichenfolge ZF in ZFA) in einer Folge abzahlbar angeordnet wer-
den. Jede Beschreibung eines Elementes der Potenzmenge M, das in dieser Folge nicht
enthalten sei, enthalt wiederum einen Widerspruch.

Man kann eben Mathematik (wie alle anderen Wissenschaften) nur mit Worten einer pro-
blembezogenen Sprache betreiben (Mit Worten a3t sich trefflich streiten...). Der Versuch,
durch eine notwendigerweise verbale Konstruktion Uberabzahlbarer Mengen Uber den Be-
reich der abzahlbaren Zeichenfolgen bzw. der durch sie beschreibbaren Objekte hinaus zu
gelangen, gleicht dem Versuch Miinchhausens, sich am eigenen Zopf aus dem Sumpf zu
ziehen. Dieser Versuch wird ja dem Reich der Marchen und Sagen zugeordnet. Aber das
ist ein anderes Thema.



Die Menge der reellen Zahlen als Untermenge einer abzahlbaren Menge
(Was kann die ,,Umgangssprache* leisten ?)

And speech created thought which is the measure of the universe (SHELLEY).

Jedes mathematische Lehrbuch, jeder mathematische Satz, jede Diskussion Gber mathematische Themen wird
in der Praxis in einer ,Umgangssprache” abgefasst; die vorliegende Arbeit etwa in einer Deutschen Sprache. Es
herrscht aber Einverstandnis dartber, dass der ,Sinn einer Aussage“ von der fur sie gewahlten Sprache
unabhangig ist und dass es grundsatzlich immer maoglich ist, Aussagen von einer Umgangssprache in eine
andere zu Ubersetzen, ohne dass deren Sinn verloren geht. Zumindest wollen wir nur solche Umgangssprachen
zulassen, in die alle Aussagen in Deutscher Sprache lbersetzt werden kénnen. Ziel unserer Uberlegungen ist
es letztlich zu zeigen, dass es nicht widerspruchsfrei moéglich ist, Gber den Bereich der ,endlichen
umgangssprachlichen Aussagen® hinaus zu gelangen. Alle derartigen Aussagen werden wir als Teil einer
abzahlbaren Anordnung von ,Zeichenfolgen® darstellen, ohne dass allen diesen Zeichenfolgen ein Sinngehalt
zukommen muss. Am Beispiel der nach diesen Grundsatzen angeordneten naturlichen Zahlen Iasst sich
einfach zeigen, dass eine analoge Anordnung fir alle Denkobjekte moglich ist, ,,iber die man sprechen kann®,
insbesondere auch Uber die reellen Zahlen. Einwande dagegen flihren zu Widersprichen.

1. Eine abzahlbare Anordnung der naturlichen Zahlen:

1.1.Die ,Umgangssprache®:

1.1.1. Die von uns hier verwendete Umgangssprache ist Deutsch. Es kann sich aber
genauso gut um jede beliebige existierende oder neu zu konstruierende Sprache
handeln. Einzige Voraussetzung ist, dass in diese andere Sprache und aus
dieser anderen Sprache alle behandelten mathematischen Satze,
Beweisfuhrungen etc. ,sinngemal richtig“ Ubersetzt werden kdnnen.

1.1.2. Die Voraussetzung einer ,sinngemaR richtigen* Ubersetzung bedeutet keine
unzulassige Beschrankung der Allgemeinheit, findet doch jeder verbale oder
schriftiche Gedankenaustausch unter der Voraussetzung statt, alle
Diskussionsteilnehmer seien sich tUber den Sinn der jeweils verwendeten
Begriffsbezeichnungen einig.

1.2.Eine Darstellung der Menge aller moglichen Aussagen der Umgangssprache als

Teilmenge einer abzahlbaren Menge von Zeichenfolgen:

1.2.1. Die Sprache ist urspringlich ein akustisches Phanomen. Sie dient der
Verstandigung. Gleiches gilt fir das (abgesehen von Blindenschrift etc.) optische
Phanomen der Schrift. Im Hinblick darauf, dass wissenschaftliche Aussagen
letztlich immer schriftlich niedergelegt werden, befassen wir uns im weiteren ohne
Beschrankung der Allgemeinheit mit schriftlichen Aussagen.

1.2.2. Um alle schriftlichen Aussagen in der Umgangssprache als Teilmenge einer
abzahlbaren Menge von Zeichenfolgen darzustellen, bestimmen wir zunachst die
zulassigen Schriftzeichen. Die vorliegende Arbeit wird auf einem PC geschrieben.
Es ware daher naheliegend, alle auf dem PC zur Verfigung stehenden Zeichen
zuzulassen. Wir wollen ganz allgemein | verschieden Zeichen zulassen. Der
Zeichenvorrat Z bestehe daher aus Z = {z1, z,, ... z;, ... z}}. Z soll jedenfalls auch
die Leerstelle enthalten.

1.2.3. Alle moglichen Zeichenfolgen kénnen nun unschwer abzahlbar angeordnet
werden. Dazu gruppieren wir sie zunachst nach ihrer Lange. In der Gruppe s
fassen wir alle Zeichenfolgen (zj1, Zjys st) der Lange s zusammen. Jede

Zeichenfolge entsteht aus der Verteilung der | zur Verfugung stehenden
verschiedenen Zeichen auf die s zur Verfugung stehenden Platze. Es gibt also
innerhalb der Gruppe s genau I° verschiedenen Zeichenfolgen, die unschwer von
(z1, z4, ... , z1) bis (z,, z, ... , z) angeordnet werden kénnen.

1.2.4. Die gemal (1.2.3) vorgenommene abzahlbare Anordnung aller endlichen aber
unbeschrankten Zeichenfolgen enthalt somit alle méglichen endlichen
schriftlichen Aussagen der Umgangssprache. Die Anordnung ist rein formaler



Natur. Es wurde hier vermieden, auf einen allfalligen ,.Sinn“ der Zeichenfolgen
einzugehen und etwa zwischen sinnvollen, sinnlosen, mehrdeutigen,
widerspruchlichen etc. Aussagen zu unterscheiden. Wichtig ist aber, dass
jedenfalls alle jene Aussagen, die in einer Diskussion Uber ein mathematisches
Thema in der Umgangssprache gemacht werden kdnnen, enthalten sind.

1.3.Die natiirlichen Zahlen:

1.3.1. Kant hat den Kategorien ,Raum” und ,Zeit" zentrale Bedeutung beigemessen,
weil er der Meinung war, sie waren unabhangig von der Erfahrung a priori
Realitat. Wir wollen den naturlichen Zahlen zentrale Bedeutung beimessen. Zwar
nehmen wir sie nicht als a priori, unabhangig von der Erfahrung, vorgegeben an
doch ist das ,Experiment des Abzahlens® so fundamental, dass es nahezu analog
der Erfahrung von Raum und Zeit fur jedermann nachvollziehbar erscheint. Ist
daher z.B. von der ,Anzahl n“ der Kugeln in einem Sack die Rede, so wird man
davon ausgehen durfen, dass jeder Zahlende zum selben Ergebnis gelangt.

1.3.2. Diese Bemerkung erfordert allerdings eine Erganzung. Soll ,jeder Zahlende*
zum selben Ergebnis gelangen, muss er gewisse Voraussetzungen erflllen. Er
muss etwa im Stande sein, den Zahlvorgang vorzunehmen, er muss bereit sein,
das Ergebnis wahrheitsgemal wiederzugeben etc.. Die Tatsache, dass in der
(Deutschen) Sprache zuerst nur die Begriffe ,eins“ und ,viel“ entwickelt wurden
scheint darauf hin zu deuten, dass der Vorgang des Zahlens nicht vallig trivial ist.
Neben der Bezeichnung eines einzelnen Objektes, etwa ,Baum®, wurde offenbar
zunachst nur ein Wort fur den Begriff ,viel Baum®, namlich ,Baume® entwickelt,
das fur zwei Baume ebenso anzuwenden war wie flr einen ganzen Wald. Erst
durch den Vorgang des Abzahlens konnte der Begriff ,Baume” genauer
umschrieben werden.

1.4.Die Darstellung der natiirlichen Zahlen in der Umgangssprache:

1.4.1. Man wird wohl davon ausgehen koénnen, dass der flr Aussagen in der
Umgangssprache zur Verfugung stehende Zeichenvorrat die Ziffern 0 bis 9
enthalt. Mit ihrer Hilfe lassen sich alle natlrlichen Zahlen im Dezimalsystem
darstellen. Es zeigt sich dartber hinaus, dass alle diese Zahlen unendlich oft in
der abzahlbaren Menge der Zeichenfolgen auftreten. Jede als Zeichenfolge in der
Umgangssprache angeschriebene Zahl bleibt ja im allgemeinen unverandert,
wenn man vor oder nach ihr eine beliebige Anzahl von Leerstellen an die
Zeichenfolge anschliel3t. Jede etwa in der Gruppe s enthaltene Zahl findet sich
daher auch in allen Gruppen s +r mitr > 1.

1.4.2. Die natlrlichen Zahlen treten aber noch viel haufiger auf. Die Zahl 1 kann auch
verbal in der Form ,eins” oder ,EINS* dargestellt werden. Aber auch ,1 mal 1,

,313%,,1%, 1« etc. sind mogliche Darstellungen.

1.4.3. Die Frage, welche nattrliche Zahl eine bestimmte Zeichenfolge darstellt, kann
aus den verschiedensten Grinden unentscheidbar sein. Die Zahl kann von einer
in der Zeichenfolge enthaltenen unentscheidbaren Frage abhangen, sie kann von
einer zwar grundsatzlich entscheidbaren aber noch nicht entschiedenen Frage
abhangen, die Zeichenfolge kann so umfangreich sein, dass die zu ihrer
Durchmusterung notwendige Zeit alle praktischen Moglichkeiten Ubersteigt etc..

1.4.4. Wir gehen jedenfalls davon aus, dass die abzahlbare Menge der Zeichenfolgen
zu jeder naturlichen Zahl mindestens eine Zeichenfolge enthalt, welche diese
Zahl eindeutig und widerspruchsfrei darstellt. Das bedeutet, dass der Leser
dieser Zeichenfolge in Analogie zum Abzahlen von n Kugeln gemaf (1.3.2) im
Stande und bereit sein muss, ihren umgangssprachlichen Sinn in gleicher Weise
zu erkennen wie Ublicherweise der Leser einer in der Umgangssprache
geschriebenen mathematischen Arbeit.



1.4.5. Der Vollstandigkeit halber halten wir fest, dass wir nur solche durch endliche
Zeichenfolgen beschreibbare Denkobjekte als naturliche Zahlen gelten lassen,
die grundsatzlich durch einen Zahlvorgang erreicht werden konnen. Die Anzahl
der tatsachlich durch einen Zahlvorgang erreichbaren Zahlen ist nattrlich unter
anderem durch die fur das Zahlen erforderliche Zeit beschrankt. So wird man

etwa die Zahl 101 0'® in der Praxis nicht durch Abzahlen erreichen konnen. Als
Dezimalzahl ist sie zwar grundsatzlich aber ihres Umfanges wegen nicht
tatsachlich beschreibbar, da im Weltall nur Raum zum Anschreiben eines
verschwindenden Bruchteiles dieser Zahl zur Verfugung steht.

1.5.Eine Darstellung der Menge der naturlichen Zahlen als Teilmenge einer
abzahlbaren Menge:

1.5.1. Betrachten wir nun die Anordnung der Zeichenfolgen als Schubladenkasten.
Jede Zeichenfolge stellt genau eine Schublade dar. In jede Schublade, deren
Zeichenfolge eine naturliche Zahl eindeutig und widerspruchsfrei in der
Umgangssprache beschreibt, legen wir die betreffende Zahl.

1.5.2. Wie wir gemal (1.4) gesehen haben, liegt damit im Regelfall in unendlich vielen
Schubladen die selbe naturliche Zahl. In alle jene Schubladen, in denen keine
naturliche Zahl liegt, weil die betreffende Zeichenfolge keine natirliche Zahl
eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, legen wir die Zahl 1. Damit liegt in
jeder Schublade des Schubladenkastens genau eine naturliche Zahl.

1.5.3. Die Menge der Zeichenfolgen und damit die Menge der Schubladen ist
abzahlbar. Damit ist die Menge der in den Schubladen liegenden natirlichen
Zahlen wie gefordert als Teilmenge einer abzahlbaren Menge dargestellt worden.

1.6.Eine abzahlbare Anordnung der Menge der natiirlichen Zahlen:

1.6.1. Die natlrlichen Zahlen liegen in dem in (1.5) beschriebenen Schubladenkasten
ziemlich ungeordnet. Es liegt nahe, zu versuchen, die natirlichen Zahlen ,dichter
zu packen® und den Schubladenkasten so zu verkleinern, dass flr jede naturliche
Zahl nur mehr genau eine Schublade Ubrig bleibt. Dies ist unschwer moglich.
Man braucht sich nur auf genau jene Schubladen zu beschranken, in denen eine
bestimmte naturliche Zahl n jeweils in der abzahlbaren Anordnung der
Schubladen zum ersten Mal aufscheint und Iasst alle Gbrigen Schubladen, die
ebenfalls n enthalten, weg.

1.6.2. Eine Verdichtung gemal (1.6.1) setzt allerdings voraus, dass die Frage, ob eine
bestimmte Zeichenfolge eine natlrliche Zahl n eindeutig und widerspruchsfrei
beschreibt, ,objektiv* eindeutig und widerspruchsfrei beantwortet werden kann. In
einer Diskussion uber diese Frage zwischen zwei Personen P und P, lassen wir
nur solche in Form einer Zeichenfolge in der Umgangssprache ausgedrickten
Argumente zu, die flr beide Diskutanten in gleicher Weise verstandlich sind.
Weiter mussen beide Diskutanten ein und die selbe Zeichenfolge in der
Umgangssprache stets in ein und dem selben Sinn verwenden. Wo dies nicht der
Fall ist, wie etwa bei der Ublichen Verwendung der Zeichenfolge ,die nattrliche
Zahl x“, die in dieser Form keine natlrliche Zahl eindeutig und widerspruchsfrei
beschreibt, verlangen wir, dass die Zahl x durch Erweiterung der sie
beschreibenden Zeichenfolge spezifiziert wird, bis eine und nur eine naturliche
Zahl durch sie eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben wird.

1.6.3. Die Einschrankung gemal} (1.6.2) scheint auf den ersten Blick trivial zu sein.
Sie soll die Diskutanten auch nur daran hindern, die umgangssprachliche
Beschreibung naturlicher Zahlen zu verlassen, diese etwa nur abstrakt als Menge
von Elementen mit bestimmtem Eigenschaften zu behandeln, und nur diese
Elemente in der weiteren Diskussion umgangssprachlich zu beschreiben, ohne
die jeweilige naturliche Zahl, die ein derartiges Element darstellt, eindeutig und
widerspruchsfrei zu beschreiben. Die Trivialitat beruht offenbar darauf, dass uns



der Begriff ,naturliche Zahl* klar und eindeutig erscheint, da, wie in (1.2.1)
dargelegt, der Vorgang des Abzahlens ein anscheinend von jedermann jederzeit
nachvollziehbares Experiment ist. Betrachtet man aber statt der nattrlichen
Zahlen etwa reelle Zahlen, zu denen man nicht in gleicher einfacher
experimenteller Weise gelangen kann, wird die Frage der abzahlbaren
Anordnung komplexer.

2. Eine abzahlbare Anordnung der reellen Zahlen entsprechend der abzahlbaren
Anordnung der natiirlichen Zahlen gemaR (1):

2.1.Die Darstellung der reellen Zahlen in der Umgangssprache:

2.1.1. Bei den natlrlichen Zahlen kann aus wiederholten Zahlvorgangen sehr leicht
die Rechenregel der Addition abgeleitet werden. Deren Umkehrung, die
Subtraktion, fuhrt Uber die naturlichen Zahlen hinaus zur Null und zu den
negativen ganzen Zahlen. Die reellen Zahlen werden aber im Allgemeinen nicht
durch so einfache Rechenvorgange wie Addition und Subtraktion erzeugt.

2.1.2. Die mehrfache Anwendung der Addition naturlicher Zahlen kann zur
Multiplikation fihren, wobei der Bereich der naturlichen Zahlen nicht verlassen
wird. Aber schon die Umkehrung der Multiplikation, die Division, fuhrt zu den
rationalen Zahlen, wobei die Division durch Null zunachst ausgeschlossen
bleiben soll.

2.1.3. Sukzessive kdnnen immer mehr Arten reeller Zahlen definiert (entdeckt ?!)
werden. Algebraische Zahlen etwa kdnnen mit Hilfe algebraischer Gleichungen,
deren reelle Losungen sie sind, dargestellt werden. Weitere reelle Zahlen kénnen
durch Grenzwertbildungen ebenso gewonnen werden wie durch die
Einbeziehung reeller Losungen nicht algebraischer Gleichungen. Der Phantasie
sind keine sehr engen Granzen gesetzt aber alle diese neu definierten Zahlen
haben eines gemeinsam: es kann Uber sie in der Umgangssprache gesprochen
werden und man kann sie in der Umgangssprache eindeutig und widerspruchsfrei
beschreiben, wobei allerdings die grundsatzliche Problematik von
Beschreibungen in der Umgangssprache, etwa gemal (1.2.4), nicht Gbersehen
werden darf.

2.1.4. Etwas problematischer wird es auch, wenn neue Zahlen durch Beschreibungen
wie ,alle Denkobjekte mit den Eigenschaften E bis Es" eingefuhrt werden. Hier
wird es manchmal notwendig sein, nachzuweisen, dass diese Objekte unseres
Denkens auch widerspruchsfrei definiert wurden. Auf3erdem wird mit einer
derartigen Definition vielfach kein einzelnes Denkobjekt sondern eine Menge von
Denkobjekten angegeben wahrend es zu den Eigenschaften einer reellen Zahl
doch gehodren sollte, dass uber sie als einzelne Zahl gesprochen werden kann.
Nach den Erfahrungen mit allzu unkritischen Mengenbildungen (die Menge aller
Mengen ... ) ist hier sicher Vorsicht am Platz.

2.1.5. Fur unsere weiteren Uberlegungen genligt es aber, sich auf jene reellen Zahlen
zu beschranken, die gemal} (2.1.3) eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben
werden konnen.

2.2.Eine Darstellung der Menge der reellen Zahlen als Teilmenge einer abzahlbaren
Menge von Zeichenfolgen:

2.2.1. Wir betrachten wieder den Schubladenkasten gemaR (1.5.1). Nun legen wir in
jede Schublade, deren Zeichenfolge eine reelle Zahl eindeutig und
widerspruchsfrei in der Umgangssprache beschreibt, die betreffende Zahl. In alle
jene Schubladen, in denen keine reelle Zahl liegt, weil die betreffende
Zeichenfolge keine reelle Zahl eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, legen
wir die Zahl 1. Damit liegt in jeder Schublade des Schubladenkastens genau eine
reelle Zahl.



2.2.2. Da die Menge der Schubladen abzahlbar ist, wurde gemal (2.2.1) die Menge
der reellen Zahlen wie gefordert als Teilmenge einer abzahlbaren Menge
dargestellt.

2.3.Eine abzahlbare Anordnung der Menge der reellen Zahlen:

2.3.1. Wie die naturlichen Zahlen gemal (1.5.1) sind die reellen Zahlen im
Schubladenkasten gemal} (2.2.1) weitgehend ungeordnet. Wir verdichten
zunachst die Anordnung indem wir analog (1.6.1) fir jede reelle Zahl nur jene
Schublade belassen, in der diese Zahl zum ersten Mal auftritt. In den
verbleibenden Schubladen tritt dann jede reelle Zahl genau einmal auf. Daraus
erhalten wir eine abzahlbare Anordnung aller reellen Zahlen, soweit diese im
Schubladenkasten enthalten sind.

2.3.2. Auch hier machen wir die Einschrankung auf ,sinnvolle Diskussionen gemaf
(1.6.3)“. Diese Einschrankung erweist sich als nicht trivial. Bekanntlich wurden
zahlreiche Beweise dafur entwickelt, dass jede angeblich vollstandige abzahlbare
Anordnung der reellen Zahlen unvollstéandig sein muss. Zum Nachweis wird meist
zu jeder derartigen Anordnung eine reelle Zahl angegeben, die in der angeblich
vollstandigen Anordnung nicht enthalten ist.

2.3.3. Einer der bekanntesten Unvollstandigkeitsbeweise wird mit Hilfe der
,Diagonalzahl nach Cantor” erbracht. Ausgehend von einer angeblich
vollstandigen Anordnung der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 wird eine neue
reelle Zahl zwischen 0 und 1 gebildet, die so konstruiert ist, dass sie von jeder
reellen Zahl der Anordnung verschieden ist.

2.4.Der Beweis der Unvolistandigkeit jeder abzahlbaren Anordnung der reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 nach Cantor:
241.Esseiry,ry, ... ry, ..... eine beliebige Anordnung reeller Zahlen zwischen 0 und
1. Zum Beweis, dass diese Anordnung unvollstandig ist, stellen wir jede dieser
reellen Zahlen als Dezimalzahl dar. Wir erhalten das folgende Schema:
r= 0,I’11I’12 e Mnoeeees
M= O,r21r22 o o el

2.4.2. Nun bilden wir eine Zahl d = 0,d1d>... dm ..... mit Ym: dm # rmm. Diese
»,Cantor’'schen Diagonalzahl“ liegt zwischen 0 und 1 und sie unterscheidet sich
jeweils an der m®" Dezimalstelle von der reellen Zahl ry, der Anordnung (2.4.1),
also an den Stellen der Diagonale . Sie ist daher von allen reellen Zahlen r, der
Anordnung verschieden: vn: d = r,. Die Anordnung (2.4.1) der reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 ist daher unvollstandig.

2.4.3. Die Darstellung der Anordnung der reellen Zahlen gemaf (2.4.1) ist aber
irrefGhrend. Zwar kann sicher jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 grundsatzlich in
eine Dezimalzahl entwickelt werden doch wird dabei Ubersehen, dass sie, sofern
sie nicht nur endlich viele Dezimalstellen aufweist, nicht in dieser Form eindeutig
und widerspruchsfrei beschrieben werden kann. Die Zahl V5 kann nicht vollstandig
angeschrieben werden, doch ist die Beschreibung ihrer n**" Dezimalstelle trivial.
Anders aber etwa die Zahl = - 3. Die Berechnung der n®®" Dezimalstelle dieser
reellen Zahl zwischen 0 und 1, die offenbar durch eine einfache Zeichenfolge
eindeutig und widerspruchsfrei in der Umgangssprache beschrieben werden
kann, wird mit steigendem n immer schwieriger.

2.5.Das Versagen der Cantor’'schen Beweisfiihrung bei der Anordnung der reellen
Zahlen zwischen 0 und 1 gemaR (2.3.1):



2.5.1. Wir ordnen zunachst die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 gemaf (2.3.1)
abzahlbar an. Um deren Unvollstandigkeit nach Cantor zu zeigen, muss eine aus
der Anordnung gewonnene Dezimalzahl gebildet werden, deren n' Dezimalstelle
von der n*" Dezimalstelle der n"" reellen Zahl jeweils verschieden ist. Die
Anordnung gemal (2.3.1) Iasst sich zusammen mit dem Bildungsgesetz einer
passenden Diagonalzahl d gemaR (2.4.2) unschwer in (mindestens) einer
Zeichenfolge Z4 gemal (1.1.3) darstellen.

2.5.2. Der Kritiker der Vollstandigkeit der Anordnung gemaf (2.3.1) will Zg zum
Beweis fur die Unvollstandigkeit heranziehen. Fir ihn beschreibt daher jede
Zeichenfolge Z4 eine reelle Zahl d zwischen 0 und 1 eindeutig und
widerspruchsfrei. Die Diagonalzahl d liegt daher fur ihn in jener Schublade, deren
Zeichenfolge Z4 in der Anordnung (1.2.3) an erster Stelle auftritt. Fur ihn hat
daher d als reelle Zahl zwischen 0 und 1 einen Platz in der Anordnung der reellen
Zahlen r, gemalR (2.4.1). Es sei dies der Platz n. Fur ihn gilt daher d = rp.

2.5.3. Wegen der Definition von d folgt aus d = r,, dass die n'® Dezimalstelle von d von
der n®®" Dezimalstelle von r, verschieden sein muss, also d,, # ... Dies steht aber
in Widerspruch zu (2.5.2), wonach wegen d = r, auch d, = rn, gelten muss. Dem
Kritiker ist es also nicht gelungen, eine in der Anordnung gemalf} (2.3.1) nicht
enthaltene reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei (!) zu
beschreiben.

2.6.Das Versagen der Cantor’schen Beweisfiihrung bei einer ungeordneten
Darstellung aller reellen Zahlen gemaR (2.2.1):

2.6.1. Beim Ubergang von der Darstellung der reellen Zahlen gemaf (2.2.1) zur
Darstellung gemal (2.3.1) war es notwendig, fir jede Zeichenfolge zu
entscheiden, ob durch sie eine reelle Zahl eindeutig und widerspruchsfrei
beschrieben wird. Dies erforderte eine Einschrankung auf sinnvolle Diskussionen
gemald (1.6.2).

2.6.2. Auf diese Einschrankung kann verzichtet werden, wenn lediglich gezeigt
werden soll, dass die Menge der reellen Zahlen Teilmenge einer abzahlbaren
Menge ist. Daflr ist es ausreichend, zu zeigen, dass die Behauptung, der
Schubladenkasten gemal} (1.5.1) enthalte fir jede reelle Zahl mindestens eine
Schublade, deren Zeichenfolge diese Zahl eindeutig und widerspruchsfrei
beschreibt, durch die Bildung einer Cantor’'schen Diagonalzahl nicht widerlegt
werden kann.

2.6.3. Im Gegensatz zu (2.4.1) gehen wir jetzt nicht von einer vollstandigen
abzahlbaren Anordnung aller reellen Zahlen aus sondern von der vollstandigen
abzahlbaren Anordnung aller Zeichenfolgen gemaf (1.2.3). In dieser Anordnung
ersetzen wir jene Zeichenfolgen, die eine reelle Zahl eindeutig und
widerspruchsfrei beschreiben, durch diese Zahl. Die Uibrigen Zeichenfolgen
lassen wir unverandert.

2.6.4. Eine Cantor’sche Diagonalzahl d = 0,dd> ... dn ..... hat wieder die Eigenschaft,
dass ihre n*® Dezimalstelle ungleich der n*" Dezimalstelle jener reellen Zahl ist,
die in der n"®" Zeile der Anordnung steht. Steht in der n'®" Zeile keine reelle Zahl,
dann kann die n'*® Dezimalstelle von d beliebig gewahlt werden. Der Widerspruch
zur behaupteten Vollstandigkeit folgt wieder daraus, dass auch diese
Diagonalzahl d von allen in der Anordnung gemal (2.6.3) enthaltenen reellen
Zahlen verschieden sein muss.

2.6.5. So wie in (2.5.1) lasst sich die abzahlbare Anordnung aller Zeichenfolgen
gemal (2.6.3) zusammen mit dem Bildungsgesetz einer passenden Diagonalzahl
d gemaR (2.6.4) unschwer in (mindestens) einer Zeichenfolge Z4 gemaf (1.2.3)
darstellen. Der Kritiker der Vollstandigkeit der Menge der gemal (2.6.3) eindeutig
und widerspruchsfrei beschriebenen reellen Zahlen will Zy zum Beweis der
Unvollstandigkeit heranziehen. Fir ihn bezeichnet daher die Zeichenfolge Z4 eine



reelle Zahl eindeutig und widerspruchsfrei. Damit ist aber gemal} (2.6.3) diese
Zeichenfolge durch die reelle Zahl d zu ersetzen. Steht diese Zeichenfolge in der
n'" Zeile der Anordnung, dann miisste analog (2.5.3) d,, # d,, gelten. Dem Kritiker
ist es also nicht gelungen, eine im Schubladenkasten gemal} (1.4.1) nicht
enthaltene reelle Zahl eindeutig und widerspruchsfrei zu beschreiben.

3. Eine abzahlbare Anordnung der Elemente beliebiger Mengen:

3.1.Eine abzahlbare Anordnung der einstelligen ganzzahligen Funktionen:

3.1.1. Wir betrachten wieder den Schubladenkasten gemaf (1.5.1) und legen in jede
Schublade, deren Zeichenfolge eine einstellige ganzzahlige Funktion eindeutig
und widerspruchsfrei in der Umgangssprache beschreibt, die betreffende
Funktion F(x). In alle jene Schubladen, in denen keine einstellige ganzzahlige
Funktion liegt, legen wir die Funktion F1(x) = x. Damit liegt in jeder Schublade des
Schubladenkastens genau eine einstellige ganzzahlige Funktion.

3.1.2. Wir verdichten analog (1.6.1) die Anordnung der einstelligen ganzzahligen
Funktionen im Schubladenkasten, indem wir fur jede Funktion nur jene
Schublade belassen. In der diese Funktion zum ersten Mal auftritt. In den
verbleibenden Schubladen tritt dann jede Funktion genau einmal auf. Daraus
erhalten wir eine abzahlbare Anordnung aller einstelligen ganzzahligen
Funktionen, soweit diese im Schubladenkasten enthalten sind. Es sei F,(x) die n'®
Funktion dieser Anordnung A = {F(x)}.

3.1.3. Der Kritiker der Vollstandigkeit dieser Anordnung bildet nun eine in der
Anordnung nicht enthaltene einstellige ganzzahlige Funktion, wir nennen sie das
Cantor’sche Element FC(x), folgendermalien: ¥n: FC(n) = Fn(n) + 1. Daraus folgt
vn: FC(x) # Fn(x), woraus flir den Kritiker die Unvollstandigkeit der Anordnung A
bewiesen ist.

3.1.4. Das vom Kritiker zum Beweis der Unvollstandigkeit der Anordnung A
herangezogene Cantor’sche Element FC(x) kann analog (2.5.1) durch eine
Zeichenfolge Zg¢ eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden. FC(x) liegt
daher in der Zr¢ entsprechenden Schublade. Es sei dies die m' Schublade der
Anordnung A. Daraus folgt FC(x) = Fn(x). Nach Definition von FC(x) gemal
(3.1.3) musste daher F,(m) = Fn(m) + 1 gelten und dies ist ein Widerspruch. Dem
Kritiker ist es also nicht gelungen, eine in der Anordnung A gemal (3.1.2) nicht
enthaltene einstellige ganzzahlige Funktion eindeutig und widerspruchsfrei zu
beschreiben.

3.2.Eine abzahlbare Anordnung der Elemente der Potenzmenge der Menge der
natlirlichen Zahlen:

3.2.1. Wir legen in jede Schublade des Schubladenkastens, deren Zeichenfolge ein
Element der Potenzmenge der Menge der naturlichen Zahlen eindeutig und
widerspruchsfrei in der Umgangssprache beschreibt, dieses Element. In alle jene
Schubladen, in denen kein derartiges Element liegt, legen wir das Element {1},
also die Menge, bestehend aus der naturlichen Zahl 1. Damit liegt in jeder
Schublade des Schubladenkastens genau ein Element der Potenzmenge der
naturlichen Zahlen.

3.2.2. Wir verdichten analog (1.6.1) und belassen nur jene Schubladen, in der ein
Element der Potenzmenge jeweils zum ersten Mal auftritt. Aus der Anordnung
dieser verbleibenden Schubladen erhalten wir eine abzahlbare Anordnung aller
Elemente der Potenzmenge der naturlichen Zahlen, soweit diese Elemente im
Schubladenkasten enthalten sind. Es sei M, das n' Element dieser Anordnung
{M,} von Elementen der Potenzmenge.



3.2.3. Der Kritiker der Vollstandigkeit dieser Anordnung bildet nun als Cantor’sches
Element die Menge MC = {n | ngM,}, also die Menge jener naturlichen Zahlen n,
die jeweils nicht in der n*" Menge der Anordnung {M,} enthalten sind. Daraus
folgt Vn: MC = M, und daher MC ¢ {M,}.

3.2.4. Das vom Kritiker zum Beweis der Unvollstandigkeit der Anordnung { M}
herangezogene Cantor’'sche Element MC kann analog (2.5.1) durch eine
Zeichenfolge Zyc eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden. MC liegt
daher in der Zyc entsprechenden Schublade. Es sei dies die m'® Schublade aus
{Mp}. Daraus folgt MC = My, in Widerspruch zur Definition von MC gemal (3.2.3),
wonach vn: MC = M,.

3.3.Eine abzahlbare Anordnung der Elemente beliebiger Mengen:

3.3.1. Der Schubladenkasten lasst sich offenbar zur abzahlbaren Anordnung der
Elemente beliebiger Mengen verwenden. Voraussetzung ist nur, dass die
einzelnen Elemente jeweils durch mindestens eine Zeichenfolge gemal (1.2.3)
eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden kdnnen.

3.3.2. Wird von einer beliebige Menge gesprochen, dann unterscheiden wir zwischen
durch Zeichenfolgen eindeutig und widerspruchsfrei beschreibbaren Elementen,
die dieser Menge angehdren, Elementen deren Zugeharigkeit zur Menge
zweifelhaft ist und Elementen, die der Menge sicher nicht angehoéren. Bei der
Menge kann es sich auch um die leere Menge handeln.

3.3.3. Wir belassen nun zunachst nur jene Schubladen im Schubladenkasten, deren
Zeichenfolge ein Element der Menge eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt.
Handelt es sich bei der Menge um die leere Menge, dann enthalt der
Schubladenkasten keine einzige Schublade. Gibt es mehrere Zeichenfolgen, die
ein Element der Menge eindeutig und widerspruchsfrei beschreiben, dann
belassen wir im weiteren nur jene Schublade, die in der Anordnung an erster
Stelle steht. Daraus erhalten wir eine abzahlbare Anordnung aller Elemente der
Menge, soweit diese im Schubladenkasten enthalten sind. Wir behaupten, diese
Anordnung sei vollstandig.

3.3.4. Der Kritiker der Vollstandigkeit dieser Anordnung bildet nun ein Cantor’'sches
Element EC der Menge und behauptet EC ¢ M. Dieses Element EC kann analog
(2.5.1) durch eine Zeichenfolge Zgc eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben
werden. EC liegt daher in der Zgc entsprechenden Schublade und es musste EC
e M gelten. Dem Kiritiker ist es also nicht gelungen, ein in der Anordnung (3.3.3)
nicht enthaltenes Element der Menge eindeutig und widerspruchsfrei zu
beschreiben.

4. Eine Verallgemeinerung der Umgangssprache:

4.1.Die Bildschirmmitteilung:

4.1.1. Die bisherige Beschrankung der Untersuchungen auf die Beschreibung von
Objekten unseres Denkens mittels Zeichenfolgen in einer Umgangssprache stellt
fir den Autor keine Beschrankung der Allgemeinheit dar. Er geht davon aus,
dass, welche Sprache auch immer gewahlt wird, eine Ubersetzung aus dieser
Sprache in die hier gewahlte Deutsche Umgangssprache immer eindeutig
moglich ist und umgekehrt.

4.1.2. Der auf Zeichenfolgen gemaf (1.2.3) beruhende Schubladenkasten gemaf
(1.5.1) kann jedoch unschwer verallgemeinert werden. Dazu wollen wir an die
Stelle der Zeichenfolgen ,Bildschirmmitteilungen® treten lassen. Eine solche
Bildschirmmitteilung

- sei quadratisch,
- bestehe aus Elementarquadraten der Seitenlange 0,01mm und



- jedes Elementarquadrat sei entweder weil3 oder schwarz.

4.1.3. Durch geeignete Wahl der weil3en und der schwarzen Elementarquadrate kann
im Rahmen der Rastergenauigkeit jedes gewinschte graphische Bild dargestellt
werden. Da auch alle Zeichenfolgen gemal (1.2.3) graphisch dargestellt werden
konnen, enthalt die Menge der Bildschirmmitteilungen alle Zeichenfolgen.

4.2.Eine abzahlbare Anordnung der Bildschirmmitteilungen:
4.2.1. Wir ordnen die Bildschirmmitteilungen zunachst in Gruppen nach der Anzahl
der Elementarquadrate an. Die n'*® Gruppe enthalt die Bildschirmmitteilungen
bestehend aus n? Elementarquadraten. Jedes davon ist entweder weifd oder

ten

schwarz. Es gibt also in der n™" Gruppe 2n2 verschiedene Bildschirmmitteilungen
die aus je n? Elementarquadraten bestehen. Wir kennzeichnen sie durch das

n? —tupel (M11, M1z, ... Mnm-1), Man) Mit My = 0 wenn das k' Elementarquadrat in
der j**" Zeile weil ist und my = 1 wenn es schwarz ist. Die n®-tupel reichen also
von (0,0, ... 0) bis (1,1, ... 1). Innerhalb der n*" Gruppe ordnen wir nun im
weiteren die Bildschirmmitteilungen nach der GréRe der bis zu n?-stelligen Zahl
m4q ... Mpyy AN.

4.2.2. Analog zu (1.5.1) betrachten wir die Anordnung der Bildschirmmitteilungen als
Schubladenkasten. Jede Bildschirmmitteilung stellt genau eine Schublade dar.
Wir kdnnen nun sagen, wir legen in jede Schublade, deren Bildschirmmitteilung
ein bestimmtes Denkobjekt eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, dieses
Denkobjekt. Damit kdnnen alle Uberlegungen und Schlussfolgerungen, die wir
aus der Anordnung von Zeichenfolgen (1.2.3) gewonnen haben, Ubertragen
werden. Der Umfang der mit Hilfe der Bildschirmmitteilungen beschreibbaren
Denkobjekten wird allerdings nicht wirklich erhdht. Grundsatzlich lasst sich jede
Bildschirmmitteilung auch in genligend lange Zeichenfolgen ,lbersetzen®. Viele
Darstellungen vereinfachen sich aber wenn man etwa an die Arabische oder die
Chinesische Sprache denkt. Die Bildschirmmitteilungen sind aber nur ein erster
Schritt hin zu einer weiteren Verallgemeinerung, die es gestatten wird, auf
unterschiedliche Sprachen, unterschiedliche Kenntnisse und unterschiedliche
Meinungen einzugehen. Diese Verallgemeinerung wird es auch ermoglichen, die
~Wahrheit einer Aussage“ zu relativieren.

5. Die Relativierung der Wahrheit:

5.1.Die Einbeziehung des Lesers einer Bildschirmmitteilung und des Zeitpunkts
des Lesens:

5.1.1. Wir haben bisher haufig davon gesprochen, dass eine Zeichenfolge,
allgemeiner eine Bildschirmmitteilung, ein bestimmtes Denkobjekt ,eindeutig und
widerspruchsfrei“ beschreibt. Diese Forderung haben wir grundsatzlich im
Hinblick auf jeden Leser einer Bildschirmmitteilung erhoben. Das bedeutet
naturlich jeweils eine starke Einschrankung der in Frage kommenden Leser.
Dieser muss nicht nur der verwendeten Umgangssprache machtig sein, er muss
auch die noétige Sachkenntnis in der in Rede stehenden Materie mitbringen. Eine
Erweiterung der bisher verwendeten Anordnungen von Bildschirmmitteilungen
soll diese Einschrankung beseitigen.

5.1.2. Als erstes sollen alle moglichen Leser einer Bildschirmmitteilung einzeln
betrachtet werden. Wir sprechen dann nicht mehr vom absoluten ,Sinn“ einer
Bildschirmmitteilung sondern nur mehr von der ,Bedeutung einer
Bildschirmmitteilung fir eine bestimmte Person in einem bestimmten Zeitpunkt®.
Zur abzahlbaren Anordnung aller moglichen Personen in allen moglichen
Zeitpunkten zerlegen wir die Raumzeit in vierdimensionale Elementarwtirfel, mit



der Seitenlange der Elementarlange und der Dauer der Elementarzeit. Diese
Einteilung ist naturlich viel zu fein aber dafur sehr anschaulich.

5.1.3. Jeder mdgliche Lesevorgang muss von einem Leser in einem Zeitraum
vorgenommen werden. Es muss daher mindestens einen Elementarwurfel geben,
der diesen Lesevorgang eindeutig bestimmt. Dazu muss lediglich der
Elementarwurfel aus dem Raum, den der Leser einnimmt, und dem Zeitraum des
Lesens gewahlt werden. Die Elementarwurfel lassen sich offenbar unschwer
abzahlbar anordnen. Damit ist eine Abzahlbare Anordnung aller moglichen
Lesevorgange gegeben.

5.1.4. Wir verknupfen nun die abzahlbare Anordnung aller Bildschirmmitteilungen mit
der abzahlbaren Anordnung aller mdglichen Lesevorgange und bilden daraus
einen Schubladenkasten gemaf (1.5.1). Fur jede mdgliche Bildschirmmitteilung
und fur jeden moglichen Lesevorgang reservieren wir eine Schublade. Den Inhalt
dieser Schubladen werden wir im weiteren noch bestimmen.

5.2.Die Relativierung der Bedeutung einer Bildschirmmitteilung:

5.2.1. Im Gegensatz zur absoluten Bedeutung einer Bildschirmmitteilung, wie sie noch
in (4) stillschweigend vorausgesetzt erscheint, wird es durch (5.1) moglich, von
einer solchen absoluten Bedeutung abzusehen und nur mehr von der relativen
Bedeutung, bezogen auf einen bestimmten Leser in einem bestimmten Zeitraum,
Zu sprechen.

5.2.2. Damit geben wir selbst kein Urteil Uber die Bedeutung einer
Bildschirmmitteilung mehr ab sondern Uberlassen solche Urteile ausschlief3lich
den jeweiligen Lesern in den jeweiligen Zeitrdumen. Es sind daher etwa auch
folgende Urteile mdglich:

,ES gibt eine natlrliche Zahl, die gréRer als 5 und kleiner als 3 ist*
,ES gibt die grofite reelle Zahl, die kleiner als 1 ist”

5.2.3. Auch der Frage der Wahrheit solcher Aussagen gegenuber dem Leser selbst
kommt keine Bedeutung zu. Der Leser kann bewusst falsch aussagen, er kann
sich irren, er kann die Aussage gar nicht verstehen, all dies ist irrelevant. FUr uns
ist nur wesentlich, dass fur alle méglichen Aussagen uber die Bedeutung aller
einzelnen Bildschirmmitteilungen jeweils eine Schublade reserviert werden kann.
Wir vermeiden damit, uns selbst ein Urteil Uber die Bedeutung einer
Bildschirmmitteilung anzumalRen und den Standpunkt eines arbiter mundi
einnehmen zu mussen.

5.3.Eine Abzahlbare Anordnung aller durch eine Bildschirmmitteilung
beschreibbaren Denkobjekte:

5.3.1. Gemal (5.2) darf von der Bedeutung einer Bildschirmmitteilung nur auf den
jeweiligen Leser und den jeweiligen Zeitraum des Lesens bezogen gesprochen
werden. Diese Bedeutung wollen wir als Denkobjekt bezeichnen. Wir sagen, der
Leser denkt im Zeitraum des Lesens an die Bedeutung der Bildschirmmitteilung.

5.3.2. In jede Schublade des Schubladenkastens gemal} (5.1.4) legen wir jetzt das
dieser Schublade entsprechende Denkobijekt. Ein solches kann etwa eine
bestimmte Zahl oder ein bestimmter Begriff sein. Es ist aber mdglich, und es ist
bei der Uberwiegenden Mehrheit der Schubladen so, dass am Ort und im
Zeitraum des betreffenden Elementarwtirfels gar kein moglicher Leser der
Bildschirmmitteilung existiert. In diesem Fall lassen wir die betreffende Schublade
leer.

5.3.3. Existiert zu einem Elementarwirfel ein moglicher Leser, dann wird es haufig der
Fall sein, dass die Bildschirmmitteilung fir ihn unverstandlich, mehrdeutig,
widerspruchsvoll etc. ist. In all diesen Fallen legen wir das mogliche Urteil des
Lesers in die Schublade. In jenen Fallen, in denen der Leser von einer
bestimmten Bedeutung der Bildschirmmitteilung spricht (wenn er sie tatsachlich



gelesen hat) bzw. sprechen wuirde (fur den Fall des Lesens) legen wir diese
Bedeutung als Denkobijekt in die Schublade.

5.3.4. Wir entfernen nun alle leeren Schubladen aus dem Schubladenkasten. Der
verbleibende Schubladenkasten enthalt nur Schubladen in denen Denkobjekte
enthalten sind. Diese Denkobjekte sind nun gemafll der Anordnung (5.1.4)
abzahlbar angeordnet.

5.3.5. Die Anordnung (5.3.4) enthalt auch alle Uberhaupt moglichen Denkobjekte.
Gabe es namlich eine Person P, die behauptet, ein Objekt ihres Denkens DO(P)
sei nicht in der Anordnung (5.3.4) enthalten, dann beschreibe ich diese Person P,
den Zeitpunkt T ihrer Behauptung und DO(P) als das Denkobjekt von P in T
durch eine Bildschirmmitteilung BM[P,T]. Dieser Bildschirmmitteilung entspricht
zusammen mit mir als Leser und dem Zeitpunkt, in dem ich BM[P,T] beschreibe,
mindestens eine Schublade gemal} (5.1.4). Dadurch kann dieses Denkobjekt, da
es durch meine Bezugnahme auf P auch mein Denkobjekt geworden ist, in die
betreffende Schublade gelegt werden und ist damit im Schubladenkasten
enthalten.

6. Die Grenze der Sprache:

6.1.Die Menge alles dessen, woruiber gesprochen werden kann:

6.1.1. In der Anordnung gemaf (5.1.4) werden alle moglichen Lesevorgange
betrachtet, ohne auf Sinn oder Bedeutung des Gelesenen einzugehen. Wir
betrachten all dies von auf3en, beobachten lediglich das (moglich) Tun von
(moglichen) Subjekten und deren Reaktionen auf einen (moglichen)
Lesevorgang.

6.1.2. Es besteht eine gewisse Analogie zur Beobachtung der Monitore von
Computern auf Dateneingaben mittels Lochkarten. Die Programmierung der
Computer ist uns unbekannt. Wir beobachten lediglich das Bild des jeweiligen
Monitors nach Einlesen einer Lochkarte und beschreiben, welches Bild am
Monitor welches Computers in welchem Zeitpunkt bei Eingabe welcher Lochkarte
erscheint. Die Anzahl der dabei jeweils einzugebenen moglichen Lochkarten ist
ebenso wie die Anzahl der mit Lochkarten zu fltternden moglichen Computer
zwar unbegrenzt aber jeweils endlich.

6.1.3. Uber etwas zu sprechen erfordert eine abzahlbare Menge von Worten,
allgemeiner eine abzahlbare Menge von Bildschirmmitteilungen, und mindestens
ein Subjekt, flr das diese Worte, diese Bildschirmmitteilung, eine bestimmte
Bedeutung haben oder auch nicht. Die Menge dieser (moglichen) Bedeutungen
ist fir uns die Menge alles dessen, worliber gesprochen werden kann.

6.2.Sinnlose Spracherweiterungen:

6.2.1. Zu den mdglichen Denkobjekten gehéren auch die Sprachen selbst. In der
vorliegenden Arbeit wird die Deutsche Umgangssprache verwendet, um Uber die
Verwendbarkeit von Umgangssprachen zu sprechen. Der Abschnitt (5.3.5) kann
als Bildschirmmitteilung angesehen werden. In ihr wird von
Bildschirmmitteilungen gesprochen, die selbst wieder Aussagen Uber
Bildschirmmitteilungen enthalten konnen.

6.2.2. Man kann also einen Stufenbau von Bildschirmmitteilungen errichten, der
niemals abgeschlossen ist. Uber jede Bildschirmmitteilung an der jeweils
hdchsten Stufe des gerade betrachteten Stufenbaues kann wieder in einer neuen
ubergeordneten Bildschirmmitteilung gesprochen werden, analog dem
Fortschreiten in der Reihe der naturlichen Zahlen von n zu n + 1. Die naturlichen

Zahlen sind endlich aber unbegrenzt. Man fihrt dann den Grenzwert |im n= o«
n—oo



ein. Er hat aber im Stufenbau der Bildschirmmitteilungen kein sinnvolles
Aquivalent.

6.2.3. Spricht man von der Menge alles dessen, woruber gesprochen werden kann,
dann ist es nicht sinnvoll, Satze wie: “Ich spreche jetzt Gber Denkobjekte
aulerhalb der Menge dessen, worlUber gesprochen werden kann® zu bilden.
Dieser Satz enthalt einen Widerspruch in sich, der den Widerspruchen in (2,5,3),
(2,6,5), (3,1,4), (3,2,4) und (3,3,4) entspricht. Jeder Versuch, Uber den durch eine
Umgangssprache beschreibbaren Bereich hinaus zu gelangen, gleicht dem
Versuch Minchhausens, sich selbst am eigenen Zopf aus dem Sumpf zu ziehen.
Minchhausen fehlt ein Bezugspunkt au3erhalb des Sumpfes, an dem er sich
festhalten konnte. In gleicher Weise gibt es kein Bezugssystem, in dem man
widerspruchsfrei Uber Denkobjekte sprechen kdnnte, die auRerhalb der Menge
dessen liegen, worlber gesprochen werden kann.

6.2.4. Es erscheint sinnvoll zu sagen: ,Die Welt ist alles, worlber gesprochen werden
kann®.

AUTOR: Karl — Heinz WOLFF, TU Wien



ABZAHLBARKEIT

RELATIVE WAHRHEIT UND UNIVERSALANORDNUNG
(Karl-Heinz Wolff)

Kurzfassung: Mathematische Beweise mussen endlich sein. Objekte der Mathematik,
wie z.B. reelle Zahlen, mussen in endlicher Form beschrieben werden kdnnen. Alles,
was in endlicher Form beschrieben werden kann, |adt sich abzahlbar anordnen, also
auch die in endlicher Form beschreibbaren reellen Zahlen. Wir bilden zunachst eine
abzahlbare Anordnung aller mdglichen endlichen Aussagen und nennen sie ihres uni-
versellen Charakters wegen Universalanordnung. Aus ihr gewinnen wir weitere
abzahlbare Anordnungen aller (in endlicher Form beschreibbaren) Objekte unseres
Denkens, insbesondere auch der reellen Zahlen.

Die Unvollstandigkeit einer Folge von reellen Zahlen wird Ublicherweise durch die Ein-
fuhrung einer Cantor’'schen Diagonalzahl bewiesen. Diese wird aber selbst in endli-
cher Form beschrieben und hat damit ihren festen Platz in einer solchen Folge. Durch
sie kann daher nicht die Unvollstandigkeit dieser Folge bewiesen werden. Vielmehr wird
gezeigt, dald bereits die Definition jeder derartigen Cantor’'schen Diagonalzahl einen
Widerspruch in sich enthalt.

Stichworte: Abzahlbare Anordnung, Cantor’'sches Diagonalverfahren (Kritik),
Kontinuumhypothese, Uberabzahlbare Mengen (Kritik), Universalanordnung, Wahrheit
als relativer Begriff, Cantor’s diagonal process (critic), continuum hypothesis, countable
arrangement, uncountability.



EINFUHRUNG:

Von wissenschaftlichen Aussagen fordern wir, dal} sie schriftlich formuliert werden kénnen.
Sie lassen sich dann in einer Fachbibliothek zusammenfassen.

Kurd LaRBwitz (1848 - 1910) hat eine Universalbibliothek eingeflhrt, die etwa folgendermalien
aufgebaut ist: Eine Seite bestehe aus 100 Zeilen a 100 Zeichen (Buchstaben, Zahlen, Symbo-
len, dem Spatium usw.) und ein Band der Bibliothek aus 1000 Seiten. Der erste Band enthalte
etwa nur Spatien, sei also leer. Im zweiten Band stehe an der ersten Stelle ein a, im Ubrigen

sei der Band leer. In den folgenden Banden rucke das einzelne a stellenweise, zeilenweise und
seitenweise vor. Da es 100 x 100 x 1000 = 107, also 10 Millionen Stellen gibt, steht das a im
10000001"" Band an der letzten Stelle der letzten Zeile der letzten Seite, wahrend der Band im
Ubrigen leer ist. Jede mogliche Verteilung aller zur Verfugung stehenden Zeichen auf 1000 Sei-
ten mit je 100 Zeilen mit je 100 Stellen bildet einen eigenen Band der Bibliothek.

Diese Bibliothek enthalt alles, was jemals geschrieben wurde, aber auch alles, was jemals ge-
schrieben werden kann. Sie umfal3t Goethes Faust ebenso wie die vorliegende Arbeit des
Autors. Eine Schrift, deren Umfang einen Band Ubersteigt, die also aus mehr als 10 Millionen
Zeichen besteht, findet sich auf mehrere Bande aufgeteilt. Das Auffinden eines bestimmten Ban-
des wurde sich allerdings aufl3erst miuhsam gestalten. Geht man von einem Zeichenvorrat von
500 Zeichen (Buchstaben in verschiedenen Schriftarten, auf der Zeile geschrieben, héher- oder

tiefergestellt, Sonderzeichen usw.) aus, dann gibt es genau 50019:900-000 o schiedene Bande.
Die Bibliothek fande also in unserem Universum bei weitem keinen Platz.

Bei aller Vielfalt, die eine Auswahl aus 500 Zeichen gestattet, waren gewisse Schriftwerke, wie
chinesische, japanische oder koreanische, ebenso wie Zeichnungen oder Graphiken nicht in der
Universalbibliothek enthalten. Wir ersetzen daher die Bande durch quadratische Bilder, gebildet
aus weillen und schwarzen Quadraten der Seitenlange 1/100'"® mm. Die gewahlte Feinheit des
Rasters gestattet die Darstellung praktisch aller Schriften und Graphiken. Jedes derartige Bild

kann als Mitteilung M flr eine Person P in einem Zeitraum AT angesehen werden.

Wir zeigen nun, daf alle méglichen Mitteilungen M flr alle méglichen Personen P in allen mdg-
lichen Zeitraumen AT in einer Universalanordnung aller Aussagen abzahlbar angeordnet werden
konnen. Aus ihr kann man weitere abzahlbare Anordnungen gewinnen. Ist etwa eine Person P in
einem Zeitraum AT bereit zu bejahen, dal} eine Mitteilung M flr sie ein bestimmtes Denkobjekt,
z.B. eine reelle Zahl, eindeutig beschreibt, dann kann diesem Denkobjekt der entsprechende
Platz in der Universalanordnung zugeordnet und daraus die neue Anordnung als Folge aller aus-
gewahlten Denkobjekte, z.B. aller reellen Zahlen, gewonnen werden.

Bei einer abzahlbaren Anordnung der reellen Zahlen in einer Folge (rn) wird Ublicherweise eine
Cantor’sche Diagonalzahl zum Beweis der Unvollstandigkeit dieser Folge eingefiihrt. Der Beweis
versagt aber im Falle einer auf der Universalanordnung beruhenden Folge der reellen Zahlen, da

auch jede Cantor’'sche Diagonalzahl c einen Platz in der Folge hat. Steht sie dort an n'" Stelle,
dann wird fur sie c,, # ¢, gefordert. ¢ 18Rt sich also dann nicht widerspruchsfrei definieren, wenn
die Folge (rn) auf Grund der Universalanordnung gebildet wurde.
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. Wahrheiten sind relativ:

-_—

.1. Begriffe sind grundsatzlich unscharf.

—

.1.1. Begriffe werden durch Erfahrung empirisch gewonnen bzw. gebildet und enthalten
daher Unscharfen der Aullenwelt und der Begriffsbildung.
.1. Die Menschen sind einander in ihrem materiellen Aufbau durch Vererbung ahnlich.
.2. Die Aulenwelt wird durch Vermittlung von Sinnesorganen auf innere bewuf3te (dem
Bewultsein zugangliche) und auf innere unbewuf3te Speicher abgebildet.
.1.1.2.1. Es besteht in dieser Hinsicht eine Analogie zwischen Mensch und Computer.
.1.1.2.2. Es entsprechen
a) der Aufnahme, der Verarbeitung und der Speicherung von bewuf3ten und/oder
unbewuldten Sinneseindricken durch den Korper die Eingabe, die Verarbeitung
und die Speicherung von Daten in einem Computer,
b) dem bewuten Erleben von optischen, akustischen, gedanklichen usw.
Eindrucken die Ausgabe von Daten des Computers auf einem Monitor bzw.
auf einem sonstigen Datentrager.
1.1.1.3. Die selbe AulRenwelt, der gleichartige Aufbau der Menschen (1.1.1.1) und die gleich-
artigen Abbildungen (1.1.1.2) fuhren zu gleichartigen Speicherinhalten und Speicher-
ausgaben auch flr verschiedene Menschen.
1.1.2. Die Gleichartigkeit der Begriffsbildung fur Sprache und Denken erweist sich als Zweck-
maRig fir das Uberleben des Einzelnen und der Menschheit.
1.1.2.1. Auf Gefahren kann durch vererbtes und/oder erlerntes Verhalten zweckmallig
reagiert werden.
.1.3. Verbleibende Unscharfen der Begriffsbildung stehen dem nicht entgegen.
.1.3.1. Begriffe wie ,Tier* oder ,Pflanze” bewahren sich im taglichen Leben, auch ohne dal}
sie genau definiert bzw. gegeneinander genau abgegrenzt werden muissen.
.1.3.2. Begriffe aus Satzen wie ,Gott ist die Liebe” kbnnen auch ohne genaue Abstimmung
der Begriffsinhalte verwendet werden (und werden dies auch).
.1.4. Begriffsinhalte kénnen trotz 1.1.1.3 wegen 1.1.1 von verschiedenen Personen oder
von ein und der selben Person in verschiedenen Zeitraumen (!) unterschiedlich
interpretiert bzw. verstanden werden.

—

A1
A1

—

— —

— —

—

—

1.2. Der ..Inhalt einer Mitteilung“ hangt von der Interpretation der in ihr verwendeten
Begriffe durch den jeweiligen Leser dieser Mitteilung ab.

1.2.1. Mitteilungen werden im allgemeinen von einer Person an eine andere Person gemacht.
1.2.2. Mitteilungen kdnnen von einer Person flr sie selbst (zur Erinnerung) gemacht werden.
1.2.3. Wegen 1.1.4 kann ein und die selbe Mitteilung von zwei verschiedenen Personen oder
von ein und der selben Person in zwei verschiedenen Zeitraumen unterschiedlich
interpretiert werden.
1.2.3.1. Die Mitteilung ,ACHT" kann z.B. als Zahl, als Wort aus dem Satz ,IN ACHT UND BANN
TUN" oder als Teil einer Mitteilung wie ,ACHTUNG" oder ,PACHT" verstanden werden.
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1.2.3.2. Welche Interpretation der Leser der Mitteilung ,ACHT" tatsachlich wahlt, hangt davon
ab, in welchem Zusammenhang er sie liest. Anders ausgedruckt, ist die Interpretation
vom Zustand des Lesers im Zeitraum des Lesens abhangig, analog dem Zustand eines
Computers im Zeitraum der Eingabe von Daten.

1.3. Die Wahrheit einer Mitteilung wollen wir nur relativ zu der die Mitteilung lesenden
Person und zum Zeitraum des Lesens beurteilen.

1.3.1. Die Wahrheit einer Mitteilung fur deren Leser im Zeitraum des Lesens hangt von der
Interpretation der Mitteilung durch den Leser ab.

1.3.2. Wegen 1.2.3 kann die Wahrheit einer Mitteilung von zwei Personen oder von einer
Person in zwei verschiedenen Zeitraumen unterschiedlich beurteilt werden.

1.3.3. Eine Person kann die Wahrheit einer Mitteilung irrtimlich oder auch absichtlich (!) falsch
beurteilen denn unsere Welt beinhaltet auch Irrtiimer und Unwahrheiten (Liigen), so daf}
sich ein Begriff ,relative Wahrheit® im Sinne von 1.3 als zweckmalig fur die Beschreibung
der Welt anbietet.

1.3.4. Um nicht als arbiter mundi zu agieren, bezeichnen wir auch irrtimliche oder lignerische
Beurteilungen als relative Wahrheiten fiir den Beurteilenden.

1.3.5. Dem Leser dieser Arbeit bleibt es unbenommen, die Existenz absolut wahrer, also fur
alle Personen jederzeit wahrer Mitteilungen zu postulieren. Dieser Standpunkt steht
nicht im Widerspruch zur vorliegenden Arbeit, in der lediglich der Begriff relative Wahr-
heit in bestimmtem Sinn definiert wird, und hat auch keine Bedeutung fur die vom Autor
beabsichtigten Aussagen.

2. Aussagen sind Mitteilungen einer bestimmten Person in einem bestimm-
ten Zeitraum:

2.1. Die Mitteilung M, bezogen auf eine Person P in einem Zeitraum AT, bezeichnen wir
als Aussage A(M,P.AT).

2.1.1. Diese Definition von A(M,P,AT) erfordert nicht, daf® die Person P die Mitteilung M im
Zeitraum AT tatsachlich liest.
2.1.2. Der Zeitraum AT kann sowohl in der fir ein tatsdchliches Lesen als auch in einer fur ein
potentielles Lesen erforderlichen Zeit liegen.

2.2. Durch die Bezugnahme auf einen bestimmten Leser P und einen bestimmten Zeit-
raum AT werden Interpretation und allfallige Wahrheit einer Mitteilung eindeutig.
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2.3. Als wahre Aussagen bezeichnen wir solche, bei denen der Leser P bereit ist, die
Mitteilung M im Zeitraum AT des Lesens als wahr zu bezeichnen.

2.3.1. Diese Definition einer wahren Aussage bericksichtigt die Relativitat des Wahrheitsbe-
griffes nach 1.3.4 und deckt sich nicht mit dem Wahrheitsbegriff der Alltagssprache,
die diesen Begriff als absolut begreift.

2.3.2. Die Wahrheit einer Aussage nach 2.3 ist daher unabhangig von Meinung und Wissen
des Autors und unabhangig von Meinung und Wissen des Lesers dieser Arbeit definiert.

2.4. Beweise von Aussagen bezeichnet der Autor dann als relativ zu einer Person P im
Zeitraum AT miBlungen, wenn P die Beweisfiihrung im Zeitraum AT nicht anerkennt.

2.4 1. Eine Beweisfuhrung setzt voraus, daf3 vorher zwischen Beweisfuhrendem und Beweis-
annehmendem Ubereinstimmung Gber die verwendeten Begriffe, SchluRmethoden usw.
hergestellt wurde.

2.4.2. Der Beweisannehmende kann den Beweis wegen Verwendung von in seinen Augen
widerspruchlichen Begriffen, falscher Schlufolgerungen, aber auch ohne Angabe von
Grinden und sogar wider besseres Wissen ablehnen.

2.4.3. Der Autor a3t Widerspruche in Beweisen dort zu, wo der Widerspruch (in seinen Augen)
notwendiges Element der Schluf3folgerung ist (z.B. argumentum e contrario), er bezeich-
net aber Beweise als mil3lungen (natdrlich nur relativ zu seiner Person), die in sich wider-
spruchliche Begriffe (wie z.B. die kleinste natlrliche Zahl, gréRRer als vier und kleiner als
drei) als widerspruchsfrei verwenden. Er wendet sich im weiteren nur an jene Leser, die
Beweisfiihrungen aufgrund in sich widerspriichlicher Begriffe ebenfalls ablehnen.

3. Alle moglichen Aussagen (2) konnen abzahlbar angeordnet werden. Wir
bezeichnen diese Anordnung als UNIVERSALANORDNUNG:

3.1. Alle Mitteilungen, die Gegenstand einer Aussage sind, konnen schriftlich festgehal-
ten werden.

3.1.1. Im Ublichen Sprachgebrauch sind Mitteilungen mindliche oder schriftliche Aussagen.

3.1.2. Allgemeiner kénnen alle durch Sinnesorgane aufnehmbare Reize als Mitteilungen gelten.

3.1.2.1. Schriftliche Mitteilungen werden in Form optisch lesbarer Datentrager gemacht, wie
beispielsweise die vorliegende Arbeit.

3.1.2.2. Mitteilungen sind auch in anderer Form, etwa akustisch durch Sprache, in Blindenschrift
usw. moglich.

3.1.2.3. Die von uns verwendete Beschreibung der Welt im allgemeinen und der moglichen
Sinneseindriicke im besonderen gestattet die Ubersetzung jeder moglichen Mitteilung
in eine schriftliche, woraus 3.1 folgt.
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3.2. Alle moglichen schriftlichen Mitteilungen konnen abzahlbar angeordnet werden.

3.2.1. Ein Elementarquadrat sei ein Quadrat mit der Seitenlange 1/100* mm, das entweder
weild oder schwarz ist.
3.2.2. Eine quadratische Anordnung von n? derartigen Elementarquadraten bezeichnen wir
als schriftliche Mitteilung der Grél3e n?.
3.2.3. Jede magliche schriftliche Mitteilung nach 3.1 kann in Form einer schriftlichen Mittei-
lung der Grolde n? bei genugend grollem n dargestellt werden.
3.2.3.1. Jede beliebige graphische Darstellung, also auch jede schriftliche Darstellung im
gebrauchlichen Sinn, kann in Form einer schriftlichen Mitteilung der Gro3e n® bei
genugend groliem n dargestellt werden.
3.2.3.2. Eine schriftliche Mitteilung, etwa schwarz auf weil3, erfahrt durch eine VergréRerung
des weiRRen Untergrunds keine Anderung ihres Inhaltes (ihrer Interpretation durch
einen Leser), so dal} jede schriftliche Mitteilung durch unendlich viele schriftliche
Mitteilungen der GroRe n” mit beliebig groRem n dargestellt werden kann.
3.2.4. Jeder schriftlichen Mitteilung My, der Grolde n? wird eine Dezimalzahl a(Mp) =0ajaz ... an2
zugeordnet, mit ainsx = 1, wenn das k' Elementarquadrat in der i + 1" Zeile schwarz
ist, und ajn+k= 2, wenn es weill ist (i = 0,...,n-1; k = 1,...,n).
3.2.5. Alle mdglichen schriftlichen Mitteilungen M aus 3.2.2 kdnnen nun nach der Groé3e der
ihnen gemal 3.2.4 zugeordneten Dezimalzahlen a(M) abzahlbar angeordnet werden.

3.3. Alle moglichen Kombinationen von Personen P mit Zeitrdumen AT aus 2.1 konnen
abzihlbar angeordnet werden.

3.3.1. Von einer Aussage gemal} 2 wird gesprochen, wenn eine Person P eine Mitteilung M in
einem Zeitraum AT liest bzw. lesen kénnte.

3.3.2. Wir fUhren Raum-Zeit-Elemente in Form von vierdimensionalen Wurfeln mit der Seiten-
lange 1/100"® mm und der Dauer 1/100"® Sekunde ein.

3.3.3. Durch geeignete Wahl eines Koordinatensystems im Raum-Zeit-Kontinuum konnen wir
dieses in abzahlbar viele Raum-Zeit-Elemente (3.3.2) zerlegen.

3.3.4. Ein Raum-Zeit-Element aus dem von einer Person P in einem Zeitraum AT, der im Zeit-
raum eines tatséchlichen oder eines potentiellen Lesevorganges liegt, eingenommenen
Volumens des Raum-Zeit-Kontinuums bezeichnen wir mit RZE (P,AT).

3.3.5. Zu jeder méglichen Kombination einer Person P mit einem Zeitraum AT aus 2.1 kann
(mindestens) ein RZE(P,AT) gemal} 3.3.4 gefunden werden, welches aus dem Volumen
dieser Person und dem Zeitraum AT im Raum-Zeit-Kontinuum stammt und daher diesen
(potentiellen) Lesevorgang eindeutig kennzeichnet.

3.3.6. Es sei n = n[RZE(P,AT)] der Platz des RZE(P,AT) in der abzahlbaren Anordnung der
Raum-Zeit-Elemente nach 3.3.3.

3.3.7. Wir bezeichnen mit m(P,AT) = (IglAiITl)n[RZE(P,AT)] jenen fur alle Kombinationen einer

Person P mit einem (potentiellen) Lesezeitraum AT in Betracht kommenden Platz gemaf}
3.3.6 mit dem niedrigsten n = n[RZE(P,AT)].

3.3.8. Die Ordnungszahlen m(P,AT) liefern, ihrer Gré3e nach geordnet, eine abzahlbare
Anordnung aller mdglichen Kombinationen von Personen P mit Zeitraumen AT aus 2.1.
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3.4. Durch Kombination der abzidhlbaren Anordnungen 3.2 und 3.3 bilden wir eine

abzahlbare Anordnung aller moglichen Aussagen 2 und bezeichnen sie als
UNIVERSALANORDNUNG.

3.4.1. Jeder Aussage A(M,P,AT) nach 2.1 ordnen wir eine Zahl
z = z[A(M,P,AT)] = m(P,AT) + a(M) unter Verwendung von 3.3.7 und 3.2.4 zu.

3.4.2. Alle Aussagen nach 2.1 ordnen wir nun nach der Grof3e von z an, wobei die Aussage
A(M,P,AT) die Ordnungszahl n = n(M,P,AT) erhalt.

3.4.3. Wir bezeichnen diese Anordnung als UNIVERSALANORDNUNG. Die Aussage

A(M,P,AT) steht in der Universalanordnung an n(M,P,AT)ter Stelle.

3.4.4. In der Universalanordnung ist jede tatsachlich gemachte Aussage enthalten.

3.4.4.1. Eine tatsachlich gemachte Aussage wird von einer konkreten Person P in einem
konkreten Zeitraum AT gemacht und kann in Form einer schriftlichen Mitteilung M
dargestellt werden. Sie steht daher in der Universalanordnung an der Stelle

n = n(M,P,AT).

3.4.4.2. Wegen der Vielzahl von RZE(P,AT) aus dem von P in AT gemalf 3.3.4 eingenommenen
Volumen im Raum-Zeit-Kontinuum gibt es eine Vielzahl, wegen 3.2.3.2 unendlich viele
Aussagen A(M,P,AT), die eine tatsachlich gemachte Aussage eindeutig kennzeichnen.

3.4.4.3. In der Universalanordnung gibt es daher unendlich viele Platze n = n(M,P,AT) fur jede
tatsachlich gemachte Aussage.

3.4.5. In der Universalanordnung ist jede sinnlose Aussage ebenso enthalten wie jede
mogliche graphische Darstellung M als ,Leseobjekt* jeder mdglichen Person P.

3.4.6. In der Universalanordnung sind Aussagen enthalten, deren Mitteilungen so umfangreich
sind, daf® der zum Lesen erforderliche Zeitraum die Lebensdauer jeder Person P Uber-
steigt, weshalb Uber die (relative) Wahrheit dieser Aussage keine Angabe madglich ist.

3.4.7. In der Universalanordnung sind Mitteilungen enthalten, die in einer P unbekannten
Sprache abgefaldt sind, so dal P Uber den Inhalt der Mitteilungen nichts sagen kann.

3.4.8. In der Universalanordnung sind alle Aussagen enthalten, die bei der Beurteilung der
vorliegenden Arbeit durch irgendeinen Leser gemacht werden konnen.

3.5. Die Moglichkeit, alle moglichen Aussagen in einer Universalanordnung abzahlbar
anzuordnen, beruht darauf, daB alle méglichen Mitteilungen zwar beliebig groB sein
konnen aber immer endlich sein miissen.

4. Fur alles, woran gedacht werden kann, also fiir jedes mégliche Denkobjekt,
gibt es (mindestens) einen Platz in der Universalanordnung, dessen
Ordnungszahl das Denkobjekt eindeutig kennzeichnet.

4.1. Ist eine Person P in einem Zeitraum AT bereit zu bejahen, daR ein Denkobjekt DO
durch eine Mitteilung M eindeutiqg beschrieben wird, dann ordnen wir diesem
Denkobjekt die Aussage Apo(M,P,AT) mit der Ordnungszahl npo(M,P,AT) zu. Diese
Aussage und ihre Ordnungszahl kennzeichnen das Denkobjekt eindeutig.




41.1.

4.1.2.

4.1.3.

41.4.
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Eine Person P kann in einem Zeitraum AT etwa bereit sein zu bejahen, dal® eine
Mitteilung ,2“ oder ,zwei“ oder ,Zwei“ oder ,6:3" oder ,two“ oder ,deux” usw.
,die natlrliche Zahl Zwei“ in dem Sinne, in dem der Autor und/oder der Leser
diese letzte Mitteilung interpretieren, eindeutig beschreibt.
Irrtimer und/oder bewul3te Verfalschungen bei der Interpretation der jeweiligen Mittei-
lung durch die Person P bzw. den Autor bzw. den Leser werden nicht ausgeschlossen.
Zur eindeutigen Kennzeichnung eines Denkobjektes DO durch eine Ordnungszahl
npo(M,P,AT) genlgt die Bereitschaft der Person P, im Zeitraum AT zu bejahen, dal} die
Mitteilung M das Denkobjekt eindeutig beschreibt. Es wird nicht gefordert, daf® sich P
mit M tatsachlich befaldt; vielmehr handelt es sich um eine potentielle Interpretation der
Mitteilung M durch die Person P im Zeitraum AT.
Im Sinne der Analogie 1,1,1,2,1 entspricht die Bereitschaft der Person P im Zeitraum AT
eine Mitteilung M in bestimmter Weise zu interpretieren, unabhangig davon, ob sich P
mit M in AT tatsachlich befal’t, der ,Bereitschaft” eines Computers, einen Datensatz in
bestimmter Weise zu verarbeiten und entsprechende Daten auszugeben, unabhangig
davon, ob der Datensatz tatsachlich eingegeben wird.

4.2. Gibt eine Person P an, im Zeitraum AT an ein Denkobjekt DO gedacht zu haben, das

fur sie durch keine Mitteilung M eindeutig beschrieben werden kann, dann bilden
wir die Mitteilung A/ mit dem Wortlaut ,,Das Denkobjekt, an das die Person P im
Zeitraum AT gedacht hat“ (geschrieben auf einem quadratischen Untergrund).

Fur diese Person P, aber auch fiir den Autor PA und fiir den Leser PL, miissen dann

(von Liigen und Irrtiimern abgesehen) in jedem nach AT gelegenen Zeitraum AT die
Ordnungszahlen npo(A4P,A 7" ), npo( MPA.,A7) und npo(M,PL,A 7)) das Denkobjekt DO

eindeutig kennzeichnen.

4.3. Woran man nicht denken kann, daran soll man nicht denken.

4.3.1
43.2

4.3.3

. Ein ,Denkobjekt, an das nicht gedacht werden kann,“ enthalt in sich einen Widerspruch.

. Wird ein solches Denkobjekt in einem Beweis als widerspruchsfrei verwendet, bezeichnet
der Autor den Beweis gemaf 2.4.3 als mi3lungen.

. Der Autor wendet sich nur an jene Leser, die solche Beweise ebenfalls ablehnen.

4.4. Alles, woran gedacht werden kann (jedes mogliche Denkobjekt DO), kann fiir (min-

destens) eine Person P in (mindestens) einem Zeitraum AT durch (mindestens) eine
Mitteilung M eindeutig beschrieben werden, so daB npo(M,P,AT) dieses Denkobjekt

eindeutig kennzeichnet.

441

442

..Der Begriff ,M6gliches Denkobjekt* setzt die Moglichkeit der Existenz einer Person P, die
in einem Zeitraum AT an das Denkobjekt denken konnte, voraus.

. Im Fall 4.1 kennzeichnet die Aussage A(M,P,AT) mit der Ordnungszahl npo(M.P.AT), im
Fall 4.2 die Aussage A(M,P,AT) mit der Ordnungszahl npo(M,P,AT) das Denkobjekt DO
eindeutig.
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4.5. Uber alles, woran gedacht werden kann, kann auch gesprochen werden.

4.5.1. Jedes Denkobjekt DO, an welches gedacht werden kann, wird wegen 4.4 durch (min-
destens) eine Aussage A(M,P,AT) der Universalanordnung eindeutig gekennzeichnet.

4.5.2. Unter Verwendung dieser Aussage kann daher uber das Denkobjekt DO gesprochen
werden.

5. Die Welt ist abzahlbar:

5.1. Eine allgemein anerkannte Definition des Begriffes ,,Welt“ ist dem Autor nicht bekannt.

5.1.1. Wittgenstein’s ,Die Welt ist alles, was der Fall ist” erscheint dem Autor als Definition des-
halb nicht geeignet, weil fur ihn der Begriff ,der Fall sein“ zumindest ebenso einer Defini-
tion bedarf wie der Begriff ,Welt“ selber.

5.2. Die Welt ist alles, woran gedacht werden kann.

5.2.1. Diese vom Autor gewahlte Definition ist wegen 4.5 gleichbedeutend mit der Definition
,Die Welt ist alles, worlber gesprochen werden kann®.

5.2.2. Wollte eine Person P einen Teil der Welt au3erhalb der Definition 5.2 postulieren, dann
mufte es eine Mitteilung M geben, die flr P in irgendeinem Zeitraum AT ,etwas” aul3er-
halb der durch 5.2 definierten Welt eindeutig beschreibt. Dieses ,Etwas” ist fir P im
Zeitraum AT ein Objekt DO seines Denkens. npo(M,P,AT) ist die Ordnungszahl dieses
Denkobjektes in der Universalanordnung. Die Behauptung, es kdonne uber dieses Denk-
objekt nicht gesprochen werden, enthalt also einen Widerspruch. Wegen 2.4.3 ist fur
den Autor daher die Behauptung der Unvollstandigkeit der Definition 5.2 falsch.

5.3. Alles, woran gedacht werden kann, also die Welt, kann gemaR 4, entsprechend dem
zugeordneten Platz in der Universalanordnung, abzahlbar angeordnet werden.

5.3.1. Alles, woran gedacht werden kann, wird durch (mindestens) eine Ordnungszahl n(M,P,AT)
gemal 4.4, also durch mindestens einen Platz in der Universalanordnung, eindeutig ge-
kennzeichnet.

5.3.2. Die Welt kann daher nach der Grélie der Ordnungszahlen, die alles, woran gedacht
werden kann, eindeutig kennzeichnen, abzahlbar angeordnet (godelisiert) werden.
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5.4. Die reellen Zahlen zwischen Null und Eins konnen in einer Folge (rﬂ) = RA(0,1) abzahl-
bar angeordnet werden.

5.4.1. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit beschranken wir uns auf die reellen Zahlen
zwischen Null und Eins. Wir betrachten nun alle Aussagen A.(M,P,AT), in denen eine
Person P im Zeitraum AT bejaht, dal die Mitteilung M eine reelle Zahl rmit 0 <r < 1 ein-
deutig kennzeichnet.

5.4.2. Jeder derartigen Aussage entspricht gemal} 3.4.2 ein Platz n,(M,P,AT) in der Univer-

salanordnung.

54.3. Esseim=m(r) = nEu)n n{M,P,AT) der Platz aus 5.4.2 mit der niedrigsten Ordnungszahl.

5.4.4. Nun ordnen wir die reellen Zahlen r mit 0 <r < 1 nach der Grol3e von m in einer Folge
(rm) = RA(0,1) abzahlbar an. m = m(r) bezeichnet dabei gemaf 5.4.3 den Platz der Aus-
sage A(M,P,AT) in der Universalanordnung. m dient also nur der Anordnung der reellen
Zahlen und bezeichnet nicht den Platz von r in der Folge RA(0,1).

5.4.5. Der Versuch, durch die Einfuhrung einer Cantor’'schen Diagonalzahl die Unvollstandig-

keit der Folge RA(0,1) zu beweisen, millingt.

5.4.5.1. Die n'® reelle Zahl in der Folge RA(0,1) habe die Dezimaldarstellung
Mm=0"T1rM2... Mn....

5.4.5.2. Wir nehmen an, ein Kritiker PK der Vollstandigkeit der Folge RA(0,1) gemal} 5.4.4

bildet eine Dezimalzahl (nach Cantor) der Gestalt ¢ = 0’ ¢4C;...Cp..... mit Vn : C, # My,
folgert daraus Vn: c # r,, daher c ¢ RA(0,1), und behauptet, damit wegen 0 < c < 1 die
Unvollstandigkeit der Folge RA(0,1) der Dezimalzahlen zwischen Null und Eins bewie-
sen zu haben.

5.4.5.3. Wir bilden nun eine Mitteilung MK, welche die Vorschriften zur Bildung der Folge
RA(0,1) aus 5.4.4 und der Cantor’'schen Diagonalzahl ¢ aus 5.4.5.2 enthalt.

5.4.5.4. Wird der Einwand des Kritikers PK im Zeitraum ATK gemacht, dann ist PK in ATK

offenbar bereit zu bejahen, daf durch die Aussage A(MK,PK,ATK) die Cantor’sche
Diagonalzahl ¢ eindeutig gekennzeichnet wird. Die Ordnungszahl no(MK,PK,ATK)
bezeichnet dann nach 4.1 einen Platz in der Universalanordnung, der ¢ eindeutig
kennzeichnet.

5.4.5.5. Nun ist m =m(c) = n(n)n nc(MK,PK,ATK) nach 5.4.3 der c zugeordnete Platz in der

Universalanordnung mit der niedrigsten Ordnungszahl. c ist offenbar eine reelle
Zahl zwischen Null und Eins. Gemaf 5.4.4 qgilt daher ¢ € RA(0,1).

5.4.5.6. In der abzahlbaren Anordnung RA(0, 1) der reellen Zahlen zwischen Null und Eins
gemal 5.4.4 habe c den Platz n = n(c) mit r(c) = C.

5.4.5.7. Aus ¢ = rp(c) folgt fur die n(c)® Dezimalstelle Gy = I'n(c),n(c) iM Widerspruch zur Definition
von cin 5.4.5.2, die Vn: ¢, # ry n fordert,

5.4.5.8. Die Vorschrift zur Konstruktion einer Cantor’'schen Diagonalzahl ¢ auf Grund der Folge
RA(0,1) nach 5.4.5.1 enthélt damit einen Widerspruch. Der Autor bezeichnet daher den
Beweis des Kiritikers flr die Unvollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung der reellen
Zahlen zwischen Null und Eins in der Folge RA(0,1) wegen der Verwendung des in sich
widersprichlichen Begriffes der Diagonalzahl c aus 5.4.5.2 gemal 2.4.3 als mi3lungen.
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5.5. Beweise der Uberabzihlbarkeit einer beliebigen Menge {E}, die in der Definition
eines Elementes E der Menge bestehen, dem nach Meinung des Kritikers kein Platz
in der Universalanordnung eindeutig zugeordnet werden kann, enthalten einen Wider-
spruch in sich. Der Autor bezeichnet solche Beweise gemaR 2.4.3 als milungen.

5.5.1. Um dies zu zeigen, betrachten wir alle Aussagen Ag(M,P,AT), in denen eine Person P in
einem Zeitraum AT bejaht, dal3 ein Element E der Menge {E} durch die Mitteilung M
eindeutig beschrieben wird. Die Aussage Ag(M,P,AT) kennzeichnet dann das Element E
eindeutig.

5.5.2. Jeder Aussage Ag(M,P,AT) aus 5.5.1 entspricht gemafl 3.4.2 ein Platz ng(M,P,AT) in der
Universalanordnung, der das Element E eindeutig kennzeichnet.

5.5.3. Wir bezeichnen mit m = m(E) = n(%n ne(M,P,AT) den Platz jener das Element E kennzeich-

nenden Aussage mit der niedrigsten Ordnungszahl.

5.5.4. Nun ordnen wir alle Elemente der Menge {E}, fur die eine Aussage As(M,P,AT) vorliegt,
nach der GroRe von min einer Folge (E) = EA abzahlbar an. m = m(E) bezeichnet dabei
gemal} 5.5.3 den Platz der Aussage Ag(M,P,AT) in der Universalanordnung und

n den Platz des Elementes E in der Folge EA.

5.5.5. Wir nehmen nun an, ein Kritiker PK will in einem Zeitraum ATK die Unvollstandigkeit von
EA durch die Definition eines Elementes E mit E € {E} und E ¢ EA beweisen.

5.5.6. In diesem Fall bilden wir eine Mitteilung MK, welche die vom Kritiker gegebene Definition
des Elementes E aus 5.5.5 enthalt.

5.5.7. Der Kritiker behauptet E € {E}, so dal fur ihn die Aussage As(MK,PK,ATK) das Ele-
ment E eindeutig kennzeichnet.

5.5.8. Wegen des Vorliegens einer Aussage A:(MK,PK,ATK), welche E eindeutig kennzeichnet,
ist gemal 5.5.4 das Element E in der Folge EA enthalten. Es gilt also E € EA
und dies steht im Widerspruch zur Behauptung des Kritikers, es gelte E ¢ EA.

5.5.9. Wie in 2.4.3 festgehalten, bezeichnet der Autor den Beweis des Kritikers flr die Unvoll-

standigkeit der Folge EA wegen des Widerspruchs in 5.5.8 als mi3lungen.

5.6. Die abzahlbare Anordnung der Welt (5.2) im Rahmen der Universalanordnung (3.4)
ist nur eine potentielle Anordnung; eine tatsdchliche Anordnung aller méglichen
Denkobjekte, also der Welt, durch eine konkrete Person PK in einem konkreten
Zeitraum ATK ist prinzipiell nicht moéglich.

5.6.1. Eine Aussage A(M,P,AT) kann nur auf Grund der Interpretation von M durch P in AT
einem Denkobjekt eindeutig zugeordnet werden.

5.6.2. Eine einzelne Person PE kann wegen der Beschranktheit der zur Verfigung stehenden
(Lebens-) Zeit Mitteilungen M nur in beschranktem Umfang und in beschrankter Anzahl
interpretieren.

5.6.3. Eine einzelne Person PE kann auch nicht die Interpretation aller moglichen Mitteilungen
M durch alle moglichen Personen P in allen moglichen Zeitraumen AT kennen.

5.6.4. Wegen 5.6.2 und 5.6.3 kann die Frage nach dem einem bestimmten Platz in der Univer-
salanordnung zugeordneten Denkobjekt von einer einzelnen Person PE nur flir eine
beschrankte Anzahl solcher Platze beantwortet werden..
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6. In einer konkreten Schrift konnen die Welt im allgemeinen und die reellen

Zahlen im besonderen tatsédchlich abzahlbar angeordnet werden:

6.1. Eine konkrete Schrift bestehe in der zeilenweisen Anordnung endlich vieler Zeichen.

6.1.1. Solche Zeichen sind etwa Buchstaben, Ziffern, Satzzeichen, das Spatium usw.

6.1.2. Zeichen konnen in verschiedenen Schriftarten (lateinisch, griechisch, gotisch, kursiv, fett
usw.), klein oder grold geschrieben, sowie hoher- oder tiefergestellt verwendet werden.

6.1.3. Es kdnnen mathematische und logistische Zeichen und Symbole verwendet werden.

6.1.4. Es kdnnen bestimmten Zeichen mit fester Bedeutung verwendet werden, wie z.B. die
Zahlen ,n“ oder ,e“ (Basis der natlrlichen Logarithmen) usw.

6.1.5. Eine konkrete Schrift kann etwa aus allen einer Buchdruckerei oder in einem Computer
zur Verfugung stehenden Lettern und Zeichen bestehen.

6.1.6. Alles jemals schriftlich Festgehaltene, also auch die gesamte mathematische Literatur
samt der vorliegenden Arbeit, kann in einer solchen konkreten Schrift dargestellt werden.

6.2. Alles, was in einer konkreten Schrift geschrieben werden kann, 1Rt sich in einer Folge
ZFA abzahlbar anordnen.

6.2.1. Eine Zeichenfolge “ZF der Lange L in einer konkreten Schrift 6.1 bestehe aus L in beliebig
vielen Zeilen hintereinander angeordneten Zeichen.

6.2.2. Verwendet man in der konkreten Schrift etwa o verschiedene Zeichen (einschliellich des
Spatiums und unter Berlcksichtigung der Schriftart, von héher- oder tiefergestellt, usw.)
dann gibt es genau o " verschiedene Zeichenfolgen “ZF der Lange L.

6.2.3. Wir ordnen alle Zeichenfolgen endlicher Lange in einer Folge ZFA abzahlbar an.

6.2.3.1.Essei 2= {a1, ay ..., a,} die Menge der zur Verfligung stehenden Zeichen. Eine
Zeichenfolge “ZF. der Lange L hat dann die Form ,on1 oz ... onl” mit one 2.

6.2.3.2. Wir bilden fiir jede Zeichenfolge ZF = “ZF, eine Hilfszahl I1(ZF) = H(LZFn) =
=2M.3". _.1."™ wobei r, die k' Primzahl in der Primzahlenfolge /7 = (2, 3, ... 7 ..... ) ist.
I1(ZF) kennzeichnet dann ZF eindeutig. Ware etwa o1 der Buchstabe ,a“ und a, der Buch-
stabe ,b“, dann entspricht die Hilfszahl IT =2 = 21 = n11 der Zeichenfolge , a1, also
,a‘, die Hilfszahl IT1 =4 = 22 = rc12 der Zeichenfolge ,a2", also ,b“, die Hilfszahl I1=6 =
=2"x 3" = 1y "x 1" der Zeichenfolge ,04a.1", also ,aa", die Hilfszahl 1= 18 = 2" x 3% =
= n11x n22 der Zeichenfolge a0, also ,ab“, usw.
6.2.3.3. Wir kénnen also alle endlichen Zeichenfolgen ZF nach der GroRRe ihrer Hilfszahlen
I1(ZF) in einer Folge (ZF) = ZFA abzahlbar anordnen. Dazu setzen wir
r(rZ1[1?r)1 I1(ZF) = T1(ZF 1) = 2 und im weiteren Vn: T1(ZF,,) < I1(ZFn+1). Man erhalt nun etwa

I1(ZF2) = 4 mit ZF2 = o, I1(ZF3) = 6 mit ZF3 = aqauq, T1(ZF4) = 8 mit ZF4 = a3, usw.
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6.3. Alles, woran der Autor denken kann, IaRt sich fur ihn durch eine Zeichenfolge
gemaR 6.2.1 in jedem Zeitpunkt eindeutiqg beschreiben.

6.3.1. DO(ZF) bedeutet fur den Autor, das Denkobjekt DO wird durch die Zeichenfolge
ZF jederzeit fur ihn eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben.

6.4. Der Autor ordnet nun die Welt (5.2) in jener Reihenfolge der Denkobjekte DO
abzahlbar an, die der Reihenfolge der sie eindeutiq beschreibenden Zeichen-
folgen in der Folge ZFA gqemaR 6.2.3.3 entspricht.

6.5. Der Autor wendet sich im weiteren nur an jene Leser, welche die selbe Schrift und
die selben Beschreibungen von Denkobjekten verwenden, wie der Autor.

6.5.1. Eine Person P verwendet genau dann die selbe Schrift und die selben Beschreibungen
von Denkobjekten wie der Autor, wenn jede Zeichenfolge ZF fur P das selbe Denkobjekt
beschreibt wie fur den Autor.

6.6. Aus der Folge ZFA wird eine abzahlbare Anordnung der reellen Zahlen in einer
Folge (r,) = RA gewonnen, in der jede reelle Zahl genau einmal vorkommt.

6.6.1. Zunachst werden aus der Folge ZFA jene Zeichenfolgen ausgewahlt, durch die reelle
Zahlen eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden.

6.6.2. Wird eine reelle Zahl r durch mehrere Zeichenfolgen ZF mit r = r(ZF) eindeutig und
widerspruchsfrei beschrieben, wahlen wir jene Zeichenfolge mit der kleinsten Hilfszahl
I(r) = (glzi]%)H(ZF) aus und ordnen die reellen Zahlen r nach der GroéRRe von TII(r) in einer

Folge RA abzahlbar an.

6.6.3. Eine durch eine unendliche Dezimalzahl beschriebene reelle Zahl kann nur dann
gemal} 6.6.1 ausgewahlt werden, wenn sie auch durch eine Zeichenfolge endlicher
Lange eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden kann. So kann etwa & nicht
durch die unendliche Dezimalzahl 3'14159..... beschrieben werden sondern nur durch
eine endliche Zeichenfolge wie z.B. ,Die Flache des Einheitskreises oder eine der
bekannten Definitionen durch Grenzwerte.

6.6.4. Die reelle Zahl r habe als Dezimalzahl die Gestalt r = Rj\Rm-1...R1’ rira...ri..... In dieser
Form der Beschreibung einer reellen Zahl mussen naturlich unendliche Dezimalzahlen
zugelassen werden, wie etwa fir © oder fur 1/3.

6.6.5. Fur die Zahlr = 1524 giltetwam=2, R, =1, R1=5,r1=2,rp =4,undri=0flri>2._

6.6.6. Die n ° reelle Zahl r, in der Folge (r, ) habe nach 6.6.4 die Gestalt
Mm=RnmRnm-1.- Rna' mim2... ...

6.6.7. Wegen 6.6.2 wird jeder durch eine Zeichenfolge beschreibbaren reellen Zahl r genau eine
Hilfszahl T1(r) zugeordnet, so dal} sie genau einen Platz in der Folge RA hat.
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6.7. Der Versuch, durch die Definition einer Cantor’schen Diagonalzahl die Unvoll-
standigkeit der Folge RA aller reellen Zahlen zu beweisen, mif}lingt.

6.7.1. Wir nehmen an, ein Kritiker der Vollstandigkeit der Folge RA der reellen Zahlen
bildet eine Cantor’'sche Diagonalzahl der Gestalt ¢ = 0’ ¢4C; ... C..... mit Vn: cn# M,
so daf3 c in der Folge RA nicht enthalten sein kann.

6.7.2. Die Vorschrift zur Konstruktion von ¢ kann in (mindestens) einer Zeichenfolge ZF so
dargestellt werden, dald ¢ = ¢(ZF) eindeutig beschrieben wird. Gemaf 6.6.7 hat c dann
entsprechend der GrolRe der Hilfszahl I1(c) genau einen Platz in der Folge RA. Dieser
Platz sei n(c).

6.7.3. Gemal 6.6.6 ist r ), die i *® Dezimalstelle der n(c) **" reellen Zahl in der Folge RA.
Nach 6.7.2 ist ry(c) = c. Fur i = n(c) muflte also ¢ n() = rn(c),n(c) Und wegen 6.7.1
gleichzeitig ¢ n(c) # I'n(c),n(c) gelten. Dies ist ein Widerspruch.

6.7.4. Die Cantor’sche Diagonalzahl c ist also in sich selbst widerspruchlich und die ¢ be-

schreibende Zeichenfolge ZF mit ¢ = ¢c(ZF) aus der Folge ZFA beschreibt nicht, wie
in 6.6.1 gefordert, eine reelle Zahl widerspruchsfrei. Der Autor bezeichnet daher den
vom Kritiker gefiihrten Beweis der Unvollstandigkeit der Folge RA der reellen
Zahlen gemal 2.4.3 als mi3lungen.

6.8. Fiir eine Zeichenfolge ZF definieren wir ZF - beschreibbare Zahlen.

6.8.1. Wir bezeichnen eine Zahl, die durch eine Zeichenfolge ZF eindeutig beschrieben
werden kann, als ZF - beschreibbar.

6.8.2. Welche Zahlen ZF - beschreibbar sind, hangt von der zur Verfugung stehenden
Zeichenmenge (2 sowie von den diesen Zeichen zugemessenen Bedeutungen ab.

6.8.2.1. Wird ein Schriftsatz zur Ubermittlung einer Information von einer Person P, an

eine Person P, verwendet, mussen sich P4 und P, vorher uber die Bedeutungen
der Zeichen bzw. Zeichenkombinationen aus (2 einigen.

6.8.3. Mit 2= {0,1} kdonnen Mengen dieser Zeichen gebildet werden, die keine weitere
Bedeutung haben. Einigt man sich aber auf das binare Zahlensystem, sind jede
naturliche Zahl und die Null ZF - beschreibbar.

6.8.4. Erweiterungen von (2, etwa durch Operationszeichen {+, -, X, :} oder durch Zeichen
fester Bedeutung, wie =«, e, usw., erweitern die Menge der ZF - beschreibbaren Zahlen.

6.8.5. Fira’=a exp b wird die Zahl z = 9exp{9exp[9exp(9exp9)]} durch eine Zeichenfolge
ZF = 2%ZF der Lange L = 23 beschrieben. Es gibt genau o> verschiedene Zeichen-
folgen 237F und es ist o*> << z. Nur ein sehr kleiner Teil der natirlichen Zahlen kleiner
als z kann daher 2>ZF - beschreibbar sein.
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6.8.6. Bezeichnen wir mit N("ZF) die Anzahl der "“ZF - beschreibbaren natiirlichen Zahlen und
mit M(“ZF) die gréRte "ZF - beschreibbare natiirliche Zahl, dann wird fiir geniigend
groRes L jedenfalls N(“ZF) << M(*ZF) sein. Je langer eine Zeichenfolge “ZF ist, um so
groRer ist die gréRte “ZF - beschreibbare natiirliche Zahl M(*ZF) aber um so kleiner ist
der Anteil N(“ZF) / M(*ZF) der “ZF - beschreibbaren natiirlichen Zahlen an der Zahlen-
menge {0,M("ZF)}.

6.8.7. Bei vorgegebener Zeichenmenge (2 und vorgegebener Bedeutung der Zeichen bzw.

der Zeichenkombinationen stellen wir allgemein die Frage nach der Verteilung der

LZF - beschreibbaren natiirlichen (bzw. rationalen, bzw. reellen usw.) Zahlen auf
der Zahlengeraden fiir verschiedene Langen L der Zeichenfolgen. Insbesondere

fragen wir nach der Anzahl N (*ZF) der "ZF - beschreibbaren natiirlichen Zahlen und
nach der gréRten solchen Zahl M(“ZF).

6.9. Es gibt nur endlich viele einzelne Zahlen.

6.9.1. Die Menge der Zahlen ist unendlich.

6.9.2. Die Menge der durch Zeichenfolgen tatsachlich beschreibbaren Zahlen ist endlich.
6.9.2.1. Um festzustellen, ob eine Zeichenfolge eine Zahl (allgemein ein Element einer Menge)
eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, mul} diese Zeichenfolge zur Ganze

gelesen werden.
6.9.2.2. Zeichenfolgen mit einer Lange grofRer als etwa 10%° kénnen ihres Umfanges wegen nie
zu Ende gelesen werden.
6.9.2.2.1. Das Lesen eines Bandes der Universalbibliothek (Einflihrung) erfordert mehr als einen
Tag. Zeichenfolgen in einer Lange von 35000 Banden sind daher nicht mehr lesbar.
6.9.2.2.2. Auch wenn durch den Einsatz von Computern die GréRenordnung vielleicht um einen
Faktor von 10" vergroRert werden koénnte, bleibt eine Lange von ca. 10%° Zeichen
obere Grenze fur die Lesbarkeit.
6.9.2.3. Die Frage, ob eine Zeichenfolge eine Zahl (allgemein ein Element einer Menge)
eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, wird mit gentigend langer Zeichenfolge
unentscheidbar. Aus 6.9.2.2 folgt daher 6.9.2.
6.9.3. Wegen 6.9.2 konnen aus der unendlichen Menge der naturlichen Zahlen nur endlich viele
einzeln ausgewahlt werden, Uber die gesprochen werden kann, woraus 6.9 folgt. Diese
Feststellung beinhaltet natirlich eine Definition des Begriffes ,Einzelne Zahl®.

6.9.4. Bei der in der Universalbibliothek zugrunde gelegten Zeichenmenge von 500 Zeichen
20

gibt es hochstens ca. 500 10 lesbare Zeichenfolgen. Nur ein verschwindend kleiner

Bruchteil davon beschreibt verschiedene (!) Zahlen eindeutig und widerspruchsfrei.

Die Anzahl einzelner Zahlen im Sinne von 6.9.3 ist daher um Grélkenordnungen kleiner.
6.9.5. Der hier sich zeigende Unterschied zwischen potentiell unendlich und aktual unendlich

beruht darauf, daf® auch Mathematik nur in Raum und Zeit betrieben werden kann.
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6.10. Die Welt gemaR 5 ist umfanqgreicher als die Menge der lesbaren Zeichenfolgen.

6.10.1. In 6.1 wurde eine konkrete Schrift vorausgesetzt. In 6.5 wurde weiters vorausgesetzt,
dald der Leser alle Zeichenfolgen im selben Sinne interpretiert, wie der Autor.

6.10.2. Fur jede lesbare Zeichenfolge gibt es eine Vielzahl von mdglichen Interpretationen.
Eine Zeichenfolge kann etwa nur als graphische Darstellung angesehen werden, wobei
es auch auf die Form der Schriftzeichen und auf die Zeilenwahl ankommt. Sie kann
bei entsprechender Ubereinkuntft als Darstellung einer akustischen Mitteilung dienen
oder als Mitteilung durch andere Sinnesorgane.

6.10.3. Die gewahlte Interpretation hangt von der jeweils lesenden Person P und vom Zeitraum
AT des Lesens ab.

6.10.4. Durch die Einbeziehung von P und AT ubersteigt der Umfang der Welt gemaf 5 den
Umfang der Zeichenfolgen erheblich, bleibt aber naturlich abzahlbar.
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7. Kann die Unvollstandigkeit einer auf der Universalanordnung beruhenden abzihlbaren

Anordnung der reellen Zahlen zwischen Null und Eins durch eine Diagonalzahl bewie-
sen werden? Eine Diskussion:

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Universalanordnung (Pkt 3.4 aus ,Abzahlbar-

keit; Relative Wahrheit und Universalanordnung®). Der Autor A behauptet, in dieser abzahlba-
ren Anordnung von Denkobjekten sind alle reellen Zahlen zwischen Null und Eins als Denk-

objekte enthalten. Ein Kritiker K will die Unvollstandigkeit der Anordnung durch die Einfuhrung
einer Diagonalzahl beweisen.

Die Diskussion daruber beginnt A mit folgender Anordnung RA(0,1):
(1) Far alle A(M,P,AT) (vgl. 2.1 aus ,Abzahlbarkeit; ....“) mit P = K wird an die Stelle
n = n(M,P,AT) (vgl. 3.4.3) von RA(0,1) die Zahl 0°4999..... gesetzt.
(2) Fur alle Az(M,K,AT), fur welche K in AT bejaht, dal® M eine reelle Zahl Z zwischen
Null und Eins eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, wird an die Stelle
n = n(M,K,AT) von RA(0,1) diese Zahl Z gesetzt.
(3) Fur alle A(M,K,AT), fir welche K in AT nicht bereit ist zu bejahen, dal3 M eine reelle
Zahl zwischen Null und Eins eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt, wird an die
Stelle n = n(M,K,AT) von RA(0,1) die Zahl 0°4999..... gesetzt.
In der so gewonnenen abzahlbaren Anordnung RA(0,1) sind definitionsgemal nach Meinung
von K alle Zahlen reell und liegen zwischen Null und Eins. A behauptet dariber hinaus, daR
alle reellen Zahlen zwischen Null und Eins ihren Platz in RA(0,1) haben. Die an der n'e"

Stelle stehende Zahl sei ry = 0’rpqrp2... fon..... mitry € (0,1, ..., 9) A =Viirgi =0 A Vi rg = 9.

Der Einwand von K lautet: Auf Grund von RA(0,1) wird eine Diagonalzahl ¢ = 0’c4Cs ... Cp .....
mit Vn: ¢, # rp gebildet, woraus Vn: ¢ = ry folgt.

A verlangt eine Konkretisierung von c.

K konkretisiert ¢ z.B. durch ¢, =1 flr ron # 1 und ¢, = 2 flr ryn, = 1.

A bildet eine Mitteilung MK, welche die Vorschrift zur Bildung von RA(0,1) sowie die von K
gegebene Vorschrift zur Bildung von ¢ enthalt. Um seine Kritik aufrecht zu erhalten muf3 Kin
einem Zeitintervall AT bejahen, da® MK die reelle Zahl ¢ zwischen Null und Eins eindeutig und
widerspruchsfrei beschreibt. Gemal (2) der Vorschrift zur Bildung von RA(0,1) steht ¢ damit an
der Stelle r, mit n = n(MK,K,AT) in RA(0,1). GemaR der von K gegebenen Definition muRte
daher c, = rpn # nn gelten. Die Diagonalzahl ¢ wird daher nicht wie gefordert widerspruchsfrei
beschrieben, so daf’ an die Stelle n = n(MK,K,AT) gemaf (3) der Vorschrift zur Bildung von
RA(0,1) die Zahl 0°4999..... zu setzen ist. Daher bezeichnet A den Versuch, durch die Bildung
einer Diagonalzahl die Unvollstandigkeit der abzahlbaren Anordnung RA(0,1) der reellen Zah-
len zwischen Null und Eins zu beweisen, als misslungen.



UBERABZAHLBAR ?

ABZAHLBARE ANORDNUNG BELIEBIGER MENGEN
(Karl-Heinz Wolff)

IT:=(2,3,...1j, ..... ) ist die Folge aller der GréRe nach angeordneten Primzahlen.

aj mti=1, 2, ... o sind zugelassene Schriftzeichen, beispielsweise Buchstaben, Ziffern,
Symbole, verschiedene Schriftarten, das Spatium, usw.

Q:={aq,09, ... 0} ist die Menge aller zugelassenen Schriftzeichen. Es kann sich z.B. um
alle in einer Druckerei zur Verfugung stehenden Zeichen handeln.

ZFn i = anion2 ... an. ist eine Zeichenfolge der Lange L, bestehend aus L angeordneten

Schriftzeichen ok € £2 mitk = n4, ny, ... N..
E(ZF) bedeute, das Element E werde durch die Zeichenfolge ZF eindeutig und widerspruchs-
frei beschrieben.

L

{E| B1, Bo, ... Bm} ist die Menge aller E, welche die Bedingungen B4, By, ... By, erfullen.

(E| B4, By, ... Bm| A) ist die Folge aller E, welche die Bedingungen B4, By, ... By erfiillen und
gemal A abzahlbar angeordnet sind.

Abzéhlbare Anordnung aller Zeichenfolgen in einer Folge (ZF ) = ZFA:
V(ZF = aji ajz ... aj. ): = TI(ZF) = 2‘1-3|2-...-n|_|L.
ZFA: = (ZF| ZF endlich | TI(ZF1) = 2 A Vn: TI(ZFp) < T1(ZF n+1))-

Definition: T1(E): = min I1(ZF)

(E(ZF))

Abzdhlbare Anordnung aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 in einer Folge (r,) = RA(0,1):
RA(0.1):=(r|r e R, 0<r<1,3m(r) | 1(ry) = min [1(r) A VN: T1(rn) < T1{fnet) A
AN rn = rn,‘] rn,2 rn’n ..... ).

Einwand (EC) nach Cantor:
(EC):=3c e{c/|0<c<1,ceR,c=0C(Ca...Cn.cec. , VNI Cn# T} = VN: € £ 1= € & RA(0,1).

Gegeneinwand:
A(EC) = I{ZF| ZF € ZFA , c=¢(ZF)} = { ¥} = TMI(c) = In: ¢ =1, € RA(0,1) = W!

Abzahlbare Anordnung aller Elemente E einer Menge {E} in einer Folge (E,) = EA.

EA: = (E | E € {E}, 3N(E) | NI(E1) = min T1(E) A ¥n: TI(En) < T1(Ens1))

Einwand (EE) durch Definition eines in EA nicht enthaltenen Elementes E € {E}.
(EE): =3E € {E| E € {E}, Vn: E#Ep} = E ¢ EA.

Gegeneinwand:
A(EE) = 3{ZF| ZF € ZFA,E=E(ZF)} # { &} = 3(E) = In: E=Ep € EA= W!



ERLAUTERUNGEN:

Abzahlbare Anordnung aller Zeichenfolgen in einer Folge ZFA:

Fir jede Zeichenfolge ZF = 0’aiis a2 ... o der Lange L bilden wir das Produkt I1(ZF) aus den
Potenzen m* der ersten L Primzahlen, wobei der Exponent iy der k' Primzahl nk den Index
des k™" Zeichens ok bildet. Offenbar gibt es zu jeder endlichen Zeichenfolge ZF genau eine
solche Ordnungszahl T1(ZF), welche ZF eindeutig kennzeichnet.

Zur Anordnung aller Zeichenfolgen betrachten wir alle endlichen ZF und beginnen mit der
kleinsten moglichen Zahl fur I1(ZF), also 2. Die zugehdrige Zeichenfolge, es handelt sich of-
fenbar um die Folge ,a4“, ordnen wir als erste Zeichenfolge ZF 1 an. Alle weiteren endlichen
Zeichenfolgen ZF,, werden dann nach der Grol3e von I1(ZF,) angeordnet.

Definition:

Kann ein Element E eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden, dann gibt es immer
mehrere Zeichenfolgen, welche dies tun. So kann man etwa die selbe Beschreibung in ver-
schiedenen Schriftarten vornehmen. Die kleinste Zahl I1(ZF) aller E eindeutig und wider-
spruchsfrei beschreibenden Zeichenfolgen ZF bezeichnen wir mit IT(E). Im Unterschied zur
Anordnung der Zeichenfolgen, die wir unabhangig von einer allfalligen ,Bedeutung” flr einen
Leser vorgenommen haben, erfordert die Bildung von TI(E) eine Interpretation von ZF.

Abzdhlbare Anordnung aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 in einer Folge (r,) = RA(0,1).

Wir betrachten alle reellen Zahlen r zwischen 0 und 1, die durch eine endliche Zeichenfolge
eindeutig und widerspruchsfrei beschrieben werden. Eine solche Beschreibung flr ein r ist ge-
nau dann moglich, wenn eine Zahl I1(r) existiert. Diese reellen Zahlen r ordnen wir nach der
Grofle von I1(r) in einer Folge RA(0,1) an und betrachten sie als unendliche Dezimalzahlen.

Einwand nach Cantor:

Jede Dezimalzahl ¢ zwischen 0 und 1, die sich jeweils in ihrer n'®" Dezimalstelle von Mn,nun-
terscheidet, ist von allen r, verschieden. Sie kann also in der Folge RA(0, 1) nicht enthalten
sein. Ein solches ¢ kann etwa durch ¢ =0’cico ...C, ..... mitc, =1flrran=1und ¢, =2 fur
r.n = 1 beschrieben werden.



Gegeneinwand:

Jede Cantor’'sche Dezimalzahl ¢ kann durch (mindestens) eine Zeichenfolge eindeutig be-
schrieben werden. Ware die Beschreibung auch widerspruchsfrei, dann gabe es eine Zahl
I(c), deren Grole fur ¢ einen Platz r,, in der Folge RA(0, 1) sichert. Damit wird die Forderung
von Cantor ,, ¢y # rpn“ ZU , €h # €p". Die n'® Dezimalstelle von ¢ miiRte definitionsgemal} (!)
von sich selbst verschieden sein und dies ist ein Widerspruch. Die Beschreibung kann daher
nicht, wie gefordert, widerspruchsfrei vorgenommen werden.

Abzahlbare Anordnung aller Elemente E einer Menge {E} in einer Folge (E;) = EA.

Es werden alle Elemente der Menge {E} betrachtet, die durch eine endliche Zahlenfolge ein-
deutig und widerspruchsfrei beschrieben werden. Eine solche Beschreibung fur ein E ist ge-
nau dann moglich, wenn eine Zahl T1(E) existiert. Diese E ordnen wir nach der Gro3e von
I1(E) in einer Folge EA an.

Einwand durch Definition eines in der Folge nicht enthaltenen Elementes E aus {E}.

Es wird ein in der Folge EA nicht enthaltene Element E der Menge {E} definiert, also durch
eine Zeichenfolge eindeutig beschrieben. Fir E gilt also definitionsgemall E ¢ EA.

Gegeneinwand:

Da dem Einwand ein konkret definiertes Element E zugrunde liegt, kann das in der Folge EA
nicht enthaltene Element durch (mindestens) eine Zeichenfolge ZF mit E = E(ZF) eindeutig be-
schrieben werden. Ware die Beschreibung auch widerspruchsfrei, dann gabe es eine Zahl
I1(E), deren Grole fur E einen Platz E,, in der Folge EA sichert. Damit gilt E € EA im Wider-
spruch zur Definition von E, in der E ¢ EA verlangt wurde. Die Beschreibung kann daher nicht,
wie gefordert, widerspruchsfrei vorgenommen werden.

Stichworte: Abzahlbare Anordnung, Diagonalverfahren nach Cantor (Kritik), Kontinuum,
Kontinuumhypothese, Uberabzahlbare Mengen (Kritik), Universalanordnung, Cantor’s diagonal
process, countable arrangement, uncountability (Critic),
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1. gur Problematik d
‘der Uberzihlbarkelt

3. Uber esine Universalschrift (1976)

And speech created thought

Hhi:hlis the measure of the universe.

3. felemathematik (1977}

SHELLEY

4, Uber die Relativitit alles Existierenden
: (1978}

5. Was leistet die Sprache (1978)




Vorbomerkung:

Dic folgenden Darstellungen sind Versuche einer Kritik an
manchen, nach Meinung des Autors unzullissigen VYerallgemel—
nerungen von Begriffen, die letztlich zu einer ehensolun-
zullissigen Verabsolutierung eolcher Begriffe fibhren, 2u
formulieren. Es soll vorallem die jedem Begriff innewohnen=
de Relativitit seiner Bedeutung bewaBt gemacht werﬂen.l

Erst in zweiter Linie sind gewisse Folgerungen, etwa Liir

die Problematik der {iperabzihlbaren Mengen. Gegenstand der

lberlegungen.

Die unterschiedlichen Darstellungen sollen verschiedene ﬁagc
zum wesentlichen Inhalt der mussagen anbieten. Man kann je-
doch ohne Schwierigkeiten sehen, daB ectwa der in der er?ten
arbeit (1972) verwendete Begriff des "worwissens” in spiteren
prheiten durch den ipustand” des Hybernetischen Systems

{der Person) P im zeitpunkt t ersetzt wird. IT beiden Fillen
wird jedoch lediglich die jeder Aussage hzw. jeder Mitteilung
innewohnende Relativitit beriicksichtigt.

per Kernpunkt der Russagen jgt der folgende: Jeder Versuch,
die Menge alles Existierenden fiher die Menge alle? flr )
irgendeine FPerson in irgendeinem Zeitpunkt pmtentlel% denk
baren, also potentiell mitteilbaren, hinaus zu crwaitern
gleicht dem Yersuch Miinchhausens sich am eigenén Zopf aus

dem Sumpf zu ziehen.
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SUR FROPLEMATIX DES BEGRIFFES DER UIERABZAHLBAREEIT

1. Allon Denkbare iot mitteilbar.

1.7 Alles Erfahrbare wird in Expfindungen und in Gedanken geteilt.
1:2 Alles Formulierbare, d.h. in einer Schrift Auwsdriickbare, wird
als Gadonke, alles Nichiformulierbare ala Eapfindung besaichnet.

1.2.1 Durch 1.2 wird lediglich eine Daefinition wvon Godanken und
Enpfindungen gegeben, die fiir die weiteren Ableitungen aus-
‘reficht.

1.2.2 Die in 1,2 vervendeten Begriffe "Schrift" bzw. "ausdriickbar"
milssen nicht nither erliéutert werden; es geniigt im weoent-
lichen, ‘daf Mitteilungen nach 4.7, 4.6.2.2, 4.7.2.2, 4.8.2.2
und 5.3 als in einer Schrift aucdriickbar verstznden werdon.

1:2.3% Hach der Definition 1.2 kinnen auch Gedanken iiber BEmpfindun-
gen aunsgedriekt werden.

1.5 Codanken kdnnen Objelte eindeutig beschreiben.

1.3.1 Gedanken nls formulierbare Erfahrung kbnnen in schriftlichen
"itteilungen! forouliert worden,

1:.3.2 Dio Mitteilung: "Der Schmied schmiedet ein Eisen" beschreibt
kein Objelt eindoutig.

1:3:.3 Die Mittellung "Schmied" ist im allpomeinen mehrdeuiig. Sie
kann einen Hamon, einen Beruf oder eine bestimmie Person
beschreiben; sie kann ein Objekt eindeutipg beschreiben,
wenn die Eindeutipgkeit der Beseichnung "Schoied" durch
vorhergohende Mitteilungen sicherpgestellt wurde.

1.3.4 Die Nitteilung "Jonef Schmied, geborcn am 12.12.1949 in
Villach, Oaterreich® wird im allgemeinen eindeutip sein.

Tmreh sie wird dos Objekt Josef Schmied eindeutig beschrie-
ben. : :

1.4 Dle Monge der Hitteilungen, durch die ein Denkobjeltt eindeutig

bonchrieben wird, ist eine Teilmenge der Monge aller Mitteilungen,

1.4.1 Ja nach dem Vorwiszsen ist eino Mitteilung verstindlich oder
nicht.

1.4:.1.71 Zum Verstininis jeder Mittellung sind gewiose Vorlkennt-
nison, wie =.B. Kenntnisse der Sprache, in der die Mit-
teilung abgefaft ist, erforderlich.

1.4.%%2 Heben der Xemntnis der Sprache mul such die Kenntnis

epezleller Bagriffe, spezieller Beseichnungen, allgemein
eine gevisoo Pachlkenntnis vorasusgesetzt werden.




1.4.1.5 Alle beim Leson einer Mitteilung vorhondenen Kenninisse
werden als Vorwissen besalchnet.
1.4,2 Mangelndes Vorwisaen kenn durch Lerncn erverben worden.
1.4.2.1 Tas Lernen =.B. einer Sprache pder eines Kalkiils kann
gelbnt in einer Mitielilung formuliert werden, wie z.B.
in Lohrbichern.
1.4.2.2 Ist oine fiir eine Faroon P1 verotindliche Mitteilung
i fiir eins Person PE mangels susrelchenden Vorvisoens
unverstindlich, so kann der mur Ervertung diesas Vor=
wissens notwendige Lernvorgang in einex Mitteilung
formuliert werden, mit der susommen dio urspriingliche
Mitteilung auch flir die Person P2 verstindlich wird,
1.4.2.% Eine filr P1 vorstiindliche Mitteilung, dio duraeh keinen
wie immor gearteten, in Form einer Mitteilung forou-
lierbaren Lernvorgang filz P, voratindlich gemacht wer-
fdon kann, kann nicht Gegenstand oiner sinnvollen Dio-

kussion swischen Py und P, sein (vgl. 3.3.3).

1.4.% Da der Sinn einer Mitteilung vom Verwissen abhingt, ist die
fntacheidung, ob durch eine Hitteilung ein Denkobjekt ein-
deutifg beschrieben wird, vom Vorwlssen und damit personen-
avhingig.

2, Alle Mittellungen kinnen abzdhlbaz pngesrdnet werden.
2.1 Wagen 1.2 iot es auareichand, sich auf sehriftliche Hittuilunn
gen zu beschrinken. >
2,2 AKlg Bildschiromitteilung vom Mafll o wird oin Raster von schwar-
pen oder weiBen Elementarquadraten dex Beitenlinge 1/10 om bo-
goichnet, die in n Fellen zu je n Elementarquadraten engeordnet
aind.

2.2.1 In solchen Bildschirmmittellungen knnn allep dargostellt
werden, wap auf oinem mchwars=weifien Fernsehbildachirsm
nufgoroichnet wazdon kKann,

2.2.2 Alle schriftlichen H‘Hﬂm H:I'Mli in Form einer Bild-

2.2.3.2 Dios gilt nicht, wenn ein absoluter MaBastab, z.B. der
Abstand zweier Punkte, esscntieller Inbalt der Mit-
teilung ist.
2.3 Dio Menge aller Bildschirmmitteilungen kann abzihlbar angeordnet
werden.
2.3.1 Buniichat wird jedem weiBen Elemonfarguadrat die Ziffer O
und jedem schwarzen Elementarquadrat die Ziffer 1 zugcordnet.
2.3.2 Jeder Mitteilung vom MaBe n> wird eins fi® + 2)-stellige
Zahl sugcordnct, deren crete und deren letztie 8telle 1 iot
und deren {r - 1)n + 8 + 1%*® 5telle 0 oder 1 ist, je nachdes,
ob, in dex rtaﬂ feile das Bta Elementarquadrat weil odex
schwazs iot.
2:3.% Dia ni]dnnhirmmittoilungup werden nun nach der Gréfe dor
gemil 2.3,2 zugeordneten Zahlen angecrdnot.
2,4 Die Menge aller Bildachirmmitteilungen heifle Universalschrift.
2.4.1 Wegen 2,2.2 enthilt die Universalschrift alle schriftlichen
. Mitteilungen.

3. Alle Denkobjekte kinnen in einer Universalanordnung abszihlbar ange-
ordnet werden,
3.1 Die Mitteilungen sus der Universalschrift kénnen in der Reihen-
folge ihrer Anordnung nach 2.3 durchgemustert werden.
3.2 BEa werden jono Mittollungen ausgewihlt, durch die ein Denkobjokt
aindeutip beschripgben wird,
3.3 Dde Menge der ap crhaltenen Denkobjekte ist perscnenunabhingip.
3:3.1 Tm 3.3 zu bewoicen, gontgt op zu zeigen, da8 es zu joder
Mitteilung I'i{P,'I }, durch die fliir sine Person P, ein Denk-
objekt eindentig beachrieben wird, oine Mittellung H(PE]
gibvt, durch die fir eine Porson PE dos Denkebjekt oin-
deutig beachrieben wird.
5:3.2 Be Bind drei Fille miglich:
3.3.2.1 Intveder verateht P, die Mitteilung H[P1} in gleicher
Weise wie P, dann gilt.H{P,} - H{FE} und dicse Hit-
teilung beschroeibt fir Pﬁ und PE dasselbe Denkobjaekt

oindeutig, oder
J;iﬁ-!-! P, versteht H(P1} nur deshalb micht, weil ihm das Ver-
L wissen fehlt, dann wird der zur Erlangung des Vorwiscons
notwendige Lernvorgong gomid 1.4.2.2 in oiner Mitteilung

H[IHEE? formuliert, so daf H(PT,PQ) + M(R,) = 1(r,)

ezl
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fiir Ty verstindlich ist und das galbe Denkobjokt ein-

deuiig beschreibi, odor
en gibt keine derartige Hittellung H{P1,P2].

i le immer
3.3.3 Tm Falle 2.3.2.5 ist o8 of fenbor P1 durch_kaina wie o
goortate Mitteilung miglich, P, Uver das durch H{P1] ain

deut

ig beschrigbene Denkobjokt =u informiereon.

%.5.4 In dieson Falle bildet P, dic Mitteilung o
u(p,): = "Das Denkobiekt, das fir P, im Zeitpun u

3.3.4.1

ird."
die NMitteilung M{P1} sindentig boschricben wir

In H{sz nach 3.%.4 bezeichnet T einen Zeitpunkt, in

_dem P, behauptet, dal durch dle Mitteilung M(P,) ein

3e3.4.2

I P

Denkobjekt eindeutis boschrieben wird.

Do das Denkobjekt fir P, unbeschzeibbar ist, bietet
dig Mitteilung n{?zj dia pinzige Miglichkeit, dieses
Tenkobiekt unter Verwendung des Vorwlsoena von Py
gindautig zu beschreliben.

P, woif zwar nicht und kenn auch nach Voraussetzung
nio wissen, wie das Tenkobjekt, das flr Py durch
1(P,) eindeutig beschricben wird, beschaffen isk,
doch kann er die Mitteilung M(P;) eindeutis diceem

Donkobjekt suordnen.

%.%.5 Da pich alles Denken in Raum und Zeit abspielen gul, kanm

die

+3.4 durch die Ingabe einca
Angoba von P1 and T in F. 5.4

faun-Zeit-Elesentes (RIE) ersetzt werden,

3.3.5.1

3.3.5.2

3'5!5.‘3

Bin Raum-Zolt-Element sel ein yiirfol von der Kanten-
liinge der Elementarlinge und der Tauer der Elementar-
zoit.

Dap Heum-Feit-Universum kann in REE unterteilt werden,
die abzihlbar mngeordnet werden lefinnon.

Tia sigch Denken in Rawun und Teit abepielt, gibt es 1
jeden Gedanlen und insbesondera su jedom Losen einer
gohrifslichen Hitteilung mindestens ein REE, dap
diesem Denken bow. dom Lesen der Mittellung pindeutlg

supeordnet werden kann.

) 72E wird insbescondore
3.%.5.4 Turch eoin Py und T besoichnendes Rib

dan Vorwlsoen van P1 im Zoltpunk:t T gindeutig bestimmt
Einem RZE ist hichetensz ein Vorwlosen supeordnet, Jed
Vorvissen ist (mindestenc) ein RIE gugeordnet.

T, 3.6 Tm Falle von 3.3.2.% leiptet die Mittoellung
M(P,): = "Dag Denkobjekt, das durch H(E,) im RZE Nr.N
eindeutig beschriebon wird"
dannelbe wie die Mitteilung H(PE} gue-3.3. 4,
3.3.7 Zu jeder Mitteilung M(P,) kann P, eine Mitteilung H{PE]
nach 3.3.2.1, 3.3.2.2 eder 3.3.6 bilden, durch die P

2
das solbe Denkobjekt wie P1 eindeutig beschreibt, womit

3.5, bewiesen ist.
3.4 Die Menge aller Denkobjekte aus der Universalanordnung lot
vollotindifg,

Fa4.1 Hach 3.3 iot dio Menge der In der Universalanordnung ent-
haltenen Denkobjekte fiir alle Persomen gleich, so dafl
niemand oin nicht in der Universalonordnung enthaltenes
Denkobjekt eindeutif beschreiben kann, In dieses Sinn ist
die Vollsténdigkeit zu versichen.

3e4.2 Die hnordnung deor Denkobjekie in der Tniversalanordnung
ist personcnabbhingic.

3.4.2.7 Der Platz cines Denkobjektes in der Universalenordnung

‘ richtet sich nach dem Flatz der dieses Donkebjelt ein-
deutig beschreibenden Mitteilung in der Anordnung nach
2.5

%.4.2.2 Bur im Falle von 3.3.2.1 wird fiir B, und Py ain Denk=

objekt durch die eelbe Mitteilung esindeutis beschrieben,
wihrend in den {lbrigen FiEllen verschiedene Hitteilungen
fiir dis Bedchreibung verwendet werden.

3, 4.2,5 Verochiedene Mitteilungen haben verschiedene PlHtze in
der Anordnung nach 2.3 und die ihnen sugeordneten Tenk-
objekte im allgemeinen verschiedena Pliize in der Uni-
versalanordnung, woraus die Personenabhiingipglkeit der

4= Univerpalanordnung folgt.
3.5?nenkubjnktu werden insbhesondore Elemente von Mengen hetrachtet,
deren sbaolute lberabzihlbarkeit behouptet wird,

3.5.1 Da die vorliegonde Arbeit eine Kritik an der Binfithrung {ther-
sgbzihlbarer Mengen einochlieft, werdon fir den unanschaulichen
Begriff "Nenlkzobjelctd inshesondere "reells Zahlen®, "Funktionen®

— nd "Menpemvon natiirlichen Zahlon" eingesetszt werden.
5.5.2 Ea wird gozelgt worden, dad die fiblichen Bawelse fir die Uberab

siihlbarkeit von Mongen solcher Jenkoblekto einen Widerspruch
bainhalten.
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4, Die Behauptung, ein Denlob]elkt nei in der Universaleonordnung nicht

Tihzt i Widerspruch und auch nicht in unendlicher Anzehl angeschrieben werdon
enthalten; Iihrt zu oincm £ . ;
kinnen.
4.1 Bine solche Behauptung aufstellen heilit, eine Mitteilung formu- ; i, .
Jigren, die des sngeblich nicht emthaltens Denkobjelt eindeutig 4.6.2.2 %0ll cine dorartige Anordnung hnopruch auf Vollsténdiglkedit
: Ii'ut erncbon kinnen, donn muB dap Bildungegesetiz jeder einzelnen
beschra " s i
4.2 Diege Mitteilung ist in der Universalschzrift enthalten, Doxionlzohl und die vollstindige Anordnung aller Dezimal-

zahlen explisit engegeben werden.

i t dans Denkobijekt sel in der Universalanordnung :
4,3 Die Behauptung, das Denkobje 4.6.2.2,1 Die Dezimalzahl o0'3%3%..... kann in der Form o'3 oder

nicht enthalten, inkludiert die Behauptung, die Hitteilung

; 1/3 angoschrieben werden.
nach 4.1 beochreibe ein Denkobjekt eindeutig. 3 7 ;
4.4 Nnoh 3.2 folgt aus 4.3, dad dieses Denkobjekt in der Universal- 4.6.2.2.2 Do Zahl e, dia Basis dex natlirlichen Togarithmen, kosnn
: in der Form 2 7 goschrieben werden.
anordnung enthalten ist. ) bl
4.5 Zunlichat muf vorausgesotst werden, daf durch 4.1 ein Denkobjekt § 4.6.2.2.3 - Ein Beispiel einer nicht berechenbaren Zahl iot
pindeutig boschrieben wird, damit in cinem siweiten Schritt das T = 0%, Byaes %es
Fehlen dieses Denkobjektes in der Unlversalanordnung behaupted ait ik e e S
b -
werden kann. Diese zweite Behauptung steht sber nun im Widerspruch o, = { x & & w
yan 8 nonsot.
su A. 4. |
4.6 Als crotes Beispiel wird gozeipt, dnf der Boveis der Ubercbsihl=- 4.6,2,2.4 Auch wenn es sich um unendliche Dezimalzahlen handolt,
barkelt der Desimalzahlen svicchen 0 und 1 mpit Hilfe des Diagomal- pull jede einzelne durch eine endliche Mittedilung be-
ieb il ka .
verfahrens einen Widersprueh enthilt, iﬂhr ? cn werden kinnen -
4.6.1 Zunichst wird der Ubliche Beweis nach CANTOR formuliext: 4.6.2.2.5 Man bildet nun eine Anordnung & aller Dezimalsahlen
£.4.1 Bs i aine absihlbare Anordnung A aller Dezimalszahlen swigechen O und 1 durch Anordnung dieser Desmimalzahlen
o v s gel eine abzihlba
? fgchen O und 1 wie folgt gegeben: antsprochend dem Platz der sie beschreibenden Hit-
zwioche H

toilungon nach 2.% baw., was dasselbo int, durch fhren
Platz in der Universalanordnung.
4.6.2,% Hird die Unvellstindigkeit der nach 4.6.2.2.5 engeordooten
._ : Menge von Dezimalzahlen nit Hilfe des Diagonalverfahrens
gemilB 4.6.1 behpuntet, dann bildet man eine Mitteilung M,
die die Definition der Anordnung enthili, aleo etwa die
_worangefithrton Punkte 1 bis 4,6.2.2.5. Diese Mitteilung
erginze nan durch den Zatz: "Hen wird eine Zahl b ent=

a"l. - ﬂ'aﬂn.m.“n.in.”--
ag = D'EETQEE-;- Boossess

By o= DRR B nes By seeee

4.6:1.2 Hun bilde die Dozimalzahl 1 fra b1 sprechend 4.6.1.2 unter Zugrundelequng dor Anordnung
bow 0'Bbyees by eeeafib .{2 prle 1: Bt
4.6.1.3 Jus der Definition von b folgt 2 4.6.2.4 Der mit Hilfe des Diagonalverfahrens gefilhrte Deweis der
f}‘h o ¥ 8,y und dazaus ’:'t"’ 4 &, oo 48 b in A nicht enthals Un‘-*ﬁlfs‘ﬂﬂ-udiﬁkﬂit von A hammt_auf der Bohauptung, dad durch
ist, worous die Unvollotlindigkelt der Anozdmung & felgt, die Mitteilung M aus 4.6.2.3 eine Desimalzahl zwischem O und 1,
4.6.2 Entoprochend 4.1 bis 4.5 kann gesoigt wezden, daB dle Bewels= . niizlich b, eindeutig beschrieben wird.
filhrung 4.6.1 einon YWiderspruch enthilt, s

4.6.2.1 Tio hier sngopehriehene Fora dor Anordntng 4 Ist unvell-:
ptiindlg, da unendliohe Dezimalsshlen nicht in digaer Fo
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4.6.2,5 Mach dieper Behauptung iat b ein durch eine Mitteilung einntellige ganssahlige Funkiion natiirlicher Zahlen be-
y per definitionen

schriebon, eu pinem Widerspruch fithzt.
4.8 Schlieflich wird geseigt, daf der Beweis der lberabzihlbarkeit
der Mengen natiirlicher Zohlen einen Widerspruch enihilt,
4.8.1 Zunfchet wird der ilbliche Bovweis formuliext:
4.8.1,1 En soten W[, A

eindentip beschriebenos Donkobjokt, so dal
fiir b ein Platz in der Anordnung A roperviert ist, d.h.

ao gilt .ﬁh =R

4.6.2.6 Aup der Definitlon van % nach 4.6.1.2 und A noch 4..56;2:52.5
soht in Widerspruch zu 4.6.2.04
folgt g*u 4 a_ und dles o

g1 mese Mengen natiirlicher Zahlen, olee
A.7 Ao nichstes wird gezoigt, daf der Bevals der {fberabzihlbarkeit dox Elementoe der Potenzmenge. Wire die Potenzmenge abzihl-

oinstelligen ganzzahligen Punktionen natiirlicher zahlen mit Hilfe | bar, dann pgibe es eine elneindeutige Zuordnung ﬂm H.'Hw'
des Diangonalvefahrens einen Widerapruch enthitlt, 4.8.1.2 lun bilde eine lenge
4.7.1 funfichst wird der tbliche Tewels mif Hilfe des Diagonalvor- M= {M,J,h ¢_th}
fahrens formulisrt: : Sp
4.7.1.1 Es tei eine Anordnung A aller einstelligen ganss " gia el 2 ll,
Funktionen natlirlicher Zzhlen gegeben und £,(x) ve Adll—-x el
n® Punktion in dieser Anozdnung. M2 )+ 1 und dies it ein Widerspruch, do daf es kein i gibt, dem
4.7.1,2 Mun bildet man die Funktion F(x) @it &Fl:n A Al zugeordnet wird, woraus dfe Unvollstéindigkeit der Zu-
4.7.1.3 dus 4.7.1.2 folgt ordnung und danit die liborabzihlbarkeit der Potenzmenge
AP(e) # £,(r) wnd davano

falgt.
};51]:"{1} i fn(x]l, 4+8.2 Entsprechend 4.6.2 kann gezeigt werden, daf die Beweisfllhrung
go dof die einstellige penzzahlige file alle natiirlichen nach 4.8.1 einen Widersprueh enthilt.

Zahlen definierte Funktlon Ffx) in A nicht enthalten isi. , R R J;
4.7.2 fnalog zu 4.6.2 kann gezeigt werden, dad die Bowelsfithrung na
A.T-) einan tiderspruch enthilt. o
4.7.2.1 In eine Anprdnung A werden alle sinstelligen genzuahligen
Funktionen natlirlicher Zahlen aus der Tniversslanordnung

4.8.1.3 Fiir Ewﬁgﬂﬁ_nun

o werden entsprechend ihrem Platz in der
Universalanordnung numeriart und angecordnet. Weiters
Pildet man die eineindeutige Zuordnung s *%"'Jfﬂ .

§,8.2,2 Mun bilde cine Mitteilung M bestehend aus der vollstiindigen

Definition der Anordnung ..Hn und gusz der Definition won jr
te di ! i
aufgenosmen und es sel £ (x) dien Funktlon in dieger durch L “{11_ 1“45‘! }

Jnoxdnung. _—
4.7.2.2 ¥un bilde aine Mitteilung N vostehend aus der wvollotindig
Definition dor Anoxdnunyg A gemdd 4.7.2.1 und aus dor Dafi=
nition won P{x) durch {} F{n) = f“{n} + 1. y
4.7.2.% Die Bewelsfithrung nach 4.7.1 beruhi auf der Bohaupbun,
K o
gureh die Hitieilung M nach 4.7.2.2 werdo sine ginptelli
ganzzehlige Funktion natizrlicher Zzhlen peschrieben. In |

4.8.2,3 Dio Bewelsfithiung nach 4.8.7 beruht auf der Bohaunptung,
durch die Mitteilung M nach 4.8.2.2 werde ecina Mengo von
natiirlichon Zahlen beschrieben, In dicsem Fall ist dicsa
Honga in dor Universalancrdnung und damit in dex fnordnung
nach 4.8.2.1 enthaltan, warauaxﬁ = M, folgt.

4.8,2.4 Aup 4.8.2.1 und 4.8.2,3 folgt m.t-r.}:f,'-_ﬂm. Wegen dex
Definition von Jl nach 4.8.2.2 gilt nun

diogem Fall fat diese Funktion inm der Tniversalanordnung i E‘&h A .f__ J,[A ’

und damit in der Anordnung A enthalten, woraus ‘éFI[.:} = gk iy ‘%—-&'M—-tr i EJ{*“

S A - oo da die Behauptung, durch dic Mitteilung M aus 4.0.2.2
4.7.2.4 Die Folgerung aus dox Dafinition aus 4.7.2.2, 00(x) + £, e

J werde eine Menge natiirlicher Eahlen beschrieben, mu
einem Widorspruch fithzt.

afl die Heohau
stent mit UP(x) = £,(x) fn Widorapruch, so d e :
4ung, ~ durch dic Hitteilung M aus 4.7.2.2 worde cina
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4.9 Der Widerspruch in den Beweisfilhrungen nach 4.6.1, 4.7.1 und 4.8.1
folpt stote durch den Nachweim, daf bereita die Definition don
angeblich in der vollatindigen Anordnung nicht enthaltencn Denk-
objelktes einen Widersprach enthilt.

5. Die Anwendung des Auswehlaxiems auf eina Monge von Denkobjokten, die

in der Universalanordnung nicht enthalten sind, filhzt zu einem Wider=

opruch.

5.1 Wie ﬁareitu geseipgt, sind alle Denkobjekte, die {goliort betrachta
werden Linnen, in der Universalsnordnung enthalten, doch kiimnon
Hengen solcher Denlobjekte widerspruchasfrel gingefiihri weorden.

5.1.1 Die Behauptung: "Es gibt reelle Zahlen, die nicht in der
Univercalanordnung enthalten aind" fithet fir sich allein
zu keinen Widarspruch, so dal einer axiomatischen Binfith-
rung solcher Zahlen nichts im Wege steht.

- 5.1.2 Reelle Zahlen nach 5.1.71 kinnen alleardings in keiner Weise
durch eine Mitteilung cinzeln beschrleben werden, da slo
snponsten in der Universalenordnung enthalten wiiren.

5.2 Wird dan Auswahlaxiom sufl eina derartige Menge angowendet, donn
muf dies in Rauwm und Teit geschehen, so dal der Anvendunpg des
Aaswehlorioms ein RZE, w.B. des REE HMe. N, zugeordact werden kann.

5.% Men bildet nun eine Mitteilung M, dic eine Beschreibung dexr lenge
nach 5.1 sowie den Satz: "Betrachte das Tenkebjekt, das im RIE Wr,
durch Anwendung des Auswehlaxiems ausgewihlt varda® onthiilt.

5.4 Dig Mitteilung H aua 5.3 ist in der Universalschrift entholien.
Behouptet man, daB durch M ein Donkobjekt beschrieben surde, denn
int fiir diepes Denkobjokt ein Platz in der Universalanordnung Teo-
sorviert, wos in Widerspruch mur Definition der Menge nach 5.1
ateht, wonach es mich um Denkobjelta handelt, die nicht in der
Tniversalanordnung enthalten sind,

5.5 Da oine Abspeltung einsolner Denkeobjekte aus Hongen nach 5.1 oomd

in keimor Weise obglich ist, erscheint fhre Hotzachiung sinnlos;
fiir sie gilt mit WITTGENSTEIN: “Wovon man night sprechen kann,
dariiber muf man schwelgen.™

] -

{iEER EINE UNIVERSALSCHRIFT

T S e

Einlcitung

In dor Heongonlebhso wind eilno Toruscotmmp otilloclmvoipond oloe
orfilllt mnpeschon, die fir wichitigo Ausczpen wopontlich iot, cbox
nleht fmoor orfilllt cein muf. Do handolt sich wa die Annohoo, dad
en ntots mEalich dst, ou Jdeder belicbircen vorgeschenen Menge ein
vweitoren Flement hinsusufilgen, Aund dlozer Annaboo bomuht otue die
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1. Dip fildschirmaitiellung

Eine wementliche Eigenschaft von Aupsafen der Geisteswisnen=
gchaften und der Mathematik ifot es, daf sic in pchriftlicher Form
dargestellt werden knnen, Diegse Bigencchalt, der pngonsien nur
mehr oder weniger praktische Boedeutung zukommt - wigaensehalftliche
Arbeiten werden ja fiblicherweise in gohriftlicher Fora veriffentlicht =
wird in die folgenden Uberlegungen wopentlich eingehen. Aus di?sqm
grunde wird dureh die folgende Einfiihrung einer npniversalechrifi”
glue gewisse Ordnung in die Menge der pohriftlichen Aussagon gobracht.

Vir boeschrinken uns auf solche schriftliche Aussagen, die im
Prinzip suf einem ausraeichend grolen Fernaehbildschira dargestellt
worden kinnen. Ohne Bapchrinloung der Allgemeinheit worden quadrnti=
pohe npildschirmaitieilungen” betrachtet.

Fine Bildschirmaltteilung int ein Hagter aus nn Elementarquadrat
Jodes Elementarguadrat hat die Seitenlinge 1/10 mm und ist entweder
vall oder ochwars: T durchliuft die Menge aller nabiirlichen Zahlen,

Fiir n = 1 gibt es offenbar genau zwei Bildschirsmitteilungen.

Do die Hitteilung in dliesem Fall aus eine= einzigen Elemantarqu?arat
btesteht, kann dieses aizlleh entweder weil oder schwarz nein. Fiir
=2 gibt es 16 solche Fildachirzmitteilungen, In diesen Fall bo-
gteht die Bildechirmmittellung aus 4 Cuadraten, von denen jeden
woif oder ochwarz sein ¥ann, also insgosant 2‘t Hﬁglichkeit??.

Ea iot leicht pinsuachen, daf jede sohriftliche Mitteilung in
Porm einer derartigem Bildschirmeittellung dargestellt werden kanm,
fda polche Mitteilungen aus Fuchsntaben, Zeichen und nunatigfu Symbolen
bestehen, die durch schwaTze Flomentarguadrate der Seitenlinge 1{10
auf weiBen Grund mit geniigender Genauigkeit dargestellt werden konnin
Die Menge {H} aller derartigen Bilda:hirmnittﬂilungcnlﬁ kann nun ledd
abzihlbar angecrdnet worden, indem man in jodor Mitteilung elnem
weifen Elementarquadrat die Ziffer 1 und einem pgohwarzen Elementar-

gquadrat die giffer 2 szwordnet und joder Mitteilung jene Zahl zuord @
die man erhili, wenn die Binper und Zweler collenweise gelosen werd
jus der abzihlbaren Anordnung der so erhaltenen Zahlen ergibt sich
gine abzihlbare inordnung der Hittellungon.

¥an konn aich mun jede Mittoilung rcali:inrt denken ales ein
quadratisches Stllck Papier dexr Seltonlinge =357 B dessen Oberflich
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it wellfen bzw. schwarzen Elementarquadraten der Soitenliinge 11—1} B
boedeckt ist. Dlie Monge dieser Mitteilungen, ein unendlicher
8to8 von immer griéfer vordenden Papieratiicken, enthilt in elnem
gowipsen Sinne "alle™ Mittellungen. Beispielsweise onthilt er
plimtliche bereits geschriebenen, aber auch simtliche in Fulunft
roch zu schreibenden wissenschaftlichen Arbeiten. Auch die vor-
liegende Arbeit kopmt in dor Menge dioser Mitteilungen wor, und
zvar pogar unendlich oft, demn durch eine Verdoppelung, Verdrei-
fechung uew. der Mitteilungen wom Male n® auf das Ma8 {En}z, {3a)° uow.
bleibt deor Sinn der Mitteilung - soferne keine absoluten MaBaotibe
auftreten - unvorindert, ebenso wie der Sinn eines Satzes von der
Gréfe der verwendeten Buchstaben unabhingig ist.

Eo erscheint daher von cinem gewissen Standpunkt aus berechtigt,
die Menge der Mitteilungen als "Universelochrift™ su beseichnen.

2 Do Tniversalechrift

Die Universalschrift eignet sich insbepondere zur Beschreibung
boeliobiger Objokte unseres Demkeons. Dazw gehiiren auch alle Jene
Objekte, die Gegenctand mathematischer Untersuchungen sind. Wir
wollen une hier auf reelle Zahlen beschrinken, aber gleich an
dioner Stelle anmerken, daf die fir reelle Zahlon im folgendon
angeotollten Uborlegungen prinsipiell £iir alle Objekte unseras
Dankons golten.

Reella Zahlen lamsen sich auf verschiedene Weise in der Univer-
palnchrift darstollon. 8o bezeichnet otwn "1%, “ains®, “%“ UBW.
die ZBahl 1. Bicher oind alle endlichon natiiplichen Zahlon, aber
auch alle endlichen Desimalsahlen in der Universalschrift dar-
otelllbaz.

Blaiben wir im Bereich der reellen Zahlon, dann kann die Frage
dor Darstellbarkeit einaer Zahl in der Universalschrift nur bei un-
endlichen Dezimalzahlen problematisch erscheinen. Die Grifde der

Mitteilungen M, alpoo dio Seitenlinge fﬁr mm der guadratiachen Mit-
tellung, ist zwar unbegrensit, aber jedenfalls endlich. Auf eincm
dorartigen endlichen Quadrat lift sich aber nur eine endliche Menge
von Schriftzeichen unterbringon. Die Dezdimalzahl 0'333....., ala
unanﬂl%oha Dezimalzahl angeschrichen, 18t in der Universalschrift

nicht darstellbar. Der Loser diesor Zeilen weil aber bereits, daf
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¢s plch un dis Dezimalzahl 0'3 = 1/3 hondelt, ohwohl fhs nur eine
endlicha Mittellung, niimlich der bisherige Teil diesgexr Arbeit, vor-
lipgt. Dies offenbar deshalb, wedil such unendliche Dezimalzahlen in
endlicher Form angeachriecben werden kinnen, wobei wir wvorliufig
die Frage, ob und in welchem Sinn "alle! Dezizalzahlen in endlicher
Fora dnrgestellt werden konnen, noch offenlasson.

Alp weiteres Deisplel filhrem wir szuniichei die Zohl o, die Baalp
der natfirlichen Logarithmen, an, die gtwa in der Form

b U |
n.:éi?;?
dargestellt werden kamn, wobei wir bemerken, daf die Bedeutung des
summenzoichens sowle der Summierung bila ing Unendliche ebenfalls
durch eine endliche Mitteilung in der Univerasalachrift erklirt
werden kann.

Aber auch nicht berechenbare Zahlen kimnen in dar Universcal-
pehrift dargestellt werden, wie etwa die unendliche Dezimalzahl
ﬁ’i1ﬁéﬁg....., wobei et = 0, wenn die Oleichung 2l + b® = o eine
genzzahlige Lbsung in a, b und o bealizt, lnnﬂncn- 1 ponat. Obwohl
diene Zahl miglicherweise unberechenbar iat, 120% pie sich doch
dafinieren und in der Universalschrift darstellen.

Aber in der Universalochrift lassen sich Zahlen auch noch
vesentlich allgemeiner und unbestinmter definiewen, ohne doB die
Findeutigkeit dicser Dafinition darunter leidet. Bo beginnen otwa
mathesatische Beweise mit der Formulierung: "Es gal = eina Zahl
gus der Meoge X seees. Im weitercn Verlaul des Bewelses wird mit
diesen x £o wie mit einer tatsichlichen Eahl gerechnct, chne dad
x niiker spezifisiert wird, Troizdem ist es fiir jeden Leser dicces
Bewelses klar, da8 ez sich bei x um eine feste, fir die Dauer der
Bewelsfinrung jedenfalls unverfindorliche Zahl handelt. Durch die
obon arwihnie Deschreibung: "Bz sei x eine Zahl aus der Menge L enin
wird fir die Dauer der Beweisfiihrung eine Zahl gindeutig susgewihlt,
ohne dal sie jedoch niher bestimmt wilrde.

Allen diesen Darstellungen won Zahlen durch Mitteilungen aua d
Universalschrift ist gemeinsam, dad fir den Loser der Mitteilung im
Zaitnunkt des Lesens (die Hedeutung des Horaushebena das Lesers und
des Zeitpunktes des Lesens wizd spiter noch erliiutert) dieser Mit-
toilung eine Zakl eindeutig 3ugaordnn§f?ﬁm die verschiedenen Ausdri
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wie Beschreibung, Darstellung, Definition uew. zu vereinheitlichen,
wollen wir im folgenden die Sprachregelung treffen, dal eine Zahl
durch eine solche Mitteilung eindeutig “"beachrieben® wird.
Patoichlich lesbare Mittellungen sind nicht nur endlich, sondern
guch beschriinkt, da ep elner Person im Laufe ihres zeitlich beechriink-
ten Lobens nur miglich ist, dem Umfang nach beschrinkte Miftteilungen
gu leson. Trotzdem wird man behaupten dilrfen, dal etwa die Zahl 10101
wonigatens prinzipiell als Dezimalzahl angeschrieben werden kann. Ja
dia Mitteilungen der Universalschrift nur als endlich, nicht aber als
benchrinkt vorausgasetst sind, findet sich eine Beschreibung der
Zahl 1G1D1gnicht nar in der hier verwvendeten Form, sondern auch als
Dezimalzahl in der Universalschrift, und zwar - wia bareits erwiihnt =
pogar unendlich oft. Die Universalechrift enthilt offembar sowohl die
aktual anochreibbaren Zahlen als auch die nur potentiell anachrelib-
barcn Z2ahlen, die awve Griinden der Endlichkeit; etwa wegeomr der aul
dor Erdo zur Verfligung stehenden Masse, nicht tatoiichlich ange-
schricben werden kinnen.

3« Dig orveliterte Universalachrift

Dio Bedeutung cines Schriftzeichens bzw. allgemeiner eines
Bymbole hiéngt wvon der verwendeten Schrift, von der verwvendeten
Sprache ab. Vielloicht bedeutet dae Zeichen "1V bzw. das Wort "eing"
elnmal stvas w8llig anderon, soswie flr Jomanden, der der chinesischen
fiprache nicht mlichtig 1nt, dle Schriftzeichen dieser Sprache entweder
koine Dedeutung haben oder elne andere als fiir deinen Chinesen. Um
nun nuch die Miglichkelt verschicdener Bedoutungen ein und derselben
Mittollung dexr Universalpohrift su beriicksichiigen, wollen wixz uns
{lborlegon, daf eine Mitteilung offenbar nur dann sinnvell ein Donk-
objekt oder im speziollen eine Zahl beschreiben kann, wonn im Zeilt-
punkt des Lesens dieser Mittelilung der Leser gonau eine Zahl der
Mitteilung zuordnet. Bs ist also ohne weiteres miglich, daf swei
yvorochisdene Poroonen ein und derselben Mittellung zwel veraschiedeneo
Zghlen zuordnen bzw. dad ein und dicselbe Person ein und dersalben
Mitiellung in verschicdenen Zeitpunkion verschiedene Zahlen zuordnet.
Lotzteren etwa bei der Mitteilung "Es sei x eine Zahl aus der Menge X....
wonn aqﬁninh um verachiedens Mengen baw. um +verschiedeno Beveico handelt
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TDigse migliche Mehrdeutigkelt prinziplell gller Mitteilungen dox
Universalsehrift schelnt zunfechst cinen starken Einwand gegen dia
Frauchbarkeit des Konzoptes der Universalschrift su bedeuton. Dicsen
Binwand kann jedoch durch eine Erginsung des Konzeptes der Universal=
gehrift Rechnung getragen werden. Flir die spiteren Uberlegungen
reicht s v61lig aus verauszuseizon, daB es oine beatizmte Person
gibvt, bzw. dal eine bestimmie Feraon denkbar 1st, fiir die in einem
bestimmten Zeitpunkt durch eine Mitteilung eine Zehl eindeuntig be=
gohrichen wird., Mitteilungen, dle keinr denkbaren Fersom in keinom
denkbaren Zeitpunkt eine Zahl beschreiben, braunchen nicht betrachtet
g1 verden, Man Uberlegt sich allerdings leicht, daf es im keinem
Zeitpunkt zullissig wire, auf Grund dieser thherlegung eine Mitteilung
fir alle Feitpunkie aupguschalten. Wohl aber wiire es fiix den Autor
dipser Zellen im Zeitpunki der Niederschrift sulissig, dio Nittei-

lung, die nur aus einem welfen Elementarguadrat besteht, auszsuschlieBe

da gie im Zeltpunkt der Niederachrift filr ihn keine Zahl baschraibi.

Cegenstand der folgenden Uberlegungen wird vor allen die ein-
dentige Zusrdnung von EZzhlen zu Mitteilungen gein, Da eine oolcha
eindeutige Zuordnung grundsitzlich nmur fir eine bestimmte Fercon
und fir cinen bestiomten Zeifpunkt méglich erscheint, muf das EKon-
zsoept der Universalschrift so exveltert werden, daf fir jede Person
und fifr jeden Zeitpunkt eine eigone komplette Tniversalochrift sur
Verfipung oteht, Zur Kennzeichnung einer Mitteilung aus diasen er=
weiterten Honzept ist daher die Kennzelchnung der Mittellung aua
deoxr urapringlichen Tnivercalochrift susiiglich der Eenmnseichnung
dor Person wnd des Teitpunktes, in dem diese Person dio Mitteilung
liest (oder lesen kinnts) notwendig. '

To dies zu ermiglichen, fihren wir sogenannte Reum-Zelit-Elomente
oin, Als Beum-Zelt-Element bezeichnen wir einen Wirfel mit der
Seitenlinge der Elementarlinge wnd mit der Dauer der Elementarzeit.
Filr jede denkbare Porcon und fir jeden demkbaren Zeitpunit, in dem
diepe Person oine Hitteilumg liest, gibt es dann mindestens ain
foum-Zeit-FElement, des dieser Person und der Zeitspanne des Lesens
der Mitteilung zugeordnet werden kann. Dies folgt einfach dazaus,
daf jede Person einen Eaum einnimmt, der grifer ist als ein Wirfol

...1']...

nit der Seitenliinge der Elementarlinge und jedes Lesen einer Mit-
tellung eine Zeitepanne benttigt, die gréfer ist ols dies Elementar-
zoit,

Es iot daher stets miéglich, swel verschicdeno Porsonen, die
dic pelbe Mittellung lesen oder auch einer Person, die die melba
Mitteilung in zweli verachiedenen Foitpunkten liept, zwei verochie-
dene Raum-Zeit-Elemente zusuordnen. Usgekehrt ist durch die Angabe
oinca Haum-Zeit-Elementes hichotene eine Person und hichetons ein
Lesevorgang bestinmt,

Wir bilden nun eine erveifwte Universalschrift, indem wirxr
Jedem Raum-Zeit-Element einen kompletten Satz wvon Mittellungen
dor ursopriinglichen Universalschrift suordnen.

Epn bedarf kdiner weiteren Erfirterung, daf slch die Haum-Feit-
Elemente abzihlbar anordnen lassen, Die erweliterte Universalochrift
enthilt su Jedem Haum-Zeit-Elemeont jede Mitteilung genau ein Mal.
Ep kinnen daher auch die Mitteilungen der erweiterten Universal-
aehrift abzihlbar mngeordnet werden.

Kan kann sich die Mitteilungen sus der erweiterten Univoroal-
schrift zusammengesotzt denken aus einer urspringlichen Bildschirm-
mitteilung, erginet um die Kennziffer des Raum-Zelt-Elementes in
dor abzihlbaren Anordoung dieser Raum-Zeit-Elements.

In gowiosom Sinne ist allerdings auch die erweiterte Univeoroal-
pehrlift in der ursprilnglichen Universalochrift enthalten, Dle ur-
opringliche Universalochrift enthiilt nimlich zu Jeder Mitteilung M
auch diose Mittollung, n':-.;:unz.t umn den Satz "Diese Mitteilung ist
dem Houn-Feit-Element Nr. ..... sugoordnot." Beschrinkt man oilch in
dor Universalechrift auf Jene Mitteilungen, die eine derartige Erginzung
enthalten, wobel an die Stelle der filnf Punkio der Erglinzung der
Reiho mach alle natiirlichen Zzhlen zu netsen sind, dann erhélt man
nur mehr Mitteilungen, dle durch ihrem letzten Satz cinem Raum-
Zelt-Elcment zupeordnet sind, wie dies ip der erveiterten Universal-
schrift gefordert wird.

4. Dig Tniverealanordnung

Die Universalschrift exmiglicht in ihrer erweiterten Torm

oine Anordnung von Denkobjekten, inshesondere won reallen Zahlen
nach newartigen Gosichtspunkten., Da die Mitteilungen dor crweilrtion
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Univerasalschrift abrihlbar angeordnet werden kiénnen, kinnen alle jens

resllen Zahlen, die durch eine Mitteilung dex Universalschrift ein=-
doutlg beschrieben werden, abzihlbar abgeordnet werden, Da die Uni-
vorsnlpchrift aber auch Mitteilungen enthilt, deren Bedeutung erot
in ferner Zubkunft - oder such in fermer Vergangenheit - und durch
willig unbekannie und gegenviiriig nicht befragbare Personen enthillt
worden kinnte, kann eine derartige Anordnung in keinem Zeitpunkt
auch nur beliebip weit vervollstindigt werden.

Einmo Anordnung von reellen Zahlen nach den bier dargelegton
Grundaiitzen enthiilt sber jedenfalls nlle reollen Zahlen, die sich
prinzipiell in irgendeinom Zoitpunkt durch irgendeine Person in
Porm irgendeiner endlichen, aber beliebig unfangreichen Mitteilung
darstellen lagaon.

Btwas allgemeiner gilt dies filr alle Objekte unsores Denkena.
Dio abshhlbare Anordnung der Mittellungen dex ervweitrton Universal-
pehrift ermBglicht cs, alle Objekte unseres Deakens, die in irgend=-
aincm.zeitpunkt filr irgondeine Person S0l {rpendeine Mitteilung
eindentig beschrieben werden kinnen, abzihlbar anzuordnen. Aue
diosen Grunde soll jede Anordmung ven Objekten auf Grund einer An-
ordnung der Mitteilungen der erweiterten Universalochrift als Uni-
vorpalsnordnung bezeichnet werden,

Etuas foroaler kann eine Tniversalanprdnung folgendermaben

beoehriebon werden. Be gelte:
1Maas™ Byt Mids eine Person P Lot in einem Zeitpunkt + berelt,

auf Grund der Mitteilung M die Aussage "..." al

wahr zu bezeichnen.
Beisploloweise kann als Mitteilung M eine Mitteilung dex Geotalts
"xom 0'ageeea, A IA&EE-(G.I,2.5.4.5.6,7.5,93“, als Person der
hutor der vorliegenden Arbelt, als Foitpunkt ein Zeitpunkt aus dem
fiir das Schreiben dieser Arbeit notwendigan Zeitintervall und als
Ausgage "..." = Px igt oine Dozimalzahl zwipchen 0 und 1" gewilhlt
warden.

Wit wollen nun eine Tniversalancrdnung von Elomenten x einer
bestimzten Menge X vornehmen. Beispielswelise sel x oine belicbige
Dozimalzahl zwischen O und 1 und X die Menge aller Dezimaizahlen
zulsshen O und 1. Die Aussage "x E X" bedeutet daher, dad x gina in

=0 = =

dicser Universalanordnung enthaltene Dezimalzahl swischen O und 1

ist, Filr dio Universalanordnung der Dezimalzahlen zwischenm 0 und 1
ﬂl{DZ]*gilt dahar:

Hu £XyFyt, Ml &» x 1ot eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 aus TA(DZ).
UA(DZ) enthilt alpe sueh Elemente x, die won einer Person P irgendeinmal
filschlich (irrtiimlich oder abeichtlich) als der Mengo X zugehizipg
bezeichoet werden. Es geniipt sogar die grundsitzliche Bereitschaflt
von P, diese ZugehSzrigkeit als wahr zu bezeichnen. In UA{DE] kinnen
daher auch Elemente pufteuchen, deren Definition falach bow. sogar
in elch widerspruchsvoll ist., Behauptet etwa eine Ferson P in
irgendeinem Zeitpunkt ¢, daB durch die Mitteilung
fl: = "die groSte reolle Zahl Xleiner als 1/2 und gréBer als 3/4"
eine Dosimalzahl zwischen 0 und 1 beschrieben wird, dannm wird in
UA(DZ) filr das durch fI filr P in t beschusbens Objekt ein Plats
roserviert, wenn auch wedor der Autor dieser Arbeit noch wahrschain-
lich je irgondein Leper dio Meinung von P in ¢ teilen wird. Die
hier definferte Mitteilung f mu8 natiirlieh in Form einer quadra-
tischen Bildpchirmmitteilung vorgestellt werden,

Die Frage, welche in einer Universalanerdnung angeordnoton
Objekte tatsichlich sinnvoll definiert oind, soll und kann hier
nicht geprilft werden. Wir halten aber fest, daf Jedea fir eline
kotkrete Person P in irgendeinem Zeitpunkt t konkret cdar potentiell
durch irgendeine Mittellung M sindeutig beschricbens Objekt jeden-
falls in der Univer salspordnung enthalten ist,und alle Objekte der
Universalanordnung abzihlbar angeordne® cind. Es ist aber prinsipiell
nicht miglich, in irgendeinem Zeltpunkt allgemein, d.h. fir alleo
Peracnen P und fir alle Zeitpunkte t, zu entacheiden, welche Objekte
der Universalanordnung der Dezimalzahlen swischen O und 1 taoteich-
lich Dezimalzahlen mwischen 0 und 1 sind. Da die Menge der Objekte
digper Universalonordnung sicher nicht kleiner iot als die HMenge
der in dieser Universalanordnung enthaltenen Desimalzahlen zwinchen
0 und 1, felgt daraus, daf die Michtigkeit der Monge der Dezipal-
nahlon uwinah?n 0 und 1 aus der Universalenordnung nicht griBer ist
els die Michtigkeit der Menge der natilrlichen Tohlen.
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5. Dio Problematik des Cantorischen poueinen der fiborabaihlbarkeit
Vir betrachten nun die Universalanordnung aller Dazimalzohlen
gwinchon © und 1. Disse Ancrdneng enthilt aloo gonau jeno Tesimal-
zohlen zwischen 0 und 1, die in irgendeinem Zeitpunkt fir irgend-
eine Person durch irgendeina Mittellung eindeutig beschrleben worden.
¥Wir heben herver, dal diese Art dor Anordnung Begriffe wie Sprache,
Metasprache uaw. wormeidet und lediglich suf dao Yerhalten einer
Percon beim Lesen einer Mitteilung in ainen bestimmten Zeitraum

abgostellt iat. :
offenbar sind plle Desimalsohlen aus dieser Tniversalanordnung

gbzihlbar angeordnet.

¥Wir wenden uns nun der Frago =, win wait diese Universalanor
nyollotindig” ist, wie welt aie nlso "alle" Dezimalzahlen zwischen
0 und 1 enthilt. p

Un diese Frage zu behandeln, teilen wizr dip Dezimalzahlen
gvisohon O und 1 in zwei Klaseen. EKlasse 1 enthiilt alle Dezimal-
erhlaen ous der ohen beschriebencn Tniversalanordmung, Elasss 2
alle {ibrigen Desimalzmshlen. Wir interessieren uns vor allem filr
diese Flossa 2 und halten fest, dal die prnahme von Dezimalzahlen
in Elasoe 2 an sich zu keinem Widerspruch fihrt. Wie weit ist aber
pine solehe Annahme sinnvoll?

Zunfichet enthilt Hlasse 2 sicher keine #hoeachreibbaren” Zahlen,
wenn Dan Ybeschreibbac® als "durch eino Mitteilung der Universalsc
peschreibbar® versteht. Wie steht es aber nun pit der bekannten
Cantor'schen Diagonalzohl aus dem Bewels dex ffherabzihlbarkeit dex
rasllen Tahlen zwischen O und 1 nach Cantor 7 Dieser Bewesls kann
bekanntlich felgendermafen gefiihrt werdens

Ep sei ;

By, = D1u11,312, seny Bqpaveces
o, = 0'521,122, srer Bopperecs

ﬂn = n'ﬂn.i,arnai smag ‘:m"'“"
ains obzihlbare inordoung der Daszimalzahlen gwipchen O und 1. Kun
bilde man eine Dozimalzahl

e VS

h‘ - n'b..lrhelnn--pbnltlt-t
mit

bn = 1 filr a . 1
und bn #& 2 fiir B 1%

Offenbnr gilt 4@ + & wegen %hn b o+ Dab elne Desloalzahl swiachen
0 und 1 iot, folgt daraus die Unvollstindigkeit der Aneordnung,

Wie weit kann die Contor'sche Beweisfithrung bei Zugrundelepung
der Tniversalanordnung noch aufroecht erhalten werden?

e Cantor'sche Diagonalzahl b 1st zweifollos in Form einer
endlichen Mitteilung beschreibbar. Legt man eine konkrote Anordnung
von Dezimalzahlen Byaligpesces zugrunde, dann ist durch eine Mit-
teilung, welche diese Anordnung so wie daa Konatruktionsprinzip
von b beschreibt, eine konkrote Dezimalsabl mwischen O und 1 be-
schrieben. Die konkrete Anerdnung ist durch die in dieser Arbeit
dargelegte Universalanordnung beschrieben unter der Voraussetzung,
daf - was nur der Einfachheit halber nicht vorgenommen vurde - eine
konkrate Anordnung der Raum-Zelt-Elemente gowihlt wizd,

4n den Leeer dieser Arbeit wird nun die Frage goastell:, ob
durch b ¢ine Dezimalzahl zwischen O und 1 beschrieben wird., Ver-
neint er diese Frage, dann ist fiir ibn in Zeitpunkt des Lesens
diepor Arbeit der Contor'sche Beweis der Uberabzihlbarkeit bow.
dor Beweis der Tnvollstiindigkeit der Tniversalanordnung gescheltert,
denn dann it eben filr ibn im Zeitpunkt des Lesens b keine Dezimal-
zahl zwischen 0 und 1. Bejaht er hingegen diese Frage, dann gibt oo
also eine Person, nimlich den Losor, fir den in einem bestim=ten Foit-
punkt, nfimlieh einem bellicbigen Zeitpunki aus dem filr das Teaen
notwendigen Zeitintervall, eine Mittellung, nimlich die vorliegonde
Darstellung, eine Jezimalzahl zwischen O und 1, nimlich b, eindeutig
beseichnet. Damit fist aber per definitionesm b eine Tahl sus Flasse 1.
Dion b beschreibende Hitteilung filhrt susammen mit dem durch don Lazer
festgelegten Raum-Zeit-Element zu einem filr b reservicrten Plats in
der Universalpnordnung. Donn gibt es aber nach Definiiion der Anordnun

oin n git b = o Hun beruht die Definition von b einerscits auf
dor Definition der Anordnung und andorerseits auf der Definition der
oinzelnen hn. dua dicsen beiden Defimitionen folgt abor

Ebn = A Aty kA
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und dies ist ein Widerspruch. Die Fehauptung, durch b in der hier
definierten Form worde eina Dezimalgehl zwischen 0 und 1 beschrie-
ben, filhrt daher zu elnem Widerspruch und dazf somit om Legor nichi
aufgentellt werden.

Der Widerspruch in der Cantor'schen Beweisfihrung konnte dea-
holh herbeigefithrt werden, woll im dor Tniversalanordnung grundsitz-
1ich Tir alle Mitteilungen und fir alle Raum-Teit-Elezente cin Flats
roserviert iot, der genau dann besetzt wird, wenn fiir eine Person
in eipem Zeitpunkt durch eine Mittellung gin entoprechendes Denk-
objekt, hier aine TDazimalzahl zwischen O und 1, pindentig be-
pohrichen wird. Der sonat die Tnvollstlindigkelt der Anordnung be-
weipende Widerspruch fiihrt fiir die hicr gewihlte Anordmung zu einem
Widerspruch in der Tefinition der Diagonalzahl. Damit ipt der Bo-
weis der Tovollstindigkeit dex Universalanordonung mifiglickt.

Tn nmaloger Weise 1HBt sich zeigen, dad bed Fugrundelegung
der Universalanordnung auch filr anders Elemente als filr Dezimal-
zahlen zwischen O und 1 der Dewels dex thherabzihlbarkeit durch
Konatruktion eines In der Tniversalanordnung angeblich nichi ant-
taltenen Elementes zu elnem Wideraspruch in der Definition dieces
Elementes filhrt.

6. Tie Abzihlbarkeit aller Denkobjekte

Mit Hilfe der Universalanordnung kann swar goneigt woerden, daf
dis Definition eines angeblich neuen Flementes einen Widerspruch
onthilt, doch flthrt die Annahme von Dogimalzahlen der Ejasse 2 an
gich noch su keinem Widerspruch. Das gloiche gilt fiir eine analoge
¥lasooneinteilung beliebiger Denkobjelkte. Alle Objekte unseras
Tenkens, insbasondere aber objekte der Mathematil, lasoen eich in
¥lesse 1 oder Klagoe 2 einordmen, je nachdem, gb in irgendeinenm
Zeitpunkt filz irgendeine Person irgendeine Mitteilung dieses Denk=
ocbjekt eindeutig beschreibt oder nicht, Die Annghme der "Exigtenz"
(in welchem Sinne immer) von Deakobjekten dox Klasae 2 fithrt an
glch zu keinem Wideropruch. Sie ist jedoch nicht schr pinnvoll, wie

folgende einfache Uberlegung zeigt.

kngenommen, wir sprechen von Dozimalzohlen zwischen Q und 1,
dia in der Universalanordnung nicht enthalten pind, alpso dor Klosce
zugehiiren, Wir haben zur Kennfnle gonommen, daf die Konstrukiion

e —————— e

- 23 =

piner derartigen Zahl - wio =.B. nach Cantor - nicht miglich ist,
pber wir nehmen an, "es gibt" polche Dezimalzahlen ave Elasse 2. Eao
zeigt sich nun, daf wir von diesen Dezimalzahlen zwar als Mohgo
pprechen kinnen, sie sich jedoch in keiner Welse isolieren lasoon.
Wollto man mit ihnen Mathematik treiben, dann mii@te man Siltsza bilden
kimnen wie: "BEs sel x eine Dezimalzahl zwischen O und 1 aus Klaspe 2 ....
Es sufl nun fir irgondeine Perzon in irgendeinem Zaitpunkt:uinnvnll

sein, dieno Zahl x als Dezimalzahl swischen 0 und 1 zu betrachten.

Damit ipt ole aber beraeiits durch diese Hitteilung "hnsnhr#aben“. Sie

kann in diesem Fall eogar fiir beliebige Personen beschrigoen werden,

atva durch einen Satz der Gestalt: "Die Zahl,; die die Pqéson s A0
feltpunkt ... aus Klasse 2 ausgewihlt hat."

Ea zeigt sich aleo, daB zwar die Annahmo won Eah]#l oder allge-
peiner von Denkobjekten der Elasce 2 zu keinem Widcruﬂiuch fihrt,
hingegon Jeder Versuch, ein Element sus Klosse 2 iunlizrt zu betrach-
ten, en aussuwihlen, ja eogar our an dieses Element s einzalnes
Objokt zu denken, =u einem Widerspruch in der Amnmahup fithrt, oo
hendla gich um ein Objekt der Klasse 2. Die Unmigliehielt, diecses
Element auch nur gedanilich als Einzelob]ekt =zu betrachten, folgt
unnmittelbar aus der Moglichkelt; eine Mitteilung au{hildnn: "Das
EBlement,; an das die Person ... im Zealipunkt ... gﬂlncht hat",

FEa ipt doher nicht sinnvell; von der "Existen:" won Denkobjekten
der Klacao 2 zu eprechen,

Schlulbenerkunsen K

Man kann sich nun die Frage vorlegen, inwijpweit aus den vor=-
stehenen Aupfiihrungen Aupsagen Uber Mathematik jgowonnen werden
kinnen. Dabei ist wor allem auf die Tatsache Itdacht su nehmen,
daf die Oblekte der Universalanordmng absihliar angeordnet werden
ktnnon. Wir gehen nun von dem Sats sus, daf die Michtigkeit des
Eontinuums grdfcr ipt als die Miehtigkelt d¢: Menge der natlirlichen
Zahlen. Num toilen wir die Menge der reellpf Zahlen, der offenbar
die Michtigkeit des Kontinuums sukemit, in fwel Klassen., In Klapse 1

fappen wir alle Jeno reollen Zahlen wupanpen, die im Sinoe von
Ziffer 2 in dor Universalschrift "beschrigpan" werden kitnnen. Dabel
berlickeichtigon wiz, dad im Sinne von ZEiffir 3 auch die "erwoiteriae
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Toiversalschrlift® in der Universalschrift enthalten iot. In Klapoe 2
fasoen wir alle fibrigen reellen Zzhlen zusammen. Da die durch die
Taiversalschrift beschreibbaren Zahlen abzihlbar angeordnet werden
kinnen, und zwar in der Universalanordnung nach Ziffer 4, ist die
Menge der reellen Fahlen aus Klasse 1 sicher nicht wvon griBerer
Michiigkeit als die Menge der natiirlichen Zahlen. Da weiters alle
naﬁﬂrlinhen Zahlan in Form einer Bildschirmmmitteilung gemif Ziffer 1
beschrieben werden kiinnen, ist die Menge der reellen Zahlen aus
El;nuq 1 gleich michtig der Menge der natiirlichen Zahlenm.

\ Filir den Mathematiker stehen nun die ein Eontinuum bildenden
:aai;un fahlen grundsitzlich alle in gleicher Welse zur Verfigung,
ﬁ.h.xucnn ein Mathematiker Sitze bildet, die mit den Worten: "Es
anl ﬁlcina reelle Zahl ..." beginnen, dann kann x grundsiitzlich jede
bnlinhiga reells ZTahl sein. Es ist nlso insbesondere gleichgliltig,
ob = ahn Klasse 1 oder sus Elasse 2 ist.

III Ziffor 6 worde aber dargelegt, daB Zahlen, die an irgendeinem
Ort undlin irgendeinen Zeitpunkt durch die Worte: "Es sei x eina

reelle Zihl ..." beschricben werden, cben durch diese Beschreibung,
also ebe

dadurch, deaf an irgendeinem featen Ori und in irgendeinem
fosten Zeitpunk® an sie gedacht wird, daf sie alse Denkobjeki sind,
zu Denkebiekten der Flasse 1 werden, bew. im Sinne unserer Aucsfith-
rungen in diescn Schlulbemerkungen zu reellen Zahlen der Klasse 1
werden. Deb Mathemetiker, der mit roellen Fahlen arbeitet; kann diles
also our, wenn er aich auf reelle Zablen der Klasse 1 beschriinkt,

aloe aufl reélle Zahlen aus oiner Menge mit der Michtipgkeit der Menge
natiirlichon Bahlen,

DIie Ann

wmey "eo gibt" reelle Zahlen der Klasse 2, oder andera

e gibt aufier den abzihlbar vielen reellen Zahlen der
Klasoo 1 nochireelle Znhlen aus einer Menge won reellen Zahlen,
deren Michtigkiit griBer sls die Michtigkeit der Honge der natiir-
lichen Zahlen iyt, fithet fir oich allein zu keinem Widerspruch.

Wur kann mit selpken "Saohlen" eben keine Mothematik betrieben werden,

anspodrickt,

well ple pich im'Sinne won Eiffer & oiner isolierten gedanklichon
Erfassung entsiehpn und insbescndere fiir sle Sitze der Gestalt; "Es
sai x pine reelld Zahl der Klosse 2 ..." zu oinem Widerspruch fifhren,
da gerade durch die Moglichkeit, cinen solchen Satz zu bildem, dle
reelle Zohl per dbfinitionen zu elner reellen Zahl der Klasse 1 wird,
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Damit ist geseigt, wie aun den vorstehenden Ausfilhrungen cine
relevante juseage fir die Mathematik govonnoen werden kann.

Der Gegenoats zur "scholastischen" Mathemntik, in dexr Sitze
wie: "EBs pei x elna reslle Zahl der Klasse 2 ..." spinnvell sind,
beruht letztlich darauf, dal auch Mathematik nur in Raum und Zeit
betrioben werden kann, daB mathematiopche Siitze nur in RHeum und
Zedit formuliert und gedacht worden kiinnen, eine Voraussetzung, die
in die ocholastische Mathematil nirgends eingeht.
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Es seien Hechenmutonaten gegeben, die gonligend komplex gectalie

cind, un mathematische Probleme su lésen wnd uo pelbst nathematiszche

Probvleme wu formulicren. Es oei suliissig, daf sich dicse Rechen-
attonaten bei dor Pormulierunpg mathematischer Problewme,aber
gepobenenfalls auch bei dathﬁaung zsufallsgpesteverter Progosoe
bedienon,

Dig Bin- und Aucgebe von Informationon werde von den Hechen-

sutonnten durch Datentriiger worgenommen, die wir une etwa als
HMarnotbinder vorstellen kinnon. Wir besecichnen die aufl einem
derartipsn liophetband enthaltene Information ale "Aussage'.
Fo poien stets beliebip lange, aber endliche Ausscpen niglich.
Pa sich die Informationen suf den Datentriigern in Inforsations-
einheiten wvon bits aufldsen lassan, kénnen slle néglichen fus-
pagon abrnlithlbar angoordnet werden.

Im REinblick auf die Wirung einer Informationceinpgabe durch
dop Lesen eines Hammetbandes in einem Hechenawtomzten, konn vom
nSinn' epiner Aussage gesprochen werden. Werden etwa cinem Rechen-
eulomaten swel Zahlen mur Multipliksation ecingegeben, doan "versteht!
der Automat die Aussapge nuz denn in richtigen "Sinm", wenn er auf
Grund der Eingelbe die Nultiplikation der beiden Zzhlen richiipg
dgurehfiinrt wid ein Hegmetband mit dem Frgeinis, nimlich dem
Produkt, zusgibi. Der "Sinn" einer Avcezge ist somit vom Rechen-
eutomaten abhinglg, fir den sie bestimmt iot bzw. wvon dem sia
slamat.

0L ein Rochenautosat eine Aussage "versitcht', hingt nun davon
gb, ob or einc fiir den beireffenden Datentriiger, aloe fUr des HagnatL
Vvard geeipgnete Lesevorrie hiung enthillt und ob er so progranmicrd
int, daf or dic dureh die Aussage geforderte Reaktion zedgen lana.

Man kann sich won iiberlegen, welche Teile der Mathematik
ven derartison Recheonautomaten betrieben wezden kinnen, venn man
enteprechend lkomplexe Rechenantomaten mit bestimmton Eigenochalien
guliiocot.

Vir crsotsen nun din wnseren Yberlegungen die Bacheunutomnten
durch Mennchen, dencn sum Lecen der Hagnetbinder Lesegeriite mit
Bildschirmen und zur Erzeupung fon Datentrigern Dotencr=

facsungogerite, etwa mit Maognetbandausgabe, zur Verfigung
gtchen. Uversteipt der Umfang der
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Information auf einem Magmotband die Kapaziiiit des Bildachirmes,
dann iot ein solches Magnetband abochuiltiweise in plelcher Weine
s leecn, in der verochicdeons Sciten eines PueMes hintereinandor
" pach jeweiligem Unblittern gelesen werden. Nan iberlogt sich
leicht, éaf die Binschriinlung ciner Diskucsion suischen swel
Tersoncn nuf solche Aussogen, dic suf Magnetblindern festigehnlton
werden kimnen, filr den Bereich der Mothematilk aver, wie weditoro
Uverlogungen zeigon, letstlich auch ganz allgemein keine prinsipiella
Einsehriinlung bedeutot,
Ob eine Person eine Aunsage versicht, hiingt von der Aussage
und vom "Wisaen" doxr Ferson ab, Ungenllgondes Wissen kann durch Lernen
orginnt wcrﬁnn! und swar in @hnlicher Weise wie Hechenautomoton
programmiexrt werden konnen. < '
Der Sinn einexr Aussage hiingt wieder von dor auf dom Maosmctband
featgehaltenen Infnrm;tiUn und vom Winueﬂ_dar Peroon ab,. Da dies

im Prinzip flir alle Fersonen gilt, ist.es eigentlich unzu-

lissipg, vom Binn einer Ausssge "an sich” zu sprechen. Wenn

dies denncch @blich ist, dunn offenbar deshalb, weil man
Bleichartiges "Wizssen" bei allen Personen voraussebtzt ohne

dies aber ausdriicklich zu postulieren. Wir mbehton muf dieme
Umstiinde susdriicklich hinweisen.

Wir wollen nun die Hichitigkedt der "Henge aller mbglichon
Bedoutungen" einer Auscpage abachiitzen. Wir behaupten, daf ihre
Michtighelt hichstens gleich der Hichtigheit der Menpge der notiir-
lichen Zohlen iat.

Zum Beweis iiberlegon wir una, daf zum "Lesen" der Auscage
eine gowisse Zelt, mindestens jedenfalls die Elementarseit notwendig
iet und dal die Person wihrend des Lesens einen pewlssen Roum,
mindestens das Volumen eines Wirfols mit dex Seitenlinge der
Elementarliinge einnehmen muf, Tilden wir nun Raus-¥eii-Elemente
nus Wirfeln der erviihnien Griéile, die jeweils fiir die Douer der =~
Elementaeseit exdstieren, dann mufl jeden Lesevorgang dureh Jode
migliche Yerson in jedem miglichen Zeitpunki mindcotens ein
loum-Zed t-Eloment eindeutip szugeordnet werden kiinnen. Aun der
Abzihlbarkeit der Haum-Zoit-Elemonte, die trivialerveisc gegeben
int, rqlét die Abzihlbariteit der miglicken lesevarginge dunch
mibgliche Porsonen und damit die Abzihlbarkeit der miglichen Be-

deutungen einer Ausoage.

Da die dn bits auflésbaren Informationen aber offonbar solbot

abzihlbar angeordnet werden kinnen, folpgt nunmehr, dal alle miglichen

Dodewtungen aller miglichen Auccagen absihlbar snpeordnet werden
kinnen.
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Inforoation, ctwa dbeT die CGriife selcher Zeshlen, Tu pehen, Dica

hat z.B. donn eine gewisse Bodeutung, wemn - wie in der Mathematil
recht hiulip - eine Zahl aus einex Henge fiir woitore Derachnungen
aaogowihlt wizd, ohne dof man ihre Gribe onpibt, etwa durch die
Worta: "Es sei x eine Zghl aua der Henge M ..M. Mit Formulicrumgen
dioner Art beginnen hilnfig Pewaipe, mit donen Bigenechaften von
gohlen der Menge H nachpgewiesan werden sollen.

Aun der Abzihlbarkeit nller Raun-Peit-Elemente folgt Jeden=
fallo die Abgihlbarkeit allex Fahlen, diec in dexr bisher dargelegten
Art und Welse durch Aunzagen yeochricben werden kbnnen. Olmohl die
Hengo deT Haum-foit-Elenente und die Henge der durch Aussagen b=
gobireitbaren Zohlen beide unendlich sind, gibt es wnendlich viele

Auvpsapgin baw. fiaum-Toit-Elenente, die keino Zahl eindoutig heochreibeon.

g wird aber auch niemals miglich sein, fir alle Reum-Zeit-Rleocnic
auoh nur su entacheiden, ch pie den LesevoTfong giner hussage, durch
dio0 eine Bahl pindeutig becehrieben wird, sugoordnet pind, Dice ict
1aicht einzuschen, da heute etwa nicht entechieden werden lann,

ob eine bestimote, uno ficlleicht unginnig snsutende Aussage im
Johre 10000 fiizr fgendjenand einon Sinn ergibt und sogar vielloicht

gine Zahl eindeutig beochreibt.
Wiz teilen nun die Menge der ropllen Zohlen swischen 0 und 1

in gwei Klaspen ein. In Elasse 1 fanoon wir alle jenc Zohlen RUS2mOSnly
die durch irgendeine Aussago in jrpendeinen Zedtpunkt fur irgendeine

Person cindeutig beochridben sind. So wird etws die Ausaage “1/2"
fiir Sie alle wnd fUr mich heute und hier die Zahl 1/2 cindeoutig

bepchreiben.
Aup der Absziihlbarkeit der haun-Zeit-Elemente folght die Abmilhl-

barkeit allex Zahlen dex Klacze 1.

Da eo nvn mehr als abziihlbar viele reelle Fahlen swischen © und 1

givt, facsen wir dic nicht in Klaose 1 enthaltenen in glner newon
Klasse 2 zusammnen.

Wir wollen nun cinige Fragen pufwerfont

Zahlveiche Peweloo dex fihacabeinlbarkeit bostimmber Mengen

teruhen. darauf, dab men eine beliebige kenkreie abainlbaze Anordnung

allor Elemente einer Henge armimzt und codann ein neunes Element
Wipnatraiert® bew. "boschraibi®, von dem man nachweist, daB co in

—
—

der abziihlbaren Anordnung nicht enthalten ist, obwohl e mur Menga pehis!
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5o geht man etwa vor beim Bevein der Uberabzihlbark
dablen szwinchen 0 wnd 1 dureh dic Konotrul

e¢it der recllen

tion dér "Niagonelzahlen
nael Cantor odor beim Deveis der lberabzihlbazkoit der Polengnenge
der Menpge der natiizlichen Ezhlon,

Wir besezlon, daf in den hier genannten Fillon deweila nach woll-

segener Anordnung angeblich allar Elemente cinos Monge ein neues
Element beschricben, und ¥ Sinne uncozor Dazetellungon durch eino

Auspage beschrieban wird, das in der urapringlichen Anordnung nicht
enthalten ist. Die Frage in dicoem Zusammenbong lautet: "Wie loszen
oich die entstehenden Widerapriiche ericliiven, wonn, wie etwa bei
den reellen Zahlen der Klacse 1, alle durch Aussagen beochroiblaren
Zehln schon pex definitionts in dor Anewrdnung cnthalten sisd7"

Eine weitdérs Trago besicht sich auf die reellen Zahlen der

Klaese 2. Un mit ihnen zu rechnen, mud man gic einzeln botrachten

kinnen, oan gul einzelns avavihlen kénnen, es muf zumindest cinnvoll
Bein, mit ihnen =u rechnen und Eltzo st bilden, dies nit den Worten
"Es #el x eine reelle Zahl aus Klosse 2l.n beginnen. Anderorseits
aber haben wir festreatelld, daf Zablen, fiir welche eolcha SHtza
von frgendjesand in irgendeinea Zeditpunkt febildet worden kBnnen,
rar definitioncm zur Klasse 1 gehdren.  Auch hier erhebt vich die
Frage nach der Ursache dao Widerspruches,

Eine andero Frago:s "Wie gehit in unoora Hufhcmatik dio Tatpache
ein, dall es uwnmiiglich ist, in endlicher Tait unendlich viel Inforuati

wu dbernitteln?" Dicae TFrage coll om Beinpiel der unendlichen Dezimal-

zehlen erliiutert werden, Uann immor wir von kenkroten unendlichen
Dezimalzahlen aprechen, dann hendelt os sieh um poleha, die als Zahl
in endlicher Form beschricben werden kinnen und nur in dor Dezimal-
zahldaretellung unendlichen Haum haw. unendliche Zeit in Ansprech
nehmen, Dz die Voraussetzung, daf nur Zahlen, die eine endlichao
Darstellung gestatten, (auch wenn pie in der Dosinalzahldarstellung

unendlich viele Stellen erfovdern) in dor Mathematilk Verwendung

finden, praktisch nio explizit in Axiomonsyetomo elngoht, miifte
doch entschicden werden Ldnnen, ob die Vorauszsetoung venipatens
implizit in unserar Mothemmtik berlickosichtigt ist. Wire dies oher
der Fall, dann erpibe siech Z.B. die Abzihlbarkeit aller Zahlen in
recht civialer Weolze, Tot dim obes nicht der Fall, dann sollte man
sich fiborlegon, wie eine Mathomatilk mit dicscr Vorausoetzung auo-
schon kﬁnntn und welche Auswagen susitzlich miglich oind, wenn man |
diese Vorausseteungon wegfallen 1H0%.
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ﬁun poch einige Uﬁ:rlenungon, die muf einer
WeiterfGhrung der hier shizzierten Gedankenpginge beruhen.
Yergucht man rein theoretisch cin Weltmodell ?ufzuhuucn,
bei dem die Dunlitit zwischenm Geist und Hntcrxi dadurch
aufgehoben wird, deB man die Komponente "Geist hzk._
"HBowultsein"” oles grundsitzlich in der Materie vorgebildet
erachtet, wie etwn bereits Teilhard de Chardin, dann

Ikann Geist und BewuBtsein, ebwohl immenent stets vorhanden,

gich erst in pgeniigend komplexen kybernetischen Systemen
manifestieren.

Mit dicser Modellvorstellung bleiben aber zahl-
reiche Fraogen mit fir uns ganz wesentlichen HDTpGn?nten
des Geistes unbeantwortet. So die vielluicht‘ulchtlgstu
Frage: "Wie ist Erkenntnis méglich?" bav. "Wie stellt

n
gieh Erkenntnis in unserem Modell dard

Der Ausdruck "innere Anschouung" kdnnte uns einen
Hinveis liefern. Fr setzt vorasus, daf ioc Inneren etwas
1angnachnut werden kann. Es mufl daher cin Modell des
zu Friennenden "im Innercn” aulfgebaut werden.

i } Sinee pehr denkiikonpoisch
Tatpiichlich lassen sich Erkenntnlovorgang

ko crde in
dodurch erkiiiren, daf man annimat, das zu Erkennende v

m = im allgoxn olnen \'QIE‘in tom = de L TL ;.163
Gen ach Mo 11 in nners ﬂh ﬁeb i
cine t

dng iz
durch entsprechende Zustinde baw. Vorgings im G?}i
‘Brkenntnis etwa der Funktionon eined

el Simulation - ein Ausdruck,

aleo =.0.

Folgerungon aus der

5 G un dur

Systems (dor Anflenwelt kinnen n ; ’
dzr wicderum auf die Anglogie zu Rechenautomaten vorveisen soll

am neren &% ﬂ.l’.‘ll Goay en werdan obei die Er bnisEa engn
in 0 o 14 g W AL o di

sipulation mit den Gegobenbeiten der Aubenwelt verglichen werden
mula

crollicrt
und oo dic Brauchbarkeit der Modellvirstellungen konlxo

werden kann,

L 1
Dafl unabhi !lf;i]: vom lMenoo : 3
leben kinnon dr—" basgeT cie das uDlh&lhcn ihrer umle]-t erk|3|Ln n
i

sen "lebende Syoteme® umso cher ilbex-

e, “vorausschen" kidnoen, llegh auf dex ﬂan?. e
Aus dor Fille dexr Fragen, diec pich in dicoem Zusoume :
: i 1t. Jur
driingen, sei noch die noach dem Flats der Intuition pestel
L

; rouchon, geelpnet or-
Ltoung von Problemen der Aulbenwelt wircd man,_ e g

Zu
schoinende Modelle, die dem Problem porecht/werden scheinen,

H 1lle
finden. Dabei konn man entweder aul zur Ginze bokannte MNode
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suriickpreifen oder man kann vorsuchen, news Modelle mu cchaffen,

Bel dieser Schalfung neucr Modelle wird en nicht fmmern mbglich sein
niel eincm systematinchon Verfahreon, sozucagen automatiszeh vorsuﬂch;n.
Ohne woitere Richtlinie diber dip Vorganpoveise bleibt dann viulfﬁch

nichts anderes Uibrig als ein Probierverfahren, so wie man versucht, de

fehlendon Stein edines Tuszlospiels einsuselzsen, indem man eine
znfﬁllig? Aunwahl aus dem vorhandenen Vorrat der Steino trifft,

Ei_n auliillipges Auswalilvergang %onn nun gum Auffinden eines liodells
filhren, das sich sur Liswng baw. Bohandlung dee Provlems dex AuBen-
welt eignet. Man kann sagen, die Lésung durch "Intuition" gafundon
zu haben.

Derartige’ sufdllige Auswohlvorginge worden vor allem im Bexedlch
der Forschung immer wiedor ouftraton.

Werin von dem Finden bew. Erfinden passender Modelle gesprochan
wird, donn dist es schr wnwahrscheinlich, dof solohe Modalla ale
Ganzes und unabhﬁngig von vorhandener Erlenntnis, aloo ven berciic
belkannten Hodellen sein oollton. Es ist vielonchr anzunchsen, daf
nene Erhﬂnﬁtninnu dureh neue Kamhiuatinnéﬁ hékuuntu; Modellteil
entstehen, Modellteile, die ilipe Wurseln bercits in den Uraniingen
des Lebens haben sdgen. Das kann aber dice Dedoutung des Fin&cnshncuar
Medelle cbonso wenig scheiilern wie die Festotellung, dal auch die
grilten wissenschaftlichen Ertenntnisse der Henschheit letztlich in
Yozrten gusgﬂaruckt werden, dis schon lenge bakannt waren, Hénﬂ Goeth
sagt: "Wer kann wag Hluges, wer was Duomes denlan, das nicht die s
Yorwelt schon gedachi", dann mag dies fiir die Izusteino der Gedanlen

wubraffen, der wesentliche Inhalt ven Erkenntnissen vesieht aber gerade

in der Kombination solcher belannter Tausteins.

Zurtlckizonmend auf das Problem der Absihlbarkeit von Zahlen der
Klasse 1 $berlegen wir uns loicht, dal man nicht nur ven Zahlen
u?ndern ganz allgemcin von Dankobijelkten dor Xlasse 1 spre chen Lann
withrend "alle anderon Denkobjekie" in ciner Klanze 2 zusé;;nngufaﬂt'
werden kitnnen. Da jedoch aus den boreits dargelegteon Griinden niemals
irpendoine Person tntsichiich an ein einzelnes derartiges Objekt
"denken™ kann, ohne daB es damit per definitioncm ein Denkobjekt der
Klasse 1 sein miiBte, so daf ein Widerspruch entstoht, handelt oz sich

ganz allpemeln bei don Objekteon dor Klasse 2 um in sich widoropriichliche

Gedankenlkonatruktionen,

¢

Dal dic Menge der Denkobjekte der Kiosse 1 oder
gpeziell der Zahlen der Klasse 1 unendlieh und nicht endlich
igt, riihrt daher, daB unendlich viele Roum-feit=Elemente,
gber much beliehip lenge Hognetbiinder zugelossen werden. Be-
trachtel man aber einen lebenden Menschen und berficksichtipgl
man, d4af seine Lebensdauer endlich und dab er in epdlicher
Zuit much nur ein endliches Btlick eines Magnetbendes mit
Hilfo des Bildschirmgerfites lescn kann und auch nur endliche
Yorginge in seinem Gehirn ablaufen kénnen, dann sieht man,

dal iy ihn ouch nur endlich viele Gedanken miglich sind.

Geistige bzw. BevuBlseinsvorginge sind zwar naeh
dieser Modellvorstellung grundsitzlich an ihnen entsprechende
matericlle Vorpginge geknipft, dech bietet die ungeheure Kom-=
plexitit des menschlichen Gehipns und seiner Hervenzellen
geniigende CGewihr dafiir, daf die nllseits so geschitzte Indi-

vidunlitit der Binzelpersdnlichkeit voll gewahrt bleibt.

Andererseits wird durch die Vererbung von Generntion
1 Generation eine gleichmifige Entwicklung der "hurﬁuareh
und #um Teil such der "software” sichergestellt, wobei durch
die Khnlichkeit der Lernvorginge im weitesten Sinn die fiberaus
storke Ubereinstimmung von Menschen einer Zeit und eines
Kulturkreizes erklirlich wird. Der Ausdruck "dberaus

gtarke Ubercinstimmung" gilt natirlich nur im Vergleich mit anderen

denkbaren kybemmetinchen Sysiemen. Pie von oinsm gewissen Gesichto-

punkt aus ebenso liberaus aterke Verschiedenheit ist eben durch

die erwitnte Vielfalt vor allem der Hirmfunktionen zu prlliiren.

Eip vielleicht zu stark vereinfachica Gleichnis: Unter allen
Spiclen weisen die varsohiedenon Sohachpariien untereinander
{iberaun storke fhnlichkeit auf, filr den ginzelnen Schachspieler
pind jedoch viele Partien willig unterschiedlich.

Auf die vielfiltigen Kenseguoenzen dieses Donkmodells lkonn
natiirlich nuch nicht anniihernd eingegangon werdon, picherlich laosen
sich aber auch Forochungsergebnisse wie otwa dle Archeiypen bz,
doo Eollelktive Unbewafite glatt einfiigon.




Zum Abgehlup pei noch dié Frage neach dem Sinn
von 'Bynthetischen Urteilen A pricri" die flir Kent und dessen
Nnchfnlﬁér Voraussetzung far dic Ecreuﬁtigunm,Mcthuphyuik 3T
treiben,darstellen. Ein synthetisches Urteil o priori wire
in unserecr Darstellung eine Mitteiluyng, die "vor jeder BEr-

i fohrung ciner Person” von dieser als richtip anpeschen werden
muf. SBolehe Urteile missen nlse fiir jede Person und in jenen
Zeitpunkten riehtig sein. Ein klassicches Beoispiel fir ein

| derartiges Urteil war seinerzeit:"piec Gerade int die
kKlirzecte Yerbindung zweier Punkte". Dieser Satz kann aber
nur dann ulé synthﬂtischna Urteil & priori gelten, wenn die
Bepriffe "Geraode und Rilrzeste Verbindung sweier Punkte" eben-
o wie der Begriff "gleich gein"” & priori vorgegeben sind.
Abgpesehen devon, dal slles dafiir spricht, daB diese verhialt—
nismilipg komplexen Begriffe erst durch Erfanrung “erlernt™
wverden;konnte "4 priori" nur bedeuten, dieses Urteil wiire
Yercite als ein allen Menschen geumecinsamer Komplex vorpgegeben.
Dic Echluﬁrolacrung, dal dics fiir alle irgenﬁkinmnl existierenden
Menschen so sein muB, ist cin Analogieschlul vwie er eben durch
Erfahrung nihegelegt wird, der aber nicht denknotwendig
erscheint. Auf Grund unseres Denkmodells wverliert dey Begriff
“Eynthetisches Urteil € priori" jeden Inhalt. Wir k¥anen alco
fiir Reflexionen die bekannte Frage: "wie sind aynthetischeLUrtcilc
g priori als Mitteilung méglich" stellen.

Zum AbmchluP sei noch einmal der Crundgedanke herausge=-
stellt: Aus éer Abzallbarkeit aller méglichen Hitteilungen
in Form von Datentrigern und auvs der Abzihlbarkeit aller mbpg-
lighen Subjekte (Menschen) Tolgt die Abzahlbarkeit nller méglichen
Denkobjokie. Spricht men von einzelner Zahlen nus einer Menge |

die nicht in diescr abzihlbaren Menge enthalten sind, dann mulb

perdefinitionem ein Widerspruch entstehen.

Us im Sinn unscres Donkmodells zu bleibon: Jede Mitteilung

ist nur sisnvell, wenn sie in mindestens einem Zeitpunkt Tir

. mindestens eine Persen einen Binn ergibt. Als Mitteilunpg won
einer Person fir andere, wic z.B. bei diesem Yortrag, miiseen
attch andere Personen dazu gebracht uerden; die Cedanken nachzu-
¥ollaichen. Aug bestimmten Grinden wurdo versucht, dies vor=
vwiepend dureh Frapen zu errcichen, deren Beantwortunpg mchr oder
veniper solbst durch Reflexion von jedesmt Einzelnen erarbeitoet
HEEﬁnn mud .
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Unex die Relativitit alles Existisrcnden.
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Ep&testens.seit Archimedes kann man sagen, daft wesentliche
Frkenntnisse in den Raturwissenschaften durch die Relati—
vigrung von bis dahin als absolut geltenden Begriffen
erraicht wurden. Dennoch enkthiilt jede Wissenschaft =zahl-
reiche Begriffe, denen absolute Glltigkeit zugeordnet wird.
Ein derartiger Begriff ist ctwa der Begriff "wahrheit".
Keine Wissenschaft kann darauf verzichten die Existenz
"aheplut wahrer Slitze" vorauszusetien.

Diesem Phinomen liegt offenbar die starke Gefilhlsbewegung
des "Evidenzerlebnisses" zugrunde, das etwa eino logische
Schilufifolgerung bzw. einen logischen Widerspruch begleitet.
Da ecin derartiges Evidenzerlebnis wvielfach von allen
ryernlinftigen” Menschen in gleicher weise empfunden wird
sehlicft man awf dessen Allgemeingiiltigkeit.

Das Pesthalten an der Allgemeingililtigkelt bestimmter
wuahrer Sitze" durch Raum und Zelt, erscheint vorallem des=-
halb fiir die Hissenschaféen unbedingt notwendlg, well an-
sonsten jede Aussage stets in Zweifel gerogen werden konnte
und fiberhaupt keine "allgemein giltigen” Aussagen miiglich
erscheinen, eine Folge, die, wie man zu meinen gencigt ist,
Wissenschaft dberhaupt unmiglich machen miifte.

£5 soll daher zunichst versucht werden, Aussagen lber die
“arkennbare Welt” mit miglichst wenig Voraussebzungen zu

machen.




Dazu ist es notwendig, soweit als miglich vom "Inhalt
der Aussagen" abzuschen. Wenn wir aber vom Inhalt ab-
sehen, welche gemeinsamen Eigenschaften kBnnen wir dann
allen denkmbglichan Auvssagen zuordnen? Wie kénnen wir
Ordnung-in die Vielfalt von sinnlosen und sinnvellen,
richtigen eder falschen oder unbeweisbaren Aussagen
bringen, ?hne auf ihren Inhalt einzugehen?

Um hier eine Lésung aufzuzeigen, wollen wir uns einer

--Modellvorstellung bedienen. Ausgangspunkt der Uberlegungen
ist die Tatsache, daf Wissenschaft- jedenfalls mit Rrkennt-
nis zu tun hat und man nur dort won Erkenntnissen reden
kann, wo es sich um grundsitzlich Mitteilbares handelt.

Um nun dariiber zu reden, ohne in irgendeiner Weise auf
den Inhalt des Mitteilbaren einzugehen, inshesondere nicht
auf die Frage, ob eine Mitteilung richtig oder falsch,

" sinnvoll oder sinnles, usw. ist, stellen wir uns vor, irgend=-
eine Wissenschaft werde von Computern betrieben, die
“Bindrlicke" aus ihrers Umwelt durch MeBgerite, analog den
Sinnesorganen, empfangen und die Informationen im Wege von
Datentrigern, etwa von Lochkarten, austauschen kénnen.

Offenbar lassen sich alle méglichen Aussagen solcher Coﬁputer
abzihlbar anordnen. Infolge der riumlichen husdehnung

kinnen nimlich zunfichst alle Computer abz#hlbar angeordnet
werden. Weiters erfordert der Einlesevorgang einer Lochkarte
bzw. eines Paketes von Lochkarten eine endliche Zeit, so

dab alle mdglichen Einlesevorglinge abzihlbar angeordnet
werden kénnen, und schlieBlich kénnen alle méglichen Loech-

, kartenstapel abzihlbar angeordnet werden. Da als "Sinninhalt
elner Aussage" offenbar nun die Wirkung der Lochkartencine
gabe auf den Computer angésehen werden kann und diese vom
"Eustand" des Computers (von seiner Ronstruktion und seiner
Programmicrung) abhingt, der wiederum durch die Angabe der
Zahl, um den wiev%elten Computer es sich handelt, und des

geitpunktes des Lesevorganges, fiir den der Zustand dieses
Computers cindeutig festliegt, bestimmt ist, lassen sich
durch Anordnung der Hummern aller Computer, aller mog-
l1ichen Einlesevorginge und aller miglichen Lechkarten—
stapel alle mbglichen Sinninhalte von Aussagen anordnen.
Fiir die Anordnung der Einlesevorgiange igt es musreichend,
gine genilgend feine Intervalleinteilung vorzunehmen, so
z.0. Intervalle jencr Zeitlénge, die fiir das Einlesen
einer Lochkarte mindestens benditigt wird.

In analoger Weise ordnen wir nun alle miglichen Sinninhalte

" won Aussagen f£ilr Menschen an. Jede Aussage besteht darin, ‘

dan eine bestimmte Person P in einem bestimmten Zeltinter-
vall lt1. t2} eine sehriftlich darstellbare Mitteilung M
erzeugt. Die Anzahl der mdglichen Personen P ist sicher ab-
zlihlbar, cbenso die Anzahl der zugchdrigen Intervalle

{tl, t,). Da dicse Intervalle jedenfalls linger sein missen
als die Elementarzeit, genligt es, alle abzihlbaren Zeit-
punkte, dic von einem fest vorgegebenen Zeitpunkt einen Ab-
stand von einem ganzzahligen Vielfachen der Elementarzeit
haben, zu betrachten. Die Menge der méglichen Intervalle
{t1, tz} kann dann ebenfalls abzdhlbar angeordnet werden.
Was nun dic schriftlichen Mitteilungen betrifft so kinnen
diese stets aus genugend.klainen weifen und schwarzen Qua=:

draten zusammengesetzt vorgestellt werden. Wihlt man als
Seitenlinge eines derartigen Elementarquadrats etwa die
Elementarlinge, dann kénnen auf diese weise z.B. alle
gchwarz anf welB geschriebenen Mitteilungen aus solchen
Elementarquadraten zusammengesetzt werden. Aufl einem Bild-
pchirm der Linge a Blementarlingen und der Breite b Elemen-
tarlingen gibt es genan Za'h midgliche Anordnungen dieser
sehwarzen oder weifien Elementarguadrate und offenbar kinnen
alle derartigen Bildschirmmitteilungen abzihlbar angeordnet
woerden, Inshesondere ist alles, was je geschricben wurde,
chenso wie alles, was je geschrieben werden wird, ja was je
geschricben werden kann, in der Menge dieser Bildschirm-—
mittellungen enthalten.
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fusammenfassend sei hiezu festgohalten: Alles,; was irgend
einmal von irgend jemand gesagt wurde, gesagt werden wird
bzw., gesagt werden kann, ldA8t sich abzdhlbar anordnen. Wir
bemerken, daf nur von der Miglichkeit irgend etwas zu

gagen gesprochen wird,; nicht aber davon, ob-etwa das Ge-
.sprochene "existiert", "wahr" sei usw., also unabhingig
von Eincr_"Exishenz“ bzw. von irgend einem "Sinninhalt" des
Gesprochenen.

Damit ist aber auch gleichzeitig eine abzlihlbare Anordnung
*alles Existierenden” mBglich.

Um dies zu zeigen Uberlegen wir, daB es nicht sinnvoll wire,
den Begriff der Existenz, wie weit man ihn auch zu fassen
bereit ist, auf "etwas" zu beziehen, "liber das nie jemand
hat sprechen kGnnen, sprechen kann cder sprechen kBnnen
wird". Insbescndere milssen ja alle Beweise der Uberabzihl-
barkeit won Mengen dazu fiihren, dag - infolge des Auswahl-
axioms - filr jede abzihlbare Untermenge stets ein Element
der Menge ausgewdhlt werden kann, welches in dieser Unter-
menge nicht enthalten ist, dber das aber gesprochen werden
kann. Wihlt man nun als abzdhlbare Untermenge jene, welche
ays allen Elementen besteht E£ilr die es irgend eine Person P
gibt, die in irgend einem Feitpunkt £ bereit ist, durch
irgend eine Mitteilung von einem solchen Element zu sprechen,
dann kiinnen, da dieses Sprechen durch eine Mitteilung M vor
&ilch gehen muf, alle diése Elemente abzdhlbar angeordnet
werden. Es ist dann per definitionem nicht méglich, das
irgend eine Person P in irgend ainem Zeitpunkt t dber ein
angeblich nicht in dieser Untermenge enthaltencs Element
epricht. Insbesondere ist kein Beweis flir die Existenz von

‘Elementen aulerhalb dieser abzihlbar ancrdenbaren Menge még-

lich.

an dieser Stelle sei eingefiigt, dal wir auch der Frage,
vwann eine Mitteilung ein bestimmtes Objekt bezeichnet,
definfert usw. aus dem Wege gehen und uns mit der allgemei-
nen Feststollung begniigen, daB eine Person in einem Zelt-
punkt durch eine Mitteilung behauﬁtet " yon einem Objekt

gu sprechen “.

Es bleibt insbesondere aufer Betracht ob diese Mitteilung
der Person richtig oder falsch oder sinnlos ist.

Es wird also die Menge aller (P,t,M} abzdhlbar angeordnet,
wobeli P alle m#8 gliechen Personen, £t alle m & g -
14iehen Zeitpunkte {ganzzahlige Vielfache der Elemen-
tarzeit) in dem die Mitteilung M gemacht {gesprochen oder
geschrieben) werden kann und M alle m&g lichen
Bildschirmmitteilungen durchliiuft. Die Anordnung beliebiger
CObjekte wird nun so vorgenommen, dag jedem Objekt jener
Platz zugeordnet wird, den in der Anordnung dex (P, t,M) eine
Mitteilung M einnimmt, fir die P in t behauptet oder behaup-
ten kénnte, daf er mit ihr von dem in Rede stehenden Objekt
spricht. Gibt es mehrere sclcher (P, t,M) ,dann wird jones mit
der kleinsten Ordnungszahl gewdhlt.

Die Rbzihlbarkeit aller méglichen Denkobjekte steht offen-
bar mit dor Existenz {berabzihlbarer Mengen im Widerspruch.
Insbesondere fithren die {blichen Existenzbewelise iliberab-
ziihlbarer Mengen (man denke etwa an das Cantorsche Diagonal-
verfahren fiir die reellen Zahlen ocder an die Potenzmenge

von unendlichen Mengen] zu Widerspriichen. Dé in der von uns
gowihlten Anordnung Mitteilungen M eine grofic Rolle spielen,
erecheint os zunichst naheliegend zu versuchen, so wie bei
bestimmten sprachlichen Antinomien durch die Einfihrung von
Metasprachen den Widerspruch aufzuldisen. Man sicht aber sehr
leicht, dab ein solcher Versuch scheitern mufi, da es sich
hier niclit darum handelt, daf "in einer Sprache lber die
Sprache selbst gesprochen wird" sondern lediglich festgestellt
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wird, welche Méglichkeiten irgend eine belisbige Person P
in einem belichigen Zeitpunkt t hat, den Sinn einer Mit-
teilung M zu interpretieren. Inshesonders wird in unserex
Anordnung der Begriff "wahrheit" nicht verwendet. Es bleibt
jeder Person P jederzeit viillig freigestellt, jede Mit-
teilung ¥ zu interpretieren, sie als sinnlos zu bezeichnen;
sie zu bejahen cder zu verneinen, zu behaupten,daf sie
einen bestimmten Sinn habe, usw,

Jede Strukturierung der Mittcilunﬁen k¥nnkte zu einer
Verringerung der Zahl der notwendigen (P,t,M) filhren.
Allein die Behauptung, es glibe allgemein giiltige hus-
sagen, etwa alle Mitteilungen der Gestalt E, hiitte, wire
gie riehtig, zur Folge,; daf aus der Menge der (B.t,M)

alle (P,t,f) bis auf alle (¥, £, M) fiir eine bestimmte
Person B ound einen bestimmten Zeitpunktb t weggelassen
werden kﬁnnte?ﬂqhne dapn fiir irgend e2in Denkobjekt ein

Platz werloren ginge. Jede Sprache, jede Metasprache,

jede Metametasprache usw. mub sich im Rahmen der Menge
(B,t,M) bewegen.

pPlezssas MNengae s+t allt selbst Koedl=
n e Sprache dar , daihre Elemente keiner wel-—
teren Interpretation flhig sind. Lediglich die Mitteilun-
gen M kénnen den Charakter einer Sprache haben, wihrend ihr
Sinn jeweils von P und t abhingt.

Die durch (P,t,;M) mbgliche abzihlbare Anordnung aller Denk-
objekte beruht also daranf, dan problematische Begriffe

wie "Wahrheit" bzw. "Sinn einer Aussage" fir die Anordnung
gegenstandslos sind. Diese Begriffe werden grundsitzlich
ralativiert und dixfen nur fiir jeweils eine bestimmte Per-
gon P und jeweils einen bestimmten Zeitpunkt £ mit einer
Mitteilung M in Verbindung gebracht werden. :

Im folgenden sollen zwel verschiedene Anwendungen der
vorstehenden Uberlegungen dargelegt werden:

ber die Abzihlbarkeit alles pristierenden

Die Existenz Uberabziihlbarer Mengen wird fiir das Beispiel
der Menge der reellen Zahlen zwischen O und 1 hiufig durch
Konstruktion der soqenanntén.cantnr‘schen Diagonalzahl

bewiesen. Man geht dabel bekanntlieh von einer beliebigen

._hnordnung von Dezimalzahlen der Gestalt

[ e ﬁ-ﬁ'-rr [/ v arar <=7
aus, wobai n alle natiirlichen Zahlen dur;hlﬁuft und
korstruiert die "Dezimalzahl"
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und da b zwischen O und 1 liegt ist damit die Unvoll-

mit

_stiindigkeit der urspriinglichen Anordnung gezeigh.

LYpt sich aber in dieser Welse auch die Unvollstindig=
keit der Anordnung aller durch die Menge (P,t.M} einge=
fiihrten reellen Zahlen zwischen O und 1 zeigen?

Wir haben behauptet, daB in der, der Menge allerx (P, &, M)
gugeordneten Objekte jedenfalls alles gxistierende ent-
halten ist, demnach auch alle reellen Zahlen zwischen
o und 1. Wenn auch nur "sehr wenige” Elemente (P, t,M)
aus der Menge aller (P,t,M} einer reellen Zahl zwischen
0 und 1 entsprechen, so gibt es doch nach unserer Be-

“hauptung £ilr jede existierende reelle %ahl zwischen O und 1

mindestens eine Person P, die in mindestens. einem Zait-
punkt t behaupten kénnte, daf durch mindestens eine Mit=
teilung M von dieser Zahl die Rede ist. Legt eine Person B
in" irgendeinem Zeitpunkt £ in einer Mitteilung M der
Kenstruktion einer Dezimalzahl b wie cben beschrieben

L —
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die durch die abzlihlbar angeordnete Menge aller (P, t, M)
sich ergebende Anordnung aller reellen tahlen zwischen
O und 1 zugrunde, und behauptet sie, daB (B, &, M) eine
reelle Zahl zwischen O und 1, nimlich die Dezimalzahl b
zugeordnet ist, dann mul gle sich.den Einwand gefallen
lassen, dab ihre Definition der Dezimalzahl einen Wider-
spruch enthilt. Die von P "dargestellte® Dezimalzahl b
hat nimlich nach unserer Definition eine Nummer in der
Anordnung aller reellen Zahlen, so dag filr sie
,.J,.,,-:‘ifﬂfg‘,':""f
gelten miifte, was elnen Widerspruch darstellt. Damit ist
der BewWels der Unvollstindigkeit der Anordnung miB-
lungen.

hm ﬁcispial eines gegen diese nusfiihrungen erhobenen Ein-
wandes sei auf ein Mifverstindnis hingewlesen, das offen-

bar entstehen kann. Bingewendsb wurde ndmlich, dag die

person B zunichst nur jene Mitteilungen M beriicksichtigt

habe, die aus einer bestimmten Sprache L stammen. Die
Konstruktionsvorschrift fir die piagonalzahl b wurde hin-

goegen als husdruck einer Metasprache L aﬁqesehen und darauns die
Berechtigqung ahgeleitet,anzunehmcn. daf diese Konstruktions-—
vorschrift in den urspringlichen Mitteilungen nicht ent=-

halten sei.

Diesor Einwand ilbersieht aber, daB Begriffe wie Sprache
bzw. Metasprache auf die Menge der Mitteilungen M nicht
anwendbar sind, da hier nur die Mitteilungen gemainsam
mit ihrer "Wirkung" auf esine Person P betrachtet werdon.
Ob eine Mitteilung M aelncr bestimmten Sprache zugehirt
bzw. walcher Epraéhe kommb nur darin zum Ausdruck, wie
gine Person P in einem fZeitpunkt t diese Mitteilung M
"yersteht” bzw. "interprcoctiert”.

Der Einwand libersieht letztlicﬁrdaﬁ die Mitteilungen nicht
ihrem Sinn nach in unserer Anordnung Beriicksichtigung
finden, sondern lediglich ihrer Hduberen Form nach, ebenso
etwa wie Lochkarten die zur Eingabe in einen Computer
verwendet werden.

Es erscheint hingegen notWEndi%_auE einen Widerspruch
hinzuweisen, der darin geschen werden kénnte, dapg die
Aussage, alles Existierende sei abzihlbar, in dieser
Form ja ebenfalls als absclute Wahrheit angesehen wird.
Man kSnnte mit Recht die Frage anfwerfen, wie sich
dieser Anspruch auf absolute Glltigkelt mit der Relati-
vitlhit des Wahrheitsbegriffes vertrdgt.

Tatslichlich ist es notwendig einen Kon%ens fiber die
folgenden Punkte vorauszuscizen:
1) Der "Inhalt" bzw. "Sinn" einer Russage ist durch die
Form der Mitteilung M die diese hussage enthalt und
durch die Person P, die diese Aussage macht, sowie durch
den Zeltpunkt t,in dem sie diese Aussage macht, bestimmt.

2) Alle miiglichen Kombinationen aller miglichen Mitteil-
lungen mit allen mbglichen Personen und allen méglichen
feitpunkten kiinnen abzihlbar angeordnet werden.

3) aus 1) und 2} erhilt man eine abzihlbare Anordnung
‘aller mbglichen Inhalte von Aussagen bzw. aller mig-
lichen Sinngehalte von Aussagen.

Filr jemanden,der die M@glichkeit des Betreibens wvon Natur=-
wissenschaften bejaht, sollte ein Konsens zu diesen Punkten
keine weszentliche Einschrinkung der Relativitdt des Wahr-
heitsbegriffes bedeouten.

Dap nicht nur der vorhin erwihnte Einwand der sich auf eine
unzulissige Einschrinkung der in der Anordnung verwendeten
Mitteilungen auf solche einer Ursprunqssprﬁche L stitzk;
ins Leere geht, sondern,dal jeder Einwand der die Konstruk-
tion einer angeblich in unserer Anordnung nicht enthaltenen
raellen Tahl zum Ziele hat,ins Leere gehen muf, kann durch

die folgende einfache Uberlegung gezeigt werden:
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Der Einwand mifte voﬁ einer Person P oin cinems feitpunkt t

g e
in Form einerx Mitkeilung M gemacht worden. fiel dieser Mi
igh in der hnordnung

i i bl
i miigte es sein von einer ange
bt f Glihe es aber

nicht enthaltenen reellen Zahl zu sprechen.
aine solche Mitteilung; dann wiirde dem Elemsnt (B, M)
zahl zugeordnet werden; von der ge-

prade jene reeclle
: ie per definitionem in der

sprochen wird, Damit wire S
. nnordnung enthalten.

In gleicher Weise 140t sich zelgen, daB auch alle anderesn

pewelse von der Existenz {iberabzihlbarer Mengen ing Leere
da sie durchwWeds garauf aufbauen, dap eine
perscn P in einem geitpunkt t von einem Elemant spr;cht;
r
ond zwar durch eine Mittellung M, das anq?blicg igiac
prapriinglichen Anordnupng nicht enthalten ist. bDa
anordnung aber sicher alle Elemente cnthhltlv?n denen
irgendjemand in irgendeinem geitpunkt durch eine ha=
peruht die Behauptund

gehen missen,

liebige Mitteilung sprechen kann,
dic Anordnung sel unvnllstﬁndiglauf der Annahme, £5

i { tpunk e stiglich
wire in irgendeinon zeitpunkt irgendiemanden o {

von etwas #u eprechen,woven in kpinem Zeitounkt von
snrochen werden kann. gs sollte genilgen

irqcndjemandem ge
gich in der piskussion dieser Fragen auf solche Personen
: sind,die Wahrheit der hier

z11 beschrinken, die bereit

zugrunde gelegten Annahmen in jedem Zeitpunkt anzuers

kennen.
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Ein welteres Beispiel geben die folgenden {fherlegungen:

Ubar den relativen Wert wvon Hunstwerken

Gehen wir wieder vom Belspiel der Computer und der Loch-
karten aus. So wie die Lachkarte eine vom "Zustand" des
Computers abhiingige "Wirkung" hat, so hat auch das

. Kunstwerk eine vom "Zustand" des Konsumenten abhdngige

"wirkung”, Nach unsercr Beschreibungsmethode kann die
Wirkung (P,t,K) eindeutiyg zugeordnet werden, (P,t K}
bedeutet, dab ﬁie Person P im Zeitpunkt t das Kunst-
werk ¥ "konsumiert", d.h. je nach dem betrachtet, liest,
hirt usw.

Wir wollen nun einen Aspekt des Kunstkonsums herausheben.
Dazu betrachten wir ein "bedeutendes Xunstwerk" z.B.

das Bild eines beriihmten Halerﬁ wie etwa Rembrandts, und eine
geschickte Pllschung dieses Rildes. Die Filschungstechniken
sind heute so "fortgeschritten", dal es sicher miglich
ist;eine Filschung herzustellen, die "mit freiem Auge”
nicht als solche erkennbar ist. Sei ¥ das Original und

% die Filschung, dann mifte die (P, t,K) zugeordnete
*Wirkung" bedeutend héherwertig sein, als die (et K
zugeordnete, wenn man den Marktwert von K bzw. R zugrunde
legt. Worin kann nun der starke Unterschied begrindet

sein? Offenbar nicht im "Eindruck” wvon X bzw, K, denn
dieser soll ja nach Voraussetzung fir P in t nicht unter=
gcheidbar sein. Also muf der Unterschied in'P durch das
“Wissen" um die Echtheit von ¥ b#w, die Unechtheit von K
hervorgerufen werden. Wir gelangen also zu der Schlufi-
folgerung, dad der griifte Teil des Wertes von K, wenn

man den Unterschied des Marktpreises gegeniiber dem von

K zugrunde legt, lediglich vom Wissen von P ilber die Echt-
heit vcﬂ K abhiingt, aber nicht vom Kunstwerk selbst.
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pamit aber ist unscre Einstellung 22U den Eunstwerken
tharlinmter” Rinstler affenbar eine andere als zur Zelt,
als diege Rinstler noch unbekannt waren. Der fewer tungs=
vorgang ist etwa folgendermafen Zu erkliren:

Ein Mensch erstellt Kunstwerke die von seinen feltgenossen
oder Wachfahren irgendeinmal anerkannt werden. of fenbar

21 dipser Zeit abex nicht 635haltvweil der HKiinstler
wherithme" ist, das mub ex ja erst werden, sondern ARST
schlicflich weil die Kunstwgrke"gefallan! sobald abex

der Rinstler bekannt iatjwird die Bewertunqstuchnik qe-
hndert. Hun ist plétzlich die vorausgesatzte Beriihmtheit
des HKilinstlers das Entscheidende, nicht mehr dar Eindruck
von ¥ ohne Ricksicht auf den Kinstler. Eing derartige
¥unstbewertung enthilt aber eigentlich unangemessetn viela
Elemente die mit dem Kunstwerk selbst nichts mehr zu tun
haben. Wollte man kritisech seing milfte man sagen, dalB uns
in solchen Fillen die Mabstibe flr funstwerke iberhaupt
yerloren gegangen sind. Es hat irgendwie den nnschein, -
als hitten wiﬁ mit unseren Funstverstindnis das Hiveau von

rutogramisanmlern erreicht.

pnscheinend 1Bt sich hicr wieder einmal das Phinomen
der Umkehrung der Richtung einer gchluffolgerung be-
merken.Ein Mensch, der wWerke von hohem kiinstlerischem
Gehalt schafftfiat gin grofer Rinstler. Diese Schlul-
folgerung ist sicherlich zullissig. Ihre Umkehrung aber
ist zumindest pedenklich, wenn man nimlich folgert,

dal ein Wcrk;das von einem groden Kilnstler geschaffen
wurde,auch ein grofies gunstwerk ist. Derartige Fahl-
gchlilsse werden aber nicht nur etwa in den dem big-
lichen Leben vielleicht fernex stehenden Gebiet dex
Kunst getitigh, sondern auch in sghr erheblichen Mafe
im politischen Leben. Aber selbst in die Wissenschaften
finden solche falsche gehlunfolgerungen Eingang. Die
in den Wissenschaften verwendeten Begriffe verdanken
i{hre Entstehung der Bazeichnung zundchst’ konkreter
Umweltgegebenheiten. parunter sind natiirlich auch
gadankliche Abstraktionen,wie otwa ZTahlen, Zu vers
stehen. Immex wieder scheinen solche Begriffe ein von

AT

i?rer Wurzel unabhingiges Eilgenleben zu erhalten.

Man spricht dann etwa von"allen reellen ﬁah]en‘ahne au£
die Problematik dieses Begriffes, der ja nunmehr kKelne
Wurzel im Eonstruktiven mehr besitzt, niher einzugehen.

Die natilirlichen Zahlen werden aus der Anschauung von Mengen
durch Abstraktion gewonnen, Durch Operationen wie hddieren
Subtrahieren, Maltiplizieren und Dividieren gelangk man zu;
Bereich der rationalen Zahlen. Im weiteren wird durch die
Einfihrung algebraischer Funktionen der Bereich dar
{rrationalen Zahlen erreicht und schlieflich kiinnen lber
Grenzwertbildquen nach und nach weitere Bereiche der
reellen Zahlen crschlossen werden, Stets aber muf man doch
davon ausgehen, daB eine neu zu bildende Zahl in irgendeiner
endlichen Form beschreibbar ist. Eine unendliche Dezimal-
zahl kann niemals als solche definiert werden, sondern

pur durch das Anschreiben ihrer endlichen Definition.

Ein Begriff der reellen Zahlen der {iber den Bereich der

in endlicher Form beschreibbaren Zahlen hinaus geht

ist offenbar eine unpulissige Erweiterung der Menge der
konstruktiv einzuflinrenden reellen zahlen,

Ein anderes Beispiel: Der Beqriff der Existenz, urspriing-
lich abgeleitet won ganz konkreten anschaulichen Dingen,

wi : i i
e ebwa existiegrende Dinge wund existierende Fersonen,

gewinnt plétzlich ein unserer Ansicht nach unzulidssiges
Eigenleben. Die Frage der Eigenschaft der Existenz wird
nicht mehr als eine Frage nach der Erweiterung der
Definition des Begriffes sondern als eine Frage nach einer
Eigenschaft des Denkobjektes vérstanden, dem, der Begriff
der Existenz zugesprochen oder abgesprochen werden soll.
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Jede Sprache kann nicht gehr leisten als da@ sie die Auf-
gabe einer Winformatienscingabe" in das kyhernetiuche
gystem "Mensch" {bernimmt, um dieses Sysiez in einen ande-
von "Zustand" zu versetzen. Dies geschieht vBllig uialog
doer Eingobe durch das Informationsmedium "Lochkarte in
ein System "computer'.

Wenn man - um einer lieben alten Gewohnheilt zu huldi§en -
guf den Cedanken nicht verszichten will, daf den Eesr:ffst
jphelten der Spreche WRealitit” bzw. "Existenz" unabhingig
von der Cesamtheit "Eingebemedium plus kybernetisches
Systen” zukommt, dana ist dsdurech nur eine entsprechend
extensive Verwvendung der Degriffe Ronlitdb baw. Existens

gegeben.

Ungeren Wissenschalten licgt die durch langjinrige Gewohn-

‘heit. aber durch nichts anderes begrindete Annaohme zugrunde,

dot die Wirklienkeit" bzw. “pyigtenz” erkennbare Gegeben—
heiten seien, die unnbhingig vom Menschen gedacht uerﬁc?
kGnnen. Die Unebhingigkeit ist aber nur gegcnﬁ:er dem ein= ;
zelnen Menschen gegebem, nicht sber gepgeniiber dem He?schen .
Der "Sinn" eider Lochkarteneingabe an einen Computer ist

aur im Susemnenhang mik einem Computer denkbar, wenn er u?nh
unuhhangig'vum einzelnen Compuber ist. Die Tatsache, ?ua ich
hWier von einem solchen Binn apreche, chne aul irﬂtnﬂafntn
konkreten Computer Bezug zu nehmen, bedeutet keinen Elnw?nd
gegen meine Uberlegungedn, ds ja Lochkarte und Cuéputer ein-
gebettet sind in doas System Sprache und Mensch, 1n dem ctwa
mein Brief an Sie stattfindeS und das nier an die Stelle des

erstgenannten Systens tritt.

Will men sich nieht in Spekulationen verlieren, die fich vie
Praumpebilde jeder veratandesmifigen Behandlung entzichen,
dann kann man den Ausdruck "Existenz” nur dort verueudcn: o
¢g sich um etwas "Denkbares” handelt und Denken ist nur in

Form von Informationsverarbeitung miéglich, insbemondere
gind Gedanken im Bereaiche der Wissenschaften grundsfitzlich
gchriftlich fixierbare Aussagen, dio mindestens einer Fer-
pon in mindestens einem Zeitpunkt eindeutig zugeordnet wer-
den kdnnen.

Wie man gieht, folgt bereits aus dieser Annahme die Abzdhl-
barkeit alles Existierenden, veil mit der Abzihlborkeit
alles Denkbaren identisch. Der Versuch, Mengen von f{iberab-
tithlbarer Michtigkeit zu erzeugen, gleicht dem Versuch

Minehhpusens, sich am eigenen Zopfl aus dem SBumpf =u ziehen.

Beschrinkt man allerdings etwn die zulissigen Methoden der
Anordnung - wie dies letztlich bei ellen Beweisen der Uber-
pbrAhlbarkeit der Fall ist, die auf der Konstruktion eines
in der urspriinglichen Menge nicht enthaltenen Elementes be-
ruhen - dann darf man sich nicht wundern, vwenn man die Menge
desg Denkbaren bzw. des Existiercnden nicht ausschdpflt.

Wigscnschaftliche Fortschritte in den Naturwissenschoften
vurden immer wieder durch Relstivierung von bisher als
sbeolut sngeschenen Begriffen erreicht. Das Abgehen vom
geozentrischen und spiter vom heliozentrischen Weltbild
érmiiglichte une ebenso ein besseres Verstindnis der Welt
wie spiter die Relatitierung von Bezugssystemen durch die
spezielle und weiter dureh die allgemeine Helativitditstheorie.
Dabei méchte ieh die Begriffe "richtige" oder "falsche" Sy-
steme der Naturbeschreibung nieht gerne vervendan, sonderm
es erscheint mir pinnvoller, die Qunlitit solcher Beschrei-
bungen lediglich an den Anforderungen zu mesoen, die an sie
gestellt verden: in der Naturwissenochaft alose zweifellos
die Forderung nach der Vorhersage bacbaéhtbarer bzvw. mob-
barer Ereignisse.

Die Aufnahme von EBindricken der Umwelt durch den Menachen,
gein ¥achdenken iiher die Umwelt, dient letztlich dem Uber-
leben dieser Spezies. Die Moglichkeit, in einem fir den

Menechen gilinstigen Sinne auf die Umvwelt Einflull zu nehmen,

beruht vor allem suf dem Erkliren von Umveltmvorghngen.
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Allen selchen Erklirungen ist sber doch gezeinsem, daB

ein gedankliches Modell der Umwelt aufgebant wird, wobed

ieh bildhafte Vorstellungen, akustische Vorstellungen usw.
einbeziche, Tatsdchlich weérden Gegebenheiten der AuBenvelt
durch dns "dber sie Hachdepken" in irgendeiner Form im
Innercn, W.aWw, im unsercs Bewvubtsein suginglichen Inneren,
sbgebildet. Im Ruhmen diesex Abbildung haben wir Begriffe
der Naturwisgensehaften, Begriffec wie Raum, Zeit, Kausalitit
usw. upd letztlich auch Begriffe wie riehtig, falsch,

Existenz usw. entwichelt.

Es handelt sich dabei, wenn man go will, um Reaktionen

des Menschen auf Eindrileke aus der AuBenwelt. Und hier

liegt wohl der eigentliche Unterschied der eben geschilder-
ten Auffassung zur Auffassung vielar Geisteswissenschartler,
die der Ansicht sind, die Begriffswelt existierc jedenfalls
ohne irgendeinen Bezug auf den Menachen &n sich, ohne jeden
Bezug nuf die Moglichkeit des Denkens, und die Mensechheit
miisse die Begriffswelt ebenso erforschen wie die Umwelt.
Dieses Erforschen xanm sich aber nur im Rahmen der Denkmig-
1ichkeiten des Menschen sbspielen und von einer "Begriffa-
welt" auferhalb dieses Bereiches zu sprechen, ist ebensd
sinnlos wie "fber jene Dinge zu sprechen, lber die man grund-

sitzlich nicht sprechen kann".

Wir sind slso wieder einmal bei der Problematik der Sprache.
Unsere Logistiker glauben heute, sus der Tatsache, dal dber
¢ine Sprache gesprochen werden kann iHetaEprnchej, schliefen
zu kénnen, daf uns "alle miglichen Sprachen” zur Verfiigung
gtehen und damit auch deren Begriffsinhalte. Dorauf beruht
auch die Denkmbglichkeit eines Kentinuums. In meiner Anord-
nung wird aver {iber die Universalschrift, die ja im Sinne
der Logistiker eine Sprache dorstellt, in gleicher Weise ge-
sprochen wie fiber die Gesamtheit aller mBglichen Lochkarten=
pakete, die sur Eingabe an alle miglichen Computer vervendet

werden. Teigt irgendein Computer auf Grumd der Eingabe

i

irgendeingﬂ Lochkartenpaketes in irgendeinem Yeitpunkt in
seinem Ausgabemedium, z.B. auf seinem Bildschirm, die Mit-
teilung:"Es handelt sich um eine reelle Zahl", dann kann ich,
ohne zu wissen, ob diese Aussage amuch tatsdchlich riehtig
ist, doch alle von irgendeinem Computer jemanls bei irgend-
einer Lochkarteneingabe gegebenen Antworten, daB es sich

um eine reelle Zaohl heandle, ebzEhlbar anordnen. Was sher
ufsentlich ist: Mein Sprechen iber diese mdgliche Anordnung,
wie etwa jetzt in diesem Brief mn 8ie, bedeutet keinesvegs
eine "Metasprache", da hiedurch nichts iiber den Begriffsin-
halt, alsg fiber die Sprachobjekte, der durch die Menge

aller Lochkartenpakete gegebenen Sprache pusgesagt wird.

Der Begriffeinhalt kann nur durch das Zusammenvirken von
Lochkortenpaket und Computer "beschrichben" werden, genmauso
vie alles Existierende, also nlles Denkbare, nur durch das
Zusammenwirken von Mitteilung und Mensch beschrieben bzw.

gedacht werden kann. Dies umschreibt die Orenzen des Berei=-
ches unseres Denkens.
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Binnvoll angawnndat werden knun, wo es air::h um- ajm Objeke
handelt, iiber das in endlichem Raum und in endlicher Zeit
11¢ha Mitteilung m¥glich ist, an das also von
 irgendwann gedacht werden e, wird der Be-
‘mglichen Wissenschaftscbjekte vielfach unzu-
lissig ausgeweitet. Versucht man, von “atwas" auBerhalb
dieses Bareiches zu sprechen, so erweist sich dieses
. "Etwas" als in sich widerspruchsvoll.

Der Bereich des Denkmbtiglichen bleibt auf den Bereich des

von irgendeiner Person P in irgendeinem Zeitpunkt t durch
.‘-.-tée'l_'ldiz;iii_a_ Mitteilung M B’e;‘,eipﬁenbaren bes_gh_::‘il_i:'kt_; also auf
dem Bereich einer abzlhlbaren Menge. Der Bereich des Existie-
renden mul im Bereich des Denkbaren enthalten sein. Dies be-
deutet keine unzuléissige Einschriinkung der existierenden Welt,
sondern nur eine nuﬁr_aﬁ&.tga: Abgrenzung des Begriffes Existenz.




UNIVERSALANORDNUNG
Karl-Heinz Wolff
(Fassung XIl 2007)

Kurzfassung: Es wird eine abzahlbare Anordnung von ,Schubladen® eingefiihrt. Jedem mdoglichen Objekt unseres
Denkens, Uber welches gesprochen werden kann, also insbesondere auch jeder reellen Zahl zwischen Null und Eins,
wird (mindestens) eine Schublade eindeutig zugeordnet. Es wird gezeigt, dall der Versuch, die Vollstandigkeit dieser
,=Universalanordnung“ durch die EinfUhrung einer Cantor’'schen Diagonalzahl zu widerlegen, milingt. Die Universal-
anordnung selbst eignet sich nicht, konkrete Objekte unseres Denkens, insbesondere die reellen Zahlen zwischen
Null und Eins, ,aufzufinden®. Sie dient lediglich dazu zu zeigen, dal jeder Beweis der Existenz Giberabzahlbarer Men-
gen, der in der Einflhrung eines angeblich in der Universalanordnung nicht enthaltenen Elementes, wie etwa eine
Cantor’sche Diagonalzahl, besteht, zu einem Widerspruch bereits in der Definition dieses Elementes fiihrt.
Stichworte: Cantor’'sches Diagonalverfahren, Abzéhlbare Anordnung der reellen Zahlen, Kontinuumhypothese, Ube-
rabzahlbarkeit, Cantor’s diagonal process (Critic), continuum hypothesis, countable arrangement, uncountability

((1)) Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die Menge alles dessen, woriiber gespro-
chen werden kann. Jeder Sprecher will ein Wissen mit jemandem teilen, er will
etwas mitteilen, jemandem eine Mitteilung zukommen lassen. Bei solchen Mittei-
lungen beschranken wir uns - wie wir glauben ohne Beschrankung der Allgemein-
heit - auf schriftliche Mitteilungen M. Solche kdnnen sowohl von einer Person P an
eine andere gerichtet werden als auch von P fur sich selbst zur Erinnerung ge-
dacht sein.

((2)) Die zentrale Bedeutung der Sprache kommt bereits hier zum Ausdruck. Nur im
Rahmen einer Sprache, im Rahmen von Mitteilungen, kénnen Uberlegungen an-
gestellt, kann gedacht werden. Ein Sprechen Uber etwas aulerhalb einer Sprache
fuhrt ebenso wie ein Denken aullerhalb einer Sprache wie gezeigt werden wird zu
einem Widerspruch.

((3)) Mitteilungen dienen zur Ubermittlung von Gedanken. Der Autor PA mochte in die-
ser Arbeit mit seinem Leser PL uber alles Denkbare objektiv sprechen, d.h. un-
abhangig von der personlichen Meinung von PA und PL Uber den Inhalt von Mit-
teilungen M. Von Bedeutung ist fur ihn lediglich, was sich eine Person beim Lesen
der Mitteilung M denkt, welches Objekt seines Denkens M fiir P beschreibt.

((4)) Unter dem Inhalt einer Mitteilung M verstehen wir ganz allgemein den Sinn, den
M far einen Leser P von M hat (Im allgemeinen wird P nicht mit PA oder mit PL
dem Leser dieser Arbeit, identisch sein). Dieser Sinn hangt unter anderem von
der Person P des Lesers und vom Zeitraum AT (Lesen ist nicht in einem Zeitpunkt
moglich) des Lesens ab. Zunachst sollte P die Sprache, in der M abgefasst ist,
verstehen. Von Bedeutung wird auch die Frage sein, ob die Mitteilung M fir P in
AT eindeutig ist. So kann etwa = als Buchstabe oder als Zahl, i als Buchstabe, als

Zinsrate oder als /1 usw. verstanden werden. Eine Mitteilung M kann aber auch
in sich widersprichlich sein, wie z.B. ,die grofite natlrliche Zahl, kleiner als 3
und groler als 5%

((5)) Welches Denkobjekt M flir P in AT tatsachlich beschreibt, hangt unter anderem
vom ,Vorwissen® von P in AT ab. Wir sprechen daher von Denkobjekten DO im
weiteren immer in Abhangigkeit von M, P und AT, also von DO = DO(M,P,AT).

((8)) Weiters wollen wir uns nicht nur auf tatsachliche Lesevorgange beschranken.

DO = DO(M,P,AT) soll fir uns auch jenes Denkobjekt bedeuten, welches M flir P in
AT beschrieben hatte, wenn P in AT die Mitteilung M tatsachlich gelesen hatte
selbst wenn dies nicht der Fall war.. Wir betrachten also potentielle Lesevorgange
und damit potentielle Denkobjekte DO(M,P,AT). Der Sinn von M fir den Autor PA
spielt dabei keine Rolle, es sei denn im Falle PA = P. Das Gleiche gilt fir den Sinn,
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den M fur den Leser PL dieser Arbeit hat und der nur im Falle PL = P relevant
ware. Der Autor modchte nur aus seiner Sicht festhalten, was beim Lesen von Mit-
teilungen geschieht bzw. geschehen konnte. Von Interesse fur ihn ist ausschlie3-
lich das (potentielle) Urteil von P dartber, welches Denkobjekt M in AT seiner Mei-
nung nach beschreibt.

((7)) Mit der konsequenten Unterscheidung zwischen dem Autor PA, dem Leser PL und
dem potentiellen Leser P soll der Sinn einer Mitteilung seiner ihm oft (nach Mei-
nung von PA ungerechtfertigten) Objektivitat entkleidet und auf seine Subjektivitat
zurechtgeruckt werden. Hier seien als Analogon Botenstoffe angefuhrt, die Lebe-
wesen Nachrichten Ubermitteln. Geruchsstoffe etwa, die Insekten Informationen
Ubermitteln, kdnnen analysiert werden, ihre chemische Zusammensetzung kann
ermittelt werden und ebenso ihre Wirkung auf ein Empfangerorgan. Niemals je-
doch wird sich uns ein Sinn einer solchen Mitteilung in gleicher Weise erschliel3en
wie der einer wie immer gearteten schriftlichen Mitteilung M. Trotzdem kdnnen wir
ihre Wirkung beschreiben. Wenn wir nun annehmen, dass irgendwelche mit wie
immer gestalteten Erkenntnisfahigkeiten ausgestatteten Entitaten ET schriftliche
Mitteilungen M der obigen Art analysieren, kdnnen sie durch Beobachtung von Re-
aktionen allfalliger Personen P eine Wirkung von M auf P feststellen ohne dass von
einem Sinn von M in Bezug auf sich — auf die Entitat ET — gesprochen wird. ET
gegenuber hat M keinen objektiven Sinn sondern nur einen subjektiven, eben be-
zogen auf das Subjekt P.

((8)) Die Wahrheit einer Aussage der Gestalt: ,M beschreibt das Denkobjekt DO* ist
also relativ und zwar relativ zur M lesenden Person P und zum (potentiellen) Le-
sezeitraum AT. Auf die Frage, ob M das Denkobjekt DO beschreibt, hat P in AT
mehrere Moglichkeiten einer Antwort:

B Er antwortet ,ja“ und sagt (subjektiv) die Wahrheit.

B Er antwortet ,nicht ja“ und sagt (subjektiv) die Wahrheit.

B Er antwortet ,ja“ und lugt (subjektiv).

B Er antwortet ,nicht ja“ und lagt (subjektiv).

B Er gibt keine dieser Antworten, aus welchen Grinden auch immer.
Grunde fir das Fehlen einer Antwort kdnnen vielfaltiger Natur sein. Etwa wenn P
die Sprache, in der M abgefasst ist, nicht versteht, wenn er M mangels sonstigem
Lvorwissen“ nicht versteht, wenn er bis zum Ende von AT nicht Zeit genug hatte M
vollstandig zu lesen, wenn er keine Antwort geben will, usw.

((9)) Fur den Autor PA und fir den Leser PL ergeben sich auch nur genau diese Mog-
lichkeiten der (subjektiven) Beurteilung einer Mitteilung M. Eine objektive Beurtei-
lung des Wahrheitsgehaltes solcher subjektiven Meinungen ware nach An-
sicht des Autors nur einem arbiter mundi moglich. Diese Feststellung konnte den
Eindruck vermitteln, der Autor halte das (Platonische) Denkmodell der Existenz von
vom Menschen unabhangigen Wahrheiten, einer vom Menschen unabhangigen
Wissenschaft, fur entbehrlich. Der Eindruck ware richtig.

((10)) Die weitgehende Ubereinstimmung der Menschen in ihren Urteilen, etwa tber wis-
senschaftliche Aussagen wie mathematische Satze, lasst sich unschwer mit
ubereinstimmenden Erfahrungen bei der Durchfiihrung von Experimenten
auch beim ,Experiment* des Zahlens (vgl. Kronecker Uber die naturlichen Zahlen),
erklaren. Solche Ubereinstimmungen griinden nach Ansicht des Autors vor allem
im gleichartigen Aufbau des Menschen, in der Vererbung, usw. Sie sind also empi-
risch begrundet und somit Urteile a posteriori.
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Wir fuhren nun im Folgenden eine abzahlbare Anordnung alles Denkbaren, aller
potentiellen Denkobjekte DO, in einer UNIVERSALANORDNUNG ein. Dabei
werden alle potentiellen Denkobjekte DO = DO(M,P,AT) aus ((5)) so abzahlbar

angeordnet, dass jedes DO eine Ordnungszahl z = z[DO(M,P,AT)] erhalt. Der
Reihe nach betrachten wir nun abzahlbare Anordnungen aller moglichen Mittei-
lungen M, aller moglichen solche Mitteilungen lesenden Personen P und schliel3-
lich aller moglichen Lesezeitraume AT. Aus der Kombination dieser Anordnungen
erhalten wir die gewunschte abzahlbare Anordnung aller potentiellen Denkobjek-
te.

Zur abzahlbaren Anordnung aller moglichen Mitteilungen M aus ((1)) beschran-
ken wir uns - ohne Beschrankung der Allgemeinheit - auf endliche (aber unbe-
grenzte) quadratische Mitteilungen M, bestehend aus schwarzen Zeichen auf
weillem Grund. Diese Mitteilungen setzen wir aus Elementarquadraten der Sei-
tenlange ), mm zusammen, die entweder weild oder schwarz sind. Eine Mittei-
lung mit der Seitenlange 10 cm besteht daher aus 10° Elementarquadraten. Jede
schriftliche Mitteilung, gleichguiltig in welcher Sprache sie abgefasst ist, kann in
Form einer derartigen quadratischen Mitteilung dargestellt werden. Einem weil3en
Elementarquadrat ordnen wir dabei die Ziffer 1, einem schwarzen die Ziffer 2 zu.
Eine Mitteilung M mit der Seitenléange %, mm, bestehend aus n? Elementarquad-
raten wird dann durch die endliche Dezimalzahl a(M) = 0,a{1a12...a1n@21...@ik...ann
eindeutig gekennzeichnet, wenn aj die dem k' Elementarquadrat in der i*®" Zeile
zugeordnete Ziffer (1 oder 2) ist. Alle Mitteilungen M werden nun nach der Grolke
von n in Gruppen und innerhalb jeder Gruppe nach der Gréf3e von a(M) abzahl-
bar angeordnet und es gilt offenbar 0 < a(M) < 1.In dieser Anordnung stehe die
Mitteilung M an u*®" Stelle.

Zur abzahlbaren Anordnung aller moglichen lesenden Personen P gehen wir da-
von aus, dass jede Person P wahrend des (potentiellen) Lesevorganges ein Vo-
lumen im Raum einnehmen muss. Wir bilden nun Elementarwurfel der Seitenlan-
ge Y. mm. Durch geeignete Wahl eines Koordinatensystems konnen diese Ele-
mentarwtrfel, die das ganze Universum Uberdecken, abzahlbar angeordnet wer-
den. In dieser Anordnung stehe der Elementarwiirfel EW an v'*" Stelle.

Zur abzahlbaren Anordnung aller moglichen Lesezeitraume AT setzen wir — ohne
Beschrankung der Allgemeinheit — voraus, dass es einen Zeitraum & = 3(AT) der
Lange ) Sek. am Ende von AT gibt, innerhalb dessen P seine Beurteilung von

M nicht andert. Der Lesezeitraum AT habe die Lange A = A(AT) und wir setzen —
ohne Beschrankung der Allgemeinheit — voraus, A sei ein ganzzahliges Vielfa-

ches von %, Sek. Wir bilden nun Lesezeitelemente LZE = LZE[§(AT),A(AT)], be-

stehend aus allen mdglichen Kombinationen von (abzahlbaren) Zeitpunkten & mit
(abzahlbaren) Lesedauern A. Alle méglichen LZE werden nun nach der Lage von
d auf der Zeitachse in Gruppen und innerhalb jeder Gruppe nach der Lange von
A abzahlbar angeordnet. In dieser Anordnung stehe das Lesezeitelement LZE an
der Stelle A.

((15)) Weiters ordnen wir alle moglichen Lesevorgange abzahlbar an und zwar durch

eine Kombination der Anordnungen aus ((13)) und aus ((14)). Jeder potentielle
Lesevorgang erfordert einen potentiellen Leser P und einen potentiellen Lesezeit-
raum AT. Zur abzahlbaren Anordnung aller moglichen Lesevorgange bilden wir
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daher Raum-Zeit-Elemente RZE als Kombination der Elementarwurfel EW aus
((13)) mit den Lesezeitraumen AT aus ((14)). Jedes Raum-Zeit-Element ist also
durch einen Elementarwurfel und durch einen zugehorigen Lesezeitraum defi-
niert: RZE = RZE(EW,AT). Die abzahlbare Anordnung aller EW erméglicht die
abzahlbare Anordnung aller potentiellen Leser P und weiter zusammen mit der
abzahlbaren Anordnung aller moglichen Lesezeitraume AT die gewunschte ab-
zahlbare Anordnung aller RZE und damit aller potentiellen Lesevorgange. Der po-
tentielle Lesevorgang RZE stehe in dieser Anordnung an der Stelle N = N(RZE) =
= N(EW,AT) = N(P,AT).

((16)) Die UNIVERSALANORDNUNG, also die abzahlbare Anordnung alles Denkbaren,
aller moglichen Denkobjekte, besteht nun in einer Kombination aller mdglichen
Mitteilungen M aus ((12)) mit allen moglichen Lesevorgangen RZE aus ((15)).
Ausgangspunkt ist die Frage, welches Denkobjekt DO = DO(M,P,AT) fur die
Person P die Mitteilung M im Lesezeitraum AT beschreibt. Diesem Denkob-
jekt wird die endliche Dezimalzahl z = z(M,P,AT) = N(P,AT) + a(M) zugeord-
net. Die Frage nach dem beschriebenen Denkobijekt richtet sich allerdings an die
Person P und eine allfaéllige Antwort ist unter Berucksichtigung der Einschrankung
aus ((8)) zu beurteilen. Wir sagen: Dem Denkobjekt DO = DO(M,P,AT) wird die
Dezimalzahl z = z(M,P,AT) als Ordnungszahl genau dann zugeordnet, wenn
P am Ende des Lesezeitraumes AT bejaht bzw. bejahte, dass die Mitteilung
M dieses Denkobjekt eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Im gegen-
teiligen Fall ordnen wir die Dezimalzahl z der Negation eines Denkobjektes,
NDO, zu. Damit ist jede Dezimalzahl z entweder einem Denkobjekt DO =
DO(M,P,AT) oder der Negation eines Denkobjektes NDO zugeordnet.

((17)) Die UNIVERSALANORDNUNG kann als SCHUBLADENKASTEN gedacht wer-
den. Zu jeder Dezimalzahl z = z(M,P,AT) aus ((16)), gehort eine Schublade. Die-
se enthalt genau dann ein Denkobjekt DO(M,P,AT), wenn P im Zeitraum AT be-
jaht (oder, falls er die Mitteilung vollstandig gelesen hatte, bejahte), dass M flr ihn
DO(M,P,AT) eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Im gegenteiligen Fall ent-
halt die Schublade NDO als Ersatz fur das fehlende Denkobjekt.

((18)) Hierzu noch folgende Bemerkungen: Im Allgemeinen wird der Sinn einer Mittei-
lung M nicht verandert, wenn M in einem gewissen Rahmen vergrélert oder ver-
kleinert wird bzw. wenn M in eine beliebig grol3e weille quadratische Flache ein-
gefugt wird. Es gibt daher unendlich viele Mitteilungen M, die fur P in AT das sel-
be Denkobjekt beschreiben konnen. In analoger Weise gibt es wegen des von P
wahrend des Lesevorganges eingenommenen Volumens im allgemeinen endlich
viele Elementarwurfel EW flr die der selbe mogliche Lesevorgang gemal ((15))
beschrieben wird. In gleicher Weise gibt es auch verschiedene Lesezeitraume fir
die der selbe mogliche Lesevorgang gemaf ((15)) beschrieben wird. Jedes mog-
liche Denkobijekt ist daher in unendlich vielen Schubladen enthalten. Man kann
aber unschwer jedem Denkobjekt eine einzige Schublade bevorzugt zuordnen in-
dem man jene Schublade mit der kleinsten Ordnungszahl z auswahit.

((19)) Bisher haben wir stets von Personen P gesprochen, die Mitteilungen beurteilen.
Unsere Uberlegungen bleiben aber prinzipiell anwendbar, wenn wir die beurtei-
lende Person P durch einen Computer PC ersetzen, der nach Eingabe der Mittei-
lung M als Ausgabe die Frage nach dem Objekt, das M beschreibt, beantwortet.
Der fortschreitenden Verkleinerung des Volumens und Vergréfierung der Re-
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chengeschwindigkeit von Computern konnte notigenfalls durch entsprechende
Verkleinerung der Elementarwurfel aus ((13)) und Verkleinerung des Mindestzeit-
raumes aus ((14)) Rechnung getragen werden. Ein Gleiches gilt GUbrigens auch
bei der Betrachtung eines Lese- bzw. Beurteilungsvorganges in einem Hyperraum
(mit mehr als vier Dimensionen), wie er etwa in einer Superstring-Theorie auftritt.
Man wahlt dann einfach entsprechende Elementarwurfel aus diesem Hyperraum,
die ebenso abzahlbar angeordnet werden kdnnen.

((20)) Die UNIVERSALANORDNUNG kann nie vollstandig bekannt sein. Einer Per-
son P sind grundsatzlich nur Schubladen mit Denkobjekten DO = DO(M,P,AT)
zuganglich. Andere Schubladen kann P nicht 6ffnen. Zugang zu einem Denkob-
jekt ist P aber auch fir ,seine“ Schubladen nur moglich, wenn er genugend Zeit
zur Verfugung hatte, die in Rede stehende Mitteilung M vollstéandig zu lesen. Dies
ist fur Mitteilungen ab einer bestimmten GréRe schon wegen der beschrankten
Lebenszeit von P nicht mehr moglich

((21)) Mitteilungen welcher GroRRe sind Uberhaupt ,lesbar“? Gehen wir von einem Buch
mit 1000 Seiten zu je 1000 cm? aus, dann ist es durch 10" Elementarquadrate
darstellbar. Jenes Buch, in dem nur weil3e Elementarquadrate vorkommen, kann
sehr rasch durchgeblattert und ,gelesen werden. Ein Buch in sehr kleiner Schrift
erfordert Uberdurchschnittlich viel Lesezeit. Wir kbnnen annehmen, dass man im
Laufe eines Lebens im Durchschnitt sicher nur weniger als 10.000 solcher Blicher
lesen kann. Jedes derartige Buch entspricht einer Mitteilung, bestehend aus 10™
Elementarquadraten, also einem Quadrat mit der Seitenlange von einem Kilome-
ter. Da jedes Elementarquadrat entweder weild oder schwarz ist, gibt es ,,nur®
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verschiedene Mitteilungen dieser Grofde. Uns sind aber weit grof3ere naturliche
Zahlen zuganglich. Betrachten wir etwa die natlrliche Zahl

Z = 9hoch{9hoch[9hoch(9hoch{9hoch[9hoch(9hoch9)]} )]},

dann ist ihr gegenuber die Anzahl aller ,lesbaren” natlrlichen Zahlen verschwin-
dend klein u. zw. auch dann, wenn der Lesevorgang Computern Ubertragen wird.
Der Grund, warum wir dennoch das Geflhl haben, alle naturlichen Zahlen seien
uns wenigstens prinzipiell zuganglich, liegt einfach darin, dass ihr Bildungsgesetz
leicht Giberschaubar ist, ndmlich der Schritt von n nach n+1. Ahnliches gilt fiir an-
dere unendliche Zahlenmengen, die abzahlbar angeordnet werden kdnnen (z.B.
die algebraischen Zahlen), deren Bildungsgesetz uns einfach erscheint.

((22)) Komplexer wird die Fragestellung, wenn wir Zahlen mit komplexeren Bildungsge-
setzen betrachten. Transzendente Zahlen, wie etwa e oder n (man beachte, dass
nahezu alle Leser diese Symbole in dem hier gegebenen Zusammenhang als
Zahlen ansehen, obwohl beide in anderem Zusammenhang, z.B. als Buchstaben,
andere Bedeutung haben kénnen), lassen sich durch unendliche Summen oder
auch verbal durch ,Basis der naturlichen Logarithmen® bzw. ,Flache des Einheits-
kreises” beschreiben. Noch aufwendiger gestaltet sich die Beschreibung unendli-
cher Diagonalzahlen. Fur sie ist eine vorherige abzahlbare Anordnung von un-
endlich vielen Dezimalzahlen Voraussetzung.

((23)) Aber auch auf andere Weise lasst sich der Bereich von ,Zahlen“ ausweiten. Hier-
zu zwei Beispiele: Wir fuhren ,e-Zahlen z.* mit Vz:{z, > z A Vz4 > z: z, < z4} und
,oo-Zahlen z,," mit Vz:{z, > oo A Z1 > 23! 215 > Z2,} €in. Jede g-Zahl z; ist also gro-
Rer als ihre Ausgangszahl z aber kleiner als jede Zahl grofer als z, und jede
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wo-Zahl z,, ist gréRer als das als Zahl definierte . Im Ubrigen sind sowohl die
g-Zahlen als auch die «o-Zahlen untereinander per Definitionem nach der Grole
ihrer jeweiligen Ausgangszahl angeordnet. Mit der Einfuhrung der e-Zahlen
kommt man in fatale Nahe des Begriffes der ,unendlich benachbarten® Punkte.
Die Differenz zwischen z und z; ist offenbar eine ,unendlich kleine* Zahl. Auch fur
die Naturwissenschaften bringen die e-Zahlen kaum einen Gewinn, sie lassen
sich aber ebenso wie die «-Zahlen, die zu hoheren Machtigkeiten verwendbar er-
scheinen, widerspruchsfrei in ein System von Zahlen einfugen.

((24)) Entscheidend ist aber: Alle diese Zahlen lassen sich deshalb abzahlbar an-
ordnen, weil alle moglichen auftretenden Definitionen und Bildungsgesetze
durch endliche Mitteilungen beschrieben werden kénnen. Andernfalls gabe
es keinen endlichen Zeitraum AT, in dem eine Person P - abgesehen von Lugen,
Irrtimern usw., die wir ja ausdrucklich nicht als unmoglich ausschlieRen, - fest-
stellen kdnnte, welches Denkobjekt M fur sie bedeutet. Die Universalanordnung
enthalt aber alle auf endlichen Mitteilungen M beruhenden Denkobjekte. Dies gilt
insbesondere fur alle Denkobjekte der Mathematik.

((25)) Dennoch ist es eine Tatsache, dass uns das in ((21)) angesprochene Gefuhl der
prinzipiellen Zuganglichkeit von Denkobjekten bei sehr komplexen Anordnun-
gen, wie die Universalanordnung eine ist, verlasst. Diesem Geflhl zum Trotz
formuliert der Autor PA den Satz: Die Universalanordnung ist vollstandig; jede
Behauptung, es gabe Denkobjekte, die in der Universalanordnung nicht
enthalten sind, enthalt einen Widerspruch. Der Nachweis beruht darauf, dass
jeder Kritiker PK dieses Satzes seine Kritik in Form einer Mitteilung M formulieren
und in Raum und Zeit vorbringen muss. Es gibt fir PK also ein DO =
= DO(M,PK,AT), das fur ihn durch M in AT beschrieben wird. Damit ist seine Kritik
gemald ((11)) ein Denkobjekt aus der Universalanordnung fur welches gemaf
((17)) eine Schublade im Schubladenkasten reserviert ist. Seine Behauptung, ei-
ne solche Schublade fehle, flhrt also zu einem Widerspruch. Wir wollen dies an
drei bekannten Beweisen fur angeblich Gberabzahlbare Mengen zeigen. Und
zwar fur:

- Die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1
- Die Menge der einstelligen ganzzahligen Funktionen
- Die Potenzmenge der Menge der naturlichen Zahlen

((26)) Ein Gegenbeweis jeder angeblich abzahlbaren Anordnung R(01) aller reellen Zah-
len r mit 0 < r < 1 wird mit Hilfe einer sogenannten Diagonalzahl nach Cantor ge-
fuhrt. Steht r, = O,rp1r...rnn ... an der n*" Stelle dieser Anordnung dann ist die
reelle Zahl ¢ = 0,cqCy...Ck..... mit Vk: ck # rgk in R(01) nicht enthalten, weil sie sich
von jedem r, € R(01) in der n*" Dezimalstelle unterscheidet. Die abweichenden
Dezimalstellen liegen in der Matrix (ik) aller Dezimalstellen ri in der Diagonale.
Wahlt man jedoch eine Anordnung R(01) mit Hilfe der Universalanordnung dann
fuhrt der Versuch eines Gegenbeweises mit Hilfe einer Diagonalzahl ¢ zu einem
Widerspruch bereits in der Definition von c. Die den Gegenbeweis fihrende Per-
son, der Kritiker der Vollstandigkeit von R(01), sei PK. Die abzahlbare Anordnung
R(01) wird mit seiner Hilfe gestaltet. Dazu betrachten wir alle Denkobjekte DO =
= DO(M,PK,AT) fir die PK am Ende von AT bejaht bzw, bejahte, dass M eine re-
elle Zahl mit 0 < r < 1 eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Gemalf ((16))
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wird diesen Denkobjekten je eine endliche Dezimalzahl z = z(M,PK,AT) zugeord-
net. Wir ordnen nun alle diese nach Meinung von PK reellen Zahlen zwischen 0
und 1 nach der Grole von z(M,PK,AT) untereinender zeilenweise an und nennen
die Anordnung R(01). Naturlich wird, wie bereits in ((18)) bemerkt, jede reelle
Zahl in dieser Anordnung unendlich oft auftreten. Dies beeinflusst aber nicht die
Vollstandigkeit der Anordnung. Es sei bemerkt, dass der Autor PA sich jeder
Einmischung in die von PK getroffene Auswahl der reellen Zahlen zwischen 0
und 1 enthalt. Der Autor PA bildet nun eine Mitteilung MK, welche das vom Kriti-
ker PK angegebene Bildungsgesetz der angeblich in R(01) nicht enthaltenen reel-
len Zahl r mit 0 <r < 1, die Diagonalzahl, sie sei d, enthalt. Insbesondere also die
Forderung Vk: dk # r. Diesem Denkobjekt d ist — wie oben dargelegt — die end-
liche Dezimalzahl z = z(MK,PK,AT) zugeordnet. Da die reellen Zahlen r wie oben
dargelegt nach der GroRRe von z(M,PK,AT) zeilenweise anzuordnen sind ist auch
fur z = z(MK,PK,AT) eine Zeile reserviert. Dies sei die Zeile m. Die Diagonalzahl
d = 0,d1ds...dk..... steht also in der m'™" Zeile und es gilt daher d = r,,. Daraus folgt
aber dm = rmm im Widerspruch zu Vk: dg # r. Der Widerspruch beruht letzten
Endes darauf, dass PK fur jede Mitteilung, von der er behauptet, sie beschreibe
eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 eindeutig und widerspruchsfrei, eine Zeile in
R(01) reserviert aber dann fur eine Mitteilung MK, von der er ebenfalls behauptet,
sie beschreibe eine reelle Zahl zwischen 0 und 1, keine Zeile zur Verfligung ge-
stellt sieht. Fur den Autor PA (und fur alle Leser PL, die diesen Widerspruch als
solchen erkennen) ist daher der Versuch von PK, durch die Einflhrung einer
Cantor’schen Diagonalzahl die Unvollstandigkeit der Menge der reellen Zahlen
zwischen 0 und 1 aus R(01) zu beweisen, misslungen.

((27)) Ein Gegenbeweis gegen jede angeblich abzahlbaren Anordnung A = {Fn(x)r , der
Menge einstelliger ganzzahliger Funktionen, wird mit Hilfe der einstelligen ganz-
zahligen Funktion FK(x) mit ¥n: FK(n) = Fn(n) + 1 gefuhrt. Das bedeutet
vn: FK(x) # Fn(x) woraus fur den Kritiker PK die Unvollstandigkeit von A folgt. Der
Autor PA wahlt nun eine auf der Universalanordnung beruhende Anordnung A
einstelliger ganzzahliger Funktionen folgendermalen: Er betrachtet alle Kombina-
tionen (M,PK,AT), fur die PK am Ende von AT bejaht bzw. bejahte, dass M eine
einstellige ganzzahlige Funktion eindeutig und widerspruchsfrei beschreibt. Fur
jede dieser Kombinationen ist also das Denkobjekt DO = DO(M,PK,AT) eine ein-
stellige ganzzahlige Funktion. Die ihm gemal} ((16)) zugeordnete endliche Dezi-
malzahl ist z = z(M,PK,AT). Wir ordnen nun alle nach Meinung von PK einstelli-
gen ganzzahligen Funktionen nach der Grolie von z(M,PK,AT) an und nennen die
Anordnung A. Wieder wird gemal ((18)) jede einstellige ganzzahlige Funktion in
dieser Anordnung unendlich oft vorkommen. Der Autor PA bildet nun eine Mittei-
lung MK, welche das vom Kritiker PK angegebene Bildungsgesetz der angeblich
in A nicht enthaltenen einstelligen ganzzahligen Funktion, wir nennen sie FK(x),
enthalt. Insbesondere also die Forderung Vn: FK(x) # F,(x). Diesem Denkobjekt
FK(x) ist die endliche Dezimalzahl z = z(MK,PK,AT) zugeordnet. Da die einstelli-
gen ganzzahligen Funktionen in A nach der Grof3e von z(M,PK,AT) anzuordnen
sind ist auch fiir FK(x) in A ein Platz reserviert. FK(x) stehe in A an m'" Stelle.
Nach der von PA gegebenen Definition von A gilt daher FK(x) = Fm(x) € A im
Widerspruch zu Vn: FK(x) # Fq(x). Fur den Autor PA (und fur alle Leser PL, die
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diesen Widerspruch als solchen erkennen) ist daher der Versuch von PK, die Un-
vollstandigkeit von A als Menge aller einstelligen ganzzahligen Funktionen zu
beweisen, misslungen.

((28)) Ein Gegenbeweis gegen jede angeblich abzahlbare Anordnung der Potenzmenge
der Menge der natlrlichen Zahlen wird folgendermalden gefthrt: Der Autor ordnet
alle Mengen naturlicher Zahlen entsprechend ihrem Platz als Denkobjekte in der
Universalanordnung in einer Folge 1 M, an. Um Verwechslungen mit Mitteilun-
gen M vorzubeugen werden Mengen M, mit kursivem M bezeichnet. Der Kritiker
PK wendet ein, die Menge an = in | ne¢M, ¢ sei nichtin { M, enthalten. Es han-

delt sich bei amy um die Menge aller jener natlrlichen Zahlen n, die nicht in jener

Menge M, der Folge enthalten sind, die an n*" Stelle steht. Laut Kritiker gelte also
om & { M,t. Der Autor PA bildet nun eine Mitteilung MK, welche die Vorschrift zur

Bildung der Folge { M+ und die Vorschrift zur Bildung der darauf beruhenden,
von PK als in { M, fehlend behaupteten Menge am enthalt. Es gibt dann sicher

einen Zeitraum AT, an dessen Ende PK bejaht bzw. bejahte, MK beschreibe die
Menge am naturlicher Zahlen eindeutig und widerspruchsfrei. Daraus folgt aber,

das Denkobjekt DO = DO(MK,PK,AT) aus der Universalanordnung beschreibt ei-
ne Menge naturlicher Zahlen. In der vom Autor angeordneten Folge IM, ¢ aller
Mengen naturliche Zahlen kommt ihr entsprechend ihrem Platz als Denkobjekt in
der Universalanordnung eine Stelle zu. Nach der von PA gegebenen Definition
von { M, ¢ gilt daher am € { M, t Im Widerspruch zu am ¢ {M,} . Fiir den Autor PA
(und far alle Leser PL, die diesen Widerspruch als solchen erkennen) ist daher
der Versuch von PK, die Unvollstandigkeit von 1 M, als Folge aller Mengen na-
turlicher Zahlen zu beweisen, misslungen.

((29)) Jeder Versuch, den Bereich der Universalanordnung zu verlassen gleicht dem
Versuch Minchhausens, sich selbst an seinem Zopf aus dem Sumpf zu ziehen.
Er fuhrt notwendig zu Widerspruchen der Gestalt: “Ich betrachte die Menge al-
les dessen, woriliber gesprochen werden kann, und spreche dann von et-
was aulBerhalb dieser Menge*“. Das Sprechen Uber die Existenz von Denkobjek-
ten aulRerhalb der Universalanordnung enthalt stets Widerspriche. Dies legt fol-
gende Beschreibung der ,Welt“ nahe: Die Welt ist alles, woriiber gesprochen
werden kann.

((30)) Setzt man mit Plato (nicht aber mit Sokrates!) die Existenz objektiver Wahrhei-
ten voraus, wie dies tatsachlich die meisten Personen tun, dann fihrt dies zu ei-
ner starken Vereinfachung der Universalordnung. Eine Mitteilung M ist dann
in jedem Zeitpunkt entweder wahr oder sie ist nicht wahr (,nicht wahr* bedeutet
aber nicht, dass M falsch sein muss. M kann z.B. auch sinnlos sein). Dann gilt of-
fenbar V(M,P,AT): DO(M,P,AT) = DO(M). Zur Anordnung alles Denkbaren gentigt
die Anordnung aller Mitteilungen M gemaf ((12)). Jedem Denkobjekt DO(M) wird
die endliche Dezimalzahl z = a(M) gemal} ((16)) zugeordnet. Die fur die Herstel-
lung der Widerspriche herangezogenen ,kritischen“ Denkobjekte aus ((26)),
((27)) und ((28)) sind dann nicht nur fur PA und fur jeden mit ihm Gbereinstim-
menden PL in sich widerspruchlich, sondern der von PK jeweils versuchte Beweis
der Unvollstandigkeit der jeweiligen Anordnung ist objektiv misslungen.
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VORBEMERKUNG

Die folgenden Uberlegungen handeln von einer Menge, die wir als "Universal-
anordnung" bezeichnen, eine Menge, in der "alles" (im weitest denkbaren Sinn) ab-
zahlbar angeordnet wird.

Mit der Universalanordnung soll eine auldere Hulle dargestellt werden, die nicht
Uberschritten werden kann und in der alles Denkbare enthalten ist.

Wenn der Mensch das Mal aller Dinge ist, wenn also "alles" nur in Bezug auf
den denkenden Menschen Sinn macht, dann steht stets die Frage im Raum, wie ein
denkender Mensch hier und heute Aussagen Uber Urteile, Uber ein "Messen" eines
denkenden Wesens vollig anderer Art, eines anderen Menschen, Uberhaupt machen
kann. Anders ausgedruckt: Wie kann ein denkendes Wesen absolute Wahrheiten er-
kennen, die nicht nur fur ihn hier und heute sondern Uberall und zu jeder Zeit fur alle
moglichen denkenden Wesen richtig sein mussen?

Der Anspruch auf solche absolute Wahrheiten wird hier vermieden, einerseits
dadurch, dass der Begriff Wahrheit immer nur relativ zu einem denkenden Subjekt
verstanden wird (dies gilt natlrlich auch fiir die vom Autor in seinen Uberlegungen als
wahr angesehenen Aussagen) und andererseits dadurch, dass auch Unwahrheiten
und Widerspruche ihren Platz erhalten.

Nur dadurch erscheint es dem Autor mdglich, der Vielfalt der "Welt" zu entspre-
chen, die ja unzweifelhaft Unwahrheiten enthalt und fir die bisher eine widerspruchs-
freie Beschreibung nicht moglich war. Die Mdglichkeit einer widerspruchsfreien Be-
schreibung der Welt bleibt hier jedenfalls dahingestellt.

"An etwas denken" aber auch "Uber etwas reden" erfordert in unserer Welt je-
denfalls Raum und Zeit. Diese stehen fur Aussagen nur in endlichem Male zur Verfu-
gung. Diese zeitliche und raumliche Begrenzung sehen wir als Schranke fir die Mog-
lichkeit unserer Erkenntnis. Im folgenden werden wir sehen, wie sich die raumliche
und zeitliche Begrenzung unseres Denkens und unseres Sprechens auf die Objekte
unseres Denkens auswirkt. Dabei gehen wir insbesondere auf mathematische Objekte
wie etwa Zahlen ein. Wir werden sehen, dass eine auf der im vorerwahnten Sinne zu
verstehende Endlichkeit unserer Erkenntnismoéglichkeit aufgebaute Mathematik in ei-

nem gewissen Spannungsverhaltnis zur klassischen Mathematik steht.



MEHRZAHL: Die Sprache legt uns nahe anzunehmen, dass vor Einfuhrung ei-
nes Zahlbegriffes bereits eine Unterscheidung zwischen eins und viel getroffen wurde.
Wir gehen dabei davon aus, dass die Sprache vor allem dazu dient, Information zu
vermitteln. Urspranglich wohl vor allem Information von einer Person an eine andere
Person aber durchaus auch als Speicher fur ein und die selbe Person. Die durch
sprachliche Mittel gekennzeichneten Objekte waren wohl ursprunglich durch Sinnes-
organe wahrnehmbare. Neben Objekten unserer Umwelt wie etwa Baum, Stein usw.
konnen wir Eigenschaften wie leicht oder schwer bzw. kalt oder heil3 zu jenen Objek-
ten unseres Denkens zahlen, fur die verhaltnismalig frih ein sprachlicher Ausdruck
eingefuhrt wurde.

Die Tatsache, dass fur die Mehrzahl in den meisten Sprachen ein eigenes Wort
verwendet wird (z.B. Baum, Baume), legt die Annahme nahe, dass die Unterschei-
dung zwischen "ein" und "mehrere" vor Einfihrung eines Zahlbegriffes, also vor der
Entwicklung sprachlicher Mittel fur das Abzahlen stattgefunden hat. Ansonsten ware
es naherliegend gewesen, die Unterscheidung zwischen Einzahl und Mehrzahl durch
"ein Baum" und "mehrere Baum" vorzunehmen.

Die Unterscheidung zwischen Mengen der Machtigkeit "eins" einerseits und
"mehr als eins" andererseits lie® offenbar die Einfihrung eines eigenen sprachlichen
Ausdrucks fur jede der beiden Machtigkeiten als notwendig oder als zweckmallig er-
scheinen. Nicht so bei Mengen hoherer Machtigkeit. Im allgemeinen unterscheidet die
Sprache nicht zwischen Mengen der Machtigkeit zwei und Mengen der Machtigkeit
"mehr als zwei". Mit der Unterteilung der Mengen mit einer Machtigkeit groRer als eins
nach der Anzahl der in ihnen enthaltenen Elemente begann offenbar das Zahlen. Eine
Bezeichnung solcher Mengen mit einem jeweils vom Einzelwort abgeleiteten W ort
(z.B. Baumeme fir 2 Baume, Steinene flir 2 Steine) wurde offenbar zugunsten eines
einheitlichen Zahlbegriffes, der fir alle Mengen anwendbar ist, vermieden.

Hier sei der Hinweis gestattet, dass fir Begriffe, fir die eine "Anzahl" nicht in
Frage kommt, wie etwa "Wasser" oder "Sand", eine Mehrzahl urspringlich wohl nicht
vorgesehen war. Das Mehrzahlwort "Gewasser" durfte erst bei einer tGbertragenen
Bedeutung des Begriffes "Wasser" Anwendung gefunden haben.

Von der Unterscheidung zwischen "eins" und "viel" bis zur Unterscheidung der
Mengen nach der Anzahl ihrer Elemente war offenbar eine verhaltnismaRig lange Zeit
erforderlich. Auch heute noch kénnen wir feststellen, dass wir in unserer Erkenntnis

der Welt, in unserer Beschreibung der Welt, zu vereinfachenden Ja-nein-Einteilungen,
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zu Schwarz-weil3-Beschreibungen neigen. Moglicherweise ist dies ein Grund dafur,
dass wir komplexe wirtschaftliche oder allgemeiner politische Fragen nicht angemes-
sen stellen, geschweige denn beantworten konnen. Vereinfachende "Gut-bose"-
bzw."Richtig-falsch"-Schemata werden der komplexen Realitat offenbar nicht immer
gerecht.

Betrachten wir den Menschen, seine Erfahrung, sein Denken, als Messinstru-
ment fur die Welt, so ist die Moglichkeit der Erkenntnis offenbar durch die Moglichkei-
ten des Messinstrumentes begrenzt. Eine fiir unsere Uberlegungen wichtige Begren-
zung liegt darin, dass dem Messinstrument das Aktual-Unendliche unzuganglich und
nur das Potentiell Unendliche zuganglich ist. Ein Beispiel: Eine unendliche Dezimal-
zahl kann nur durch ihre endliche Definition bestimmt werden. Uber sie kann nur in
endlicher Zeit gesprochen werden. Die dem Menschen "mdgliche" Mathematik wird
dadurch begrenzt. Ware es dem Messinstrument Mensch etwa mdglich, eine unendli-
che Dezimalzahl durch die Angabe ihrer einzelnen, unendlich vielen Dezimalziffern
vollstandig wiederzugeben, dann stellte dies eine Erweiterung der moglichen Mathe-
matik dar. Die Cantorsche Diagonalzahl Iasst sich aber jeweils in endlicher Form dar-
stellen. Sie gehdrt daher dem Bereich der auf das potentiell Unendliche beschrankten
Mathematik an. Darauf beruht das Spannungsverhaltnis zur klassischen Mathematik,

auf das wir am Schluss der Vorbemerkung hingewiesen haben.

DIE ANZAHL: Wie schon das Wort sagt, hangt dieser Begriff mit Zahlen zu-

sammen. Dieser Vorgang dient dem Vergleich der Machtigkeiten von Mengen ver-

schiedener Elemente lediglich nach der Anzahl dieser Elemente. Es ware durchaus
denkbar, dass bei der Bezeichnung der Machtigkeiten ursprunglich ein Vergleich mit
der Menge von Fingern der zahlenden Person vorgenommen wurde. In vielen Spra-
chen existieren originare Worte flr die Zahlen 1 bis 10, wahrend dartber hinaus mehr
oder weniger direkt auf die bisherigen Worte zurlickgegriffen wird. Offensichtlich ist
dies bei den Worten dreizehn, vierzehn usw. Aber auch die Worte elf (eilf) ujnd zwolf
zeigen eine sprachliche Nahe zu den Worten eins und zwei (ahnlich in anderen Spra-
chen).

Um groRere Zahlen zu benennen bediente man sich dann offenbar der Technik,
in der Reihe der Zahlen gewisse Fixpunkte zu benennen wie z.B. 10, 100, 1000 usf.,
aber auch etwa 10, 50, 100, 500 usw. wie in den romischen Ziffern, um von diesen
Fixpunkten ausgehend die Bezeichnung vorzunehmen. Also etwa 3227. Die Sprech-
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weise "siebenundzwanzig" statt "zwanzigsieben" |asst auf eine gewisse Unsicherheit
daruber schlieen, ob Dezimalzahlen nun von links nach rechts oder von rechts nach
links zu lesen sind.

NATURLICHE ZAHLEN: Die Menge der natlrlichen Zahlen erschloss sich erst,

als man begann ihr "Konstruktionsprinzip", namlich zu einer jeweils bekannten Zahl 1

zu addieren, zu erfassen. Man erkannte, dass es keine Beschrankung der Zahlen-
menge gab, keine groRte Zahl. Damit fand das Unendliche in die Zahlenmenge Ein-
gang. Aber dieses Unendliche wurde eigentlich durch eine fehlende Eigenschaft ge-
kennzeichnet, namlich dadurch, dass es keine grofite Zahl geben kann. "Potentiell
unendlich" erwies sich als brauchbare Bezeichnung.

Es erscheint aber wichtig, darauf hinzuweisen, dass uns beliebig grof3e Zahlen
nur scheinbar jederzeit zur Verfligung stehen. Es darf nicht Gbersehen werden, dass
uns fur grof3e Zahlen zunachst nur das Konstruktionsprinzip (Addition von 1) zur Ver-
fugung steht. Um groRe Zahlen verbal oder schriftlich darzustellen ist es daher notig,
ausreichend Zeit bzw. Raum (Schreibpapierflache) zur Verfligung zu haben.

Um lediglich durch die Addition von 1 zu sehr gro3en Zahlen zu gelangen,
braucht man sehr lange Zeit bzw. sehr viel Schreibflache. Man hat aber andere
Konstruktionsprinzipien eingefltihrt, die es gestatten, rascher zu gro3en Zahlen zu
kommen. So etwa die Vorgange des Multiplizierens und des Potenzierens.

Damit werden neben der Addition neue Konstruktionsprinzipien eingefiuhrt. Aber
auch durch Multiplizieren bzw. durch Potenzieren bleiben wir im Bereich der naturli-
chen Zahlen. Um zu besonders gro3en Zahlen zu gelangen wurden eigene Techniken
entwickelt, doch wollen wir diesen Weg hier nicht weiter verfolgen.

Die bisher genannten Konstruktionsprinzipien (addieren, multiplizieren, poten-
zieren) bilden zunachst aus zwei vorgegebenen natirlichen Zahlen eine dritte. Man
kann nun, etwa bei der Addition, den Vorgang umkehren und fragen: Welche natirli-
che Zahl muss zu einer vorgegebenen naturlichen Zahl addiert werden, um eine zwei-
te vorgegebene natlrliche Zahl zu erhalten. Damit gelangt man zur Umkehrfunktion
der Addition, zur Subtraktion. Dabei stellt sich heraus, dass die Aufgabe der Subtrakti-
on im Bereich der naturlichen Zahlen nicht immer Iosbar ist. Fragt man etwa, welche
natlrliche Zahl zu 3 hinzugefligt werden muss um 2 zu erhalten, dann erweist sich
diese Aufgabe als unldsbar.

Diese Schwierigkeit wird Gberwunden, indem man neue "Zahlen" einfuhrt. Man

definiert sogenannte negative Zahlen. Der begriffliche Hintergrund der negativen Zah-
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len ist vollig verschieden von dem der naturlichen Zahlen. Die naturlichen Zahlen wer-
den durch den Vorgang des Abzahlens gewonnen, also etwa durch die Zuordnung der
einzelnen Elemente einer Menge zu den Fingern der zahlenden Person. Die negati-
ven Zahlen beruhen urspringlich wohl auf der Umkehrung eines Konstruktionsprin-
zips, namlich des Konstruktionsprinzips der Addition.

Wir wollen diese Uberlegungen nicht mehr im Detail weiterentwickeln. Es soll
aber darauf hingewiesen werden, dass die sich bei Einfuhrung der negativen Zahlen
angekundigte Erweiterung des Zahlenbegriffs mit Hilfe beliebiger anderer Konstrukti-
onsprinzipien fortgesetzt werden kann. Dabei spielt auch die Reihenfolge der Verwen-
dung neuer Konstruktionsprinzipien eine Rolle. Wird etwa die Umkehrfunktion des Po-
tenzierens vor der Umkehrfunktion des Addierens, also vor Erweiterung des Zahlbe-
griffes auf negative Zahlen verwendet, dann bleibt man im Bereich der reellen Zahlen,
also jener Zahlen, die sich auf der sogenannten Zahlengeraden anordnen lassen.
Fuhrt man hingegen zuerst die negativen Zahlen ein und wendet dann erst die Um-
kehrfunktion des Potenzierens an, dann gelangt man zu den komplexen Zahlen, also
Uber den Bereich der reellen Zahlen hinaus.

Will man alle Zahlen "erfassen", dann ist es offenbar notwendig, alle ins Auge
gefassten Konstruktionsprinzipien in beliebiger Reihenfolge und beliebig oft anzuwen-

den um sicher zu sein, zu allen "moéglichen" Zahlen Zugang zu erhalten.

WEITERE KONSTRUKTIONSPRINZIPIEN: Das zur Erschlielung der Menge

der naturlichen Zahlen verwendete Konstruktionsprinzip der Addition von 1, also der

einfache Vorgang des Zahlens, bedeutet aber auch eine Definition immer neuer Zahl-
begriffe. Das soll so verstanden werden: Die beim Vorgang des Abzahlens verwende-
ten Begriffe 1, 2, usw. sind bei ihrer erstmaligen Verwendung Definitionen. Die naturli-
chen Zahlen werden also durch den Vorgang des Zahlens erst definiert. Der Vorgang
des Zahlens ist uns heute so selbstverstandlich geworden, dass uns nicht bewusst
wird, wie wir durch ihn erst Zahlen definieren. Wir betrachten daher die natirlichen
Zahlen als etwas, das unabhangig von denkenden Wesen, wie es die Menschen sind,
existiert. Wir sind daher nicht nur der Uberzeugung, dass es sinnvoll ist, etwa von der
"Menge aller reellen Zahlen" zu sprechen, sondern dass wir auch zu jeder einzelnen
reellen Zahl wenigstens prinzipiell stets Zugang haben.

Der Aufwand dessen es bedarf um "besonders grof’e Zahlen" zu erzeugen soll-
te uns aber nachdenklich stimmen. Da das Benennen von Zahlen Raum und Zeit er-
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fordert, muss angenommen werden, dass die Grolde jener Zahlen, zu denen ein
Mensch im Laufe seines Lebens Zugang haben kann, begrenzt ist.

Konstruktionsprinzipien die in der Verknipfung von mehreren naturlichen Zah-
len bestehen erfordern unter Umstanden entsprechend grofderen Aufwand an Zeit und
Raum. Dies gilt etwa fur Zahlen aus der Menge der algebraischen Zahlen.

Noch aufwandiger sind Konstruktionsprinzipien wie das "Diagonalverfahren".
Dies soll am Beispiel der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 erlautert werden.

Es werden unendlich viele reelle Zahlen zwischen 0 und 1 in Form von Dezi-
malzahlen untereinander geschrieben. Die Dezimalzahl in der n-ten Zeile laute
an=0,an1@n2 ... ann --... Dabei steht jede Dezimalstelle anm fur eine der Ziffern 0 bis 9.
Nun wird eine sogenannte Diagonalzahl b wie folgt gebildet. b = 0,b4b> ... by ..... wobei
b, = ann + 1 wenn an, kleiner als 9 ist und b, = 0 wenn a,, = 9.

Offenbar ist b von allen urspringlich angeschriebenen Dezimalzahlen a, ver-
schieden. Auch bei diesem Konstruktionsprinzip werden neue Zahlen durch die An-
wendung von Verknupfungsregeln auf bereits bekannte Zahlen gewonnen. Der Begriff
"Konstruktionsprinzip muss im weitesten Sinn verstanden werden. So setzt etwa die
Anwendung des Diagonalverfahrens eine genaue Beschreibung der Anordnung der
zugrunde gelegten Zahlen voraus. Aber auch andere Beschreibungen sind mdglich,
fur die der Ausdruck "Konstruktions"prinzip eher unangemessen scheint. Fragt man
etwa nach der Zahl dr Geburten auf der Erde seit dem Jahre 100.000 vor Christi Ge-
burt bis heute, dann weil® man zwar, dass es sich um eine natirliche Zahl handeln
muss, es wird aber kaum jemals madglich sein, sie zu bestimmen. Wir wollen beliebige
Zahlbeschreibungen auch als Konstruktionsprinzip bezeichnen.

Man kann neue Zahlen aber auch auf andere Weise einfuhren. So kann man
etwa den Zahlen Farben zuordnen. Neben den bisher verwendeten Zahlen, die man
z.B. als schwarze Zahlen bezeichnet, fihrt man rote Zahlen ein. Die roten Zahlen sol-
len die Eigenschaft haben, dass ein rotes a stets groRer als ein schwarzes a ist, aber
stets kleiner als jede schwarze Zahl gréf3er als a. Bei dem Versuch, diese neuen Zah-
len auf der Zahlengeraden aufzufinden kommt man in fatale Nahe des Begriffes der
"unendlich benachbarten" Punkte. Die Differenz zwischen einem roten und einem
schwarzen a ist offenbar eine "unendlich kleine Zahl". Auch fur die Naturwissenschaf-
ten bringen die roten Zahlen gegenlber den schwarzen kaum einen Gewinn. Sie las-
sen sich aber widerspruchsfrei in ein System von Zahlen einfligen.



Will man nun von der "Menge aller Zahlen" reden, muss wohl vorher Uberein-
stimmung Uber den dieser Menge zugrunde liegenden Zahlbegriff gefunden werden.
Wie soll das aber bei den unendlich vielen mdglichen Konstruktionsprinzipien tber-
haupt moglich sein?

Hierzu noch eine weitere Uberlegung: Eine Zahl sei dadurch definiert, dass sie
vermehrt um 2 genau so grol} ist wie vermehrt um 4. Offenbar wird diese Forderung
nur durch die "Zahl Unendlich" erfullt. Noch problematischer erscheint etwa folgende
Definition: Gesucht ist die kleinste natlrliche Zahl groRer als 5 aber kleiner als 3. Die-
se Zahl enthalt bereits in ihrer Definition einen Widerspruch.

Die Verknupfung solcher Zahlen mit anderen Zahlen nach den Ublichen Re-
chenregeln wird immer wieder zu Widerspruchen fuhren. Trotzdem kdnnen solche
Zahlen hier definiert werden, kann Uber sie gesprochen werden. Wir lassen im weite-
ren zu, dass zur "Menge aller Zahlen" auch Zahlen gerechnet werden, deren Definiti-
on in sich einen Widerspruch birgt.

Wir wollen nun versuchen Uber die "Menge aller Zahlen" Aussagen zu treffen,
die allgemeine Gultigkeit haben. Dazu reichen aber Urteile Gber Zahlen hic et nunc
nicht aus. Es ware ja moglich, dass an irgendeinem Ort der Welt zu irgendeinem Zeit-
punkt ein denkendes Wesen dem Zahlbegriff einen engeren oder weiteren Inhalt gibt,
als wir dies heute tun. Der Zugang zu solch allfalligen Erweiterungen des Zahlbegriffes
muss uns heute und hier verschlossen bleiben. Trotzdem erscheint es uns notwendig,
die Mdglichkeit vollig neuer Zahlbegriffe bei unseren Uberlegungen tber die "Menge
aller Zahlen" zu bertcksichtigen. Im Gegensatz zu vielen Autoren werden wir dabei
einen Begriff "Menge aller Zahlen" definieren und zwar, wie wir glauben, hinreichend

weit.

DIE MENGE ALLER ZAHLEN: Was kdénnen wir nun als "Menge aller Zahlen"

ansehen? Wer diesen Begriff unkritisch Gbernimmt setzt sich dem Vorwurf aus "nicht

zu wissen, woruber er spricht". Anders ausgedrickt: Um die in diesem Begriff enthal-
tene Information weiterzugeben, erscheint es dringend geboten, ihn naher zu prazisie-
ren. Dies geschieht Ublicherweise nicht!

Ohne diesen Gedanken sofort weiter zu verfolgen, wollen wir uns zunachst der
Frage zuwenden, ob es moglich ist, eine gewisse Ordnung in die "Menge alles Zahlen"

zu bringen. Um die Frage zu vereinfachen, beschranken wir uns zunachst auf die reel-



len Zahlen. Hier bietet sich als Ordnung etwa die Anordnung nach ihrer Grofe an
(Diesem Ordnungsprinzip genugt auch die "unendlich kleine Zahl")

Was den Zugriff zu den reellen Zahlen betrifft, ist mit dieser Anordnung aller-
dings wenig gewonnen..Bei einer Anordnung der naturlichen Zahlen nach ihrer GroRRe
ist durch das Konstruktionsprinzip der Addition von 1 "der Reihe nach" ein Zugriff auf
jede einzelne der naturlichen Zahlen mdglich. Ein analoges Zugriffsystem fur die reel-
len Zahlen ist nicht bekannt. Verlangt man den schrittweisen Zugriff zu allen reellen
Zahlen, dann ist offenbar die Anordnung der Grof3e nach keine Hilfe.

Das gleiche gikt ubrigens schon fur die rationalen Zahlen. Auch hier ist eine
abzahlbare Anordnung der GroRe nach nicht moglich. Es wird ein anderes Ordnungs-
prinzip angewendet, namlich zunachst die Anordnung nach der Summe der naturli-
chen Zahlen im Zahler und im Nenner und innerhalb dieser Anordnung die Ordnung
nach der Grol3e des Zahlers. Ebenso lassen sich die Wurzeln algebraischer Gleichun-
gen mit ganzzahligen Koeffizienten unschwer anordnen und daher ebenfalls die Wur-
zeln algebraischer Gleichungen mir rationalen Koeffizienten. Aber damit sind immer
erst Zahlen aus wenigen Konstruktionsprinzipien angeordnet. Wir stellen uns daher
die Frage, ob es mdglich ist, eine Ordnung in die "menge aller Zahlen" zu bringen, die
der Ordnung der natlrlichen Zahlen entspricht. Anders ausgedruckt: Wir fragen nach
einer abzahlbaren Anordnung aller "Zahlen".

Wir haben gesehen, dass bei der abzahlbaren Anordnung der naturlichen Zah-
len sowie der rationalen Zahlen und der algebraischen Zahlen das jeweilige Konstruk-
tionsprinzip eijne grol3e Rolle gespielt hat. Bedenken wir, dass bei der Einflhrung
neuer Zahlen auch die Reihenfolge der Anwendung neuer Konstruktionsprinzipien ei-
ne Rolle spielt, dann wird uns nahe gelegt, dass bei der "Anordnung aller Zahlen" eine
"Anordnung aller Konstruktionsprinzipien" hilfreich sein kénnte. Wir erinnern daran,
dass der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen die natiirlichen Zahlen waren, mit de-
ren Hilfe wir durch die Anwendung von Konstruktionsprinzipien neue Zahlen einfihren
konnten. Aber auch neue Begriffe, wie z.B. die "Zahl Unendlich" oder die "unendlich
kleine Zahl", kdnnen bei der Einflihrung neuer Zahlen Verwendung finden.

Vordringlich erscheint es also , Ordnung in das System der Konstruktionsprinzi-
pien zu bringen. Die hier in Frage kommenden Konstruktionsprinzipien haben eines
gemeinsam: Sie lassen sich verbal darstellen (sprachlich formulieren) und sie lassen
sich schriftlich, besser gesagt grafisch, darstellen. Das gleiche gilt Gbrigens auch fur

die natlrlichen Zahlen, die wir ja zumindest bis zu einer gewissen Groflke benennen
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konnen bzw. die wir grafisch darstellen kdnnen. Auch fur die erwahnte "Zahl Unend-
lich" bzw. die "unendlich kleine Zahl" gibt es eine verbale Beschreibung bzw. eine gra-
fische Darstellung.

Wir sehen also, sowohl die neturlichen Zahlen als auch willkurliche Erweiterun-
gen wie die "Zahl Unendlich" oder die "unendlich kleine Zahl" lassen sich verbal bzw.
grafisch darstellen. Das gleiche gilt fur alle (mdglichen) Konstruktionsprizipien, selbst
wenn diese, wie weiter oben, einen Widerspruch in sich besitzen. Es sind daher auch
alle Zahlen, die in Anwendung beliebiger Konstruktionsprinzipien in beliebiger Reihen-
folge auf beliebige vorher bekannte Zahlen beschrieben werden kdnnen, grafisch dar-
stellbar.

Wir wollen also den Weg zur Anordnung "aller Zahlen" Uber eine Anordnung
aller Konstruktionsprinzipien bzw. aller verbalen Beschreibungen und grafischen Dar-

stellungen finden. Dazu stellen wir noch einige Uberlegungen an.

DIE BILDSCHIRMMITTEILUNG: Unter einer Bildschirmmitteilung wollen wir

einen quadratischen Raster aus n? Elementarquadraten verstehen. Ein Elementar-

quadrat habe die Seitenlange 1/100 mm und sei entweder weild oder schwarz. Die
Bildschirmmitteilungen kdnnen abzahlbar angeordnet werden und alle mdglichen gra-
fischen Darstellungen lassen sich in Form einer Bildschirmmitteilung darstellen.

Eine abzahlbare Anordnung ist leicht gefunden. Man ordne etwa jedem weil3en
Elementarquadrat die Zahl 0 und jedem schwarzen Elementarquadrat die Zahl 1 zu.
Jeder Bildschirmmitteilung wird nun eine (n? + 1)-stellige Zahl zugeordnet deren erste
Stelle 1 und deren (m + 1)-te Stelle 0 oder 1 ist, je nachdem, ob das m-te Elementar-
quadrat (zeilenweise gelesen) weill oder schwarz ist. Die Bildschirmmitteilungen wer-
den nun nach der Grof3e der ihnen so zugeordneten Zahlen angeordnet.

Die Bildschirmmitteilungen bieten fir den Betrachter ein gleiches Bild wie etwa
ein beschriebenes Blatt Papier oder ein Fernsehbildschirm. Es ist offensichtlich, dass
alle mdglichen grafischen Darstellungen - etwa alles, was mit Bleistift auf Papier ge-
schrieben und gezeichnet werden kann - in Form solcher Bildschirmmitteilungen dar-
stellbar sind. Die Tatsache, dass es sich bei diesen Bildschirmmitteilungen um
schwarz-weil} Bilder handelt, schrankt die Allgemeinheit nicht entscheidend ein. Man
Uberlegt sich leicht, dass auch farbige Bildschirmmitteilungen abzahlbar angeordnet
werden kdnnen. Dazu reicht es ja aus, jedem Elementarquadrat eine z.B. flnfstellige

Zahl zuzuordnen, die der Farbe dieses Elementarquadrates entspricht.
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Die physikalische Realisierbarkeit derartiger grafischer Darstellungen spielt, wie
wir sehen werden, bei den weiteren Schlussfolgerungen keine Rolle.

Die Menge der so definierten Bildschirmmitteilungen beinhaltet nicht nur eine
grafische Darstellung aller naturlicher Zahlen (und zwar beliebiger Grof3e), sondern sie
beinhaltet auch alle mdglichen Konstruktionsprinzipien (in beliebiger Reihenfolge) bzw.
alle moglichen verbalen Beschreibungen und grafischen Darstellungen. Es misste
also madglich sein, jeder denkbaren Zahl eine Bildschirmmitteilung zuzuordnen, welche
diese Zahl und nur diese Zahl eindeutig beschreibt. Gelange dies, dann ware aus der
abzahlbaren Anordnung der Bildschirmmitteilungen eine abzahlbare Anordnung aller
Zahlen gewonnen.

Bevor wir diesen Gedankengang weiter fortsetzen, noch eine Bemerkung zu
den Bildschirmmitteilungen: Verdoppeln wir einfach das durch eine Bildschirmmittei-
lung dargestellte Bild, dann erhalten wir ein quadratisches Bild der Seitenlange 2n
statt n. Sofern nun die absolute GroRe der grafischen Darstellung keine Rolle spielt,
wie dies etwa in der Regel fur alle schriftlichen Arbeiten und Aufsatze gilt, ist die Be-
deutung der Bildschirmmitteilung doppelter Grélie genau die selbe wie die Bedeutung
der Bildschirmmitteilung einfacher Grol3e. Insbesondere wirde etwa durch beide Bild-
schirmmitteilungen die selbe Zahl beschrieben werden. Im Regelfall - wenn also die
absolute GrofRe der grafischen Darstellung keine Rolle spielt - wird jede Zahl in der
Anordnung aller Bildschirmmitteilungen unendlich oft eine Bildschirmmitteilung finden,
die sie eindeutig beschreibt. Fiir unsere Uberlegungen entscheidend erscheint uns
aber, dass zu jeder Zahl mindestens eine Bildschirmmitteilung gefunden werden kann,
die dieser Zahl eindeutig zugeordnet ist. Mit anderen Worten: In unserer Anordnung
der Bildschirmmitteilungen ist fir jede grafisch darstellbare Zahl mindestens ein Platz

reserviert, der nur dieser Zahl zukommt.

DAS RAUM-ZEIT-ELEMENT: Wir haben von allen grafisch darstellbaren Zahlen

gesprochen und wir haben diesen Zahlen Bildschirmmitteilungen zugeordnet. Dabei

haben wir offenbar davon abgesehen, dass Bildschirmmitteilungen grundsatzlich Mit-
teilungen an denkende Subjekte sind. Sehen wir von der Einschrankung der durch
Bildschirmmitteilungen darzustellenden Dinge auf Zahlen ab, dann kénnen wir die Zu-
ordnung von Bildschirmmitteilungen auf eine Zuordnung zu allen méglichen Denkob-

jekten eines denkenden Subjektes erweitern.
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Der Sinn einer Mitteilung, etwa welche Zahl durch eine Mitteilung beschrieben
wird, wurde bisher als eindeutig betrachtet. Dies erscheint aber nicht zulassig. Zum
einen hangt der Sinn einer schriftlichen Mitteilung sicher von der verwendeten Spra-
che ab. Je nachdem, welche Sprache eine die Bildschirmmitteilung betrachtende Per-
son spricht, kann diese Mitteilung verschiedene Bedeutung flr den Betrachter haben.
Aber auch der Wissensstand des Betrachters kann eine Rolle spielen. Der Sinn einer
schriftlichen Mitteilung wird sichr vom sogenannten Vorwissen des Betrachters abhan-
gen. Ein und die selbe Bildschirmmitteilung kann daher nicht nur fur verschiedene
Personen unterschiedliche Bedeutung haben, sondern auch fur ein und die selbe Per-
son, wenn diese die Bildschirmmitteilung in verschiedenen Zeitpunkten zu Gesicht
bekommt.

Wir erinnern daran, dass die Sprache urspringlich zur Informationstbermittlung
von einer Person zu einer anderen diente, vielleicht auch von einer Person zur Erinne-
rung fur sich selbst. Jedenfalls erscheint es uns unzulassig, vom Sinn einer Mitteilung
losgeldst von einem Betrachter bzw. Leser dieser Mitteilung zu sprechen. Dazu noch
folgende Uberlegung: Definitionen, Erkldrungen setzen ebenso wie Urteile a priori im
Kantschen Sinn Ubereinstimmung hinsichtlich der verwendeten Worte, der verwende-
ten Sprache voraus. Diese aber sind fur jedes Denksubjekt irgendeinmal Gegenstand
der Erfahrung gewesen, deren Sinn, deren Bedeutung "erlernt" werden musste. Worte
und Sprache sind also nur fiir mdgliche Denksubjekte sinnvoll. Die weitgehende Uber-
einstimmung Uber Worte bzw. Sprache, eine Folge der gleichartigen Lernvorgange flr
verschiedene Denksubjekte hat dazu geflhrt, dass wir uns angewodhnt haben, vom
Sinn von Worten und Sprache unabhangig von konkreten Denksubjekten zu reden.
Ubereinstimmende Meinung (iber den Sinn wird unausgesprochen vorausgesetzt.

Wir haben eine Zuordnung zwischen den Elementen der Menge aller Bild-
schirmmitteilungen und der Menge aller grafisch darstellbaren Zahlen betrachtet. Et-
was allgemeiner erhalten wir eine Zuordnung zwischen der Menge aller Bildschirmmit-
teilungen und der Menge aller Denkobjekte. Eine solche Zuordnung von Bildschirmmit-
teilungen zu Denkobjekten darf aber nicht ohne Bezugnahme auf ein diese Zuordnung
vornehmendes Denksubjekt vorgenommen werden. Wir missen daher neben allen
moglichen Mildschirmmitteilungen und allen moglichen Denkobjekten auch alle mogli-
chen Denksubjekte in die Uberlegungen einbeziehen.

Ein Ziel unserer Uberlegungen war es, Ordnung in die Menge aller Zahlen zu
bringen. Dies sollte mit Hilfe der Anordnung der Bildschirmmitteilungen gelingen. Auf
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Grund der weiteren Uberlegungen miissen wir die Aufgabe erweitern und Ordnung in
die Menge aller Denkobjekte bringen.

Um nun die erforderliche Beziehung zu den Denkobjekten herzustellen, er-
scheint es notwendig auch alle moglichen Denksubjekte in eine Anordnung zu brin-
gen. Dies ist aber unschwer moglich. Zunachst Uberlegen wir , dass jedes Denksub-
jekt fur den Vorgang des Denkens eine bestimmte Zeit benotigt. AuRerdem erfordert
der Vorgang des Denkens einen bestimmten Raum, den der Korper des Denksubjek-
tes einnimmt. Wahlen wir nun ein Raumelement aus dem Korper des Denksubjektes
und ein Zeitelement aus dem Zeitraum, in dem das Denken stattfindet, dann wird
durch eine Kombination des Raumelementes mit dem Zeitelement der Denkvorgang
eindeutig erfasst.

Diese Raumelemente und diese Zeitelemente fassen wir nun in "Raum-Zeit-
Elemente" zusammen. Diese lassen sich leicht abzahlbar anordnen. Man wahlt etwa
ein raumliches dreidimensionales Koordinatensystem in unserem Weltall und teilt die-
ses Weltall in Warfel von der Seitenlange 1/100 mm. Diese Raumelemente sind offen-
bar abzahlbar anzuordnen. Weiters teilen wir die Zeitachse in Zeitabschnitte von der
Lange 1/100 sek. und beginnen etwa mit dem Urknall. Diese Zeitelemente kdnnen
nach ihrer Lage auf der Zeitachse abzahlbar angeordnet werden. Eine Kombination
der so angeordneten Raumelemente mit den so angeordneten Zeitelementen fuhrt
nun wie gewunscht zu einer abzahlbaren Anordnung aller Raum-Zeit-Elemente ent-

sprechend sie eindeutig kennzeichnenden Ordnungszahlen.

DIE UNIVERSALANORDNUNG: Was bedeutet nun eine Kombination einer

Bildschirmmitteilung mit einem Raum-Zeit-Element? Diese Kombination soll jenen

Sinn symbolisieren, den die in Rede stehende Bildschirmmitteilung flr ein durch das
Raumelement gekennzeichnete Denksubjekt in dem durch das Zeitelement bestimm-
ten Zeitintervall bedeutet. Dabei handelt es sich naturlich nicht um aktuelle sondern
stets um potentielle Denkvorgange. Es geht also darum, welche Aussage ein be-
stimmtes Denksubjekt in einem bestimmten Zeitpunkt Uber eine bestimmte Bild-
schirmmitteilung macht oder machen wuirde.

Kehren wir zu unseren Zahlen zurtick. Das Denksubjekt hat oder hatte also zu
entscheiden, ob in einem bestimmten Zeitpunkt durch eine Bildschirmmitteilung eine
Zahl eindeutig beschrieben wird. Allgemeiner lautet die Frage, ob flir ein bestimmtes
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Denksubjekt in einem bestimmten Zeitpunkt durch eine bestimmte Bildschirmmittei-
lung ein bestimmtes Denkobjekt eindeutig beschrieben wird.

Wir weisen darauf hin, dass in unseren Uberlegungen die Frage ob die Aussa-
ge des Denksubjektes richtig oder falsch ist, keine Rolle spielt. Es sind also durchaus
auch widersprichliche Aussagen zulassig. "Verantwortlich" fur die Aussagen ist ledig-
lich das jeweilige Denksubjekt. Dartuber hinaus kann grundsatzlich eine Klasse von in
sich widerspruchlichen Denkobjekten gebildet werden.

Wir wollen nun eine Zuordnung der Kombination der Menge aller Bildschirmmit-
teilungen und der Menge aller Raum-Zeit-Elemente zur Menge aller Bildschirmmittei-
lungen allein vornehmen. Dazu betrachten wir nur Bildschirmmitteilungen mit gerad-
zahliger Seitenlange n, deren obere Halfte eine Bildschirmmitteilung im bisherigen
Sinn enthalt, also eine Bildschirmmitteilung, deren Sinn fur ein Denksubjekt zur Dis-
kussion steht und deren untere Halfte jene Ordnungszahl enthalt, die das Raum-Zeit-
Element, also den mdglichen Denkvorgang, eindeutig beschreibt.

Die abzahlbare Anordnung der Menge dieser Bildschirmmiteilungen bezeich-
nen wir als UNIVERSALANORDNUNG.

Wir ordnen nun einem Element dieser Menge genau dann ein Denkobjekt zu,
wenn ein dem Raum-Zeit-Element entsprechendes Denksubjekt im entsprechenden
Zeitraum bereit ist - oder flr den Fall, dass er die Bildschirmmitteilung tatsachlich
liest, bereit ware - festzustellen, dass durch die betreffende Bildschirmmitteilung die-
ses Denkobjekt eindeutig beschrieben wird.

Der Ausdruck "Universalanordnung" lasst sich damit begrinden, dass durch sie
wirklich alle moglichen Denkobjekte abzahlbar angeordnet werden konnen. Tatsach-
lich ist es ja unmoglich, an Denkobjekte aul3erhalb dieser Anordnung widerspruchsfrei
zu denken. Dass es sich hierbei stets um durch Bildschirmmitteilungen beschriebene
Denkobjekte handelt, stellt keinen Einschrankung dar. Stellt irgendeine Person etwa
fest, sie denke in einem bestimmten Zeitpunkt T an ein Objekt, das flr sie durch keine
Bildschirmmitteilung beschreibbar ist, so gentigt es, zunachst folgende Bildschirmmit-
teilung zu bilden: "Das Objekt, an welches ich im Zeitpunkt T gedacht habe". Diese
Bildschirmmitteilung, erganzt durch die Nummer eines Raum-Zeit-Elementes, welches
die betreffende Person in einem Zeitpunkt T + t beschreibt, ist nun offenbar dem in
Rede stehenden Denkobjekt zugeordnet. Im Zeitpunkt T + t muss ja die betreffende
Person zugeben, dass sie im Zeitpunkt T an das betreffende Denkobjekt gedacht hat,
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wie dies in der Bildschirmmitteilung zum Ausdruck kommt, oder sie widerspricht sich
selbst.

Dass jedem einzelnen Denksubjekt der Zugang grundsatzlich nicht zu allen
Denkobjekte moglich ist, kann leicht eingesehen werden. Zum einen bringt es die end-
liche Lebensdauer von Denksubjekten mit sich, dass Bildschirmmitteilungen nur bis zu
einer gewissen Grol3e vollstandig erfasst werden konnen. Potentielle Denkobjekte, zu
deren Beschreibung zu grof3e Bildschirmmitteilungen notig waren, entziehen sich dem
tatsachlichen Zugriff. Zum anderen ist es einem Denksubjekt heute und hier nicht
moglich festzustellen, wie andere Denksubjekte zu irgendeiner Zeit bestimmte Bild-
schirmmitteilungen beurteilen bzw. beurteilen wurden. Die Leistung der Universalan-
ordnung besteht also darin, dass sie fur alles - worlber gesprochen werden kann,
woran gedacht werden kann - mindestens einen Platz reserviert.

Die Universalanordnung reserviert also zwar fur alle moglichen Denkobjekte
aller moglichen Denksubjekte Platze (im Regelfall sogar unendlich viele fur jedes ein-
zelne Denkobjekt), sie kann aber zu keinem Zeitpunkt von irgend einem Denksubjekt
zur Ganze "gelesen" werden. Sie gleicht einer Anordnung von unendlich vielen Schub-
laden, von denen im Laufe eines Lebens eines Denksubjektes nur endlich viele geoff-

net werden konnen.

NOCHMALS DIE MENGE ALLER ZAHLEN: Denkobjekte kdnnen zu Mengen

zusammengefasst werden. Damit jemand, der von einer Menge spricht, weil® wovon er

spricht, mussen naturlich Kriterien angegeben werden, wonach die Zugehorigkeit zu
dieser Menge zu beurteilen ist. Es ist aber nicht sehr sinnvoll zu fordern, dass ein Zu-
gang zu den einzelnen Elementen auch tatsachlich moglich ist. Wir erinnern daran,
dass Denkobjekte existieren konnen, deren zugeordnete Bildschirmmitteilungen sich
ihrer Grolde wegen der tatsachlichen Beurteilung durch ein Denkobjekt entziehen.

Wir definieren nun den Begriff "Menge aller Zahlen". Die Menge bestehe aus
allen Denkobjekten, die irgendein Denksubjekt in irgendeinem Zeitpunkt durch irgend-
eine Bildschirmmitteilung als Zahl eindeutig beschrieben bezeichnet bzw. zu bezeich-
nen bereit ware. Manchen Denksubjekten wird diese Definition als zu weit erscheinen
doch uns kommt es nur darauf an, dass sie nicht zu eng ist.

In dieser Definition haben wir die beliebigen Denksubjekte und die beliebigen
Zeitpunkte aus den weiter oben angeflhrten Griinden einbezogen. Sie flhrt natlrlich
dazu, dass alle etwa irrtimlich oder absichtlich fehlerhaft als Zahl bezeichneten Denk-
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objekte in die hier definierte Menge einbezogen werden. Ist ein Leser der Auffassung,
dass durch von ihm gelesene Bildschirmmitteilungen allein alle moglichen Denkobjek-
te, also auch alle mdglichen Denkobjekte anderer Denksubjekte, eindeutig beschrie-
ben werden kénnen, dann kdnnte er auf die Einfuhrung der Raum-Zeit-Elemente ver-
zichten. Da fUr uns aber die Frage der Anordenbarkeit der Denkobjekte im Vorder-
grund steht, stort die Einbeziehung der Raum-Zeit-Elemente nicht.

Es sei nochmals darauf verwiesen, dass infolge der Unbeschranktheit der
zugrundegelegten Bildschirmmitteilungen eine Entscheidung dartber, ob durch eine
bestimmte Bildschirmmitteilung eine Zahl eindeutig beschrieben wird, nicht immer ge-
troffen werden kann, auch ohne dass das Urteil anderer Denksubjekte dabei eine Rol-
le spielt.

Die von uns hier definierte Menge aller Zahlen ist offenbar eine Untermenge
der Menge jener Denkobjekte, die Gegenstand der Universalanordnung sind. Durch
die abzahlbare Universalanordnung werden die von ihr erfassten Denkobjekte abzahl-
bar angeordnet. Daraus folgt, dass sich auch die von uns definierte Menge aller Zah-
len abzahlbar anordnen Iasst.

Es liegt nahe, dieses Ergebnis einem der bekannte Beweise der Uberabzéhl-
barkeit des Kontinuums gegenuberzustellen.

Wir gehen dabei von der Menge der reellen Zahlen zwischen 0 un 1 und dem
Beweis der Uberabzahlbarkeit nach Cantor aus. Die Cantorsche Diagonalzahl heben
wir im Abschnitt "Weitere Konstruktionsprinzipien" weiter oben beschrieben. Wir be-
haupten nun, auch fur jede Cantorsche Diagonalzahl ist in unserer Universalanord-
nung ein Platz reserviert. Wir kbnnen diesen Beweis allerdings nur dann fihren, wenn
es irgendeine Person gibt (gegeben hat, geben wird), die behauptet, mit Hilfe des
Cantorschen Diagonalverfahrens die Uberabzahlbarkeit der reellen Zahlen zwischen 0
und 1 beweisen zu kénnen (z.B. Cantor selbst). Dazu beschreiben wir durch eine Bild-
schirmmitteilung zunachst die Universalanordnung und anschliel3end eine mit Hilfe
dieser Anordnung konstruierte Cantorsche Diagonalzahl. Diese Bildschirmmitteilung
legen wir der Person, welche die Uberabzahlbarkeit behauptet, vor. Die Person muss
die Frage, ob durch diese Cantorsche Diagonalzahl eine reelle Zahl zwischen 0 und 1
definiert ist, bejahen. Damit erhalt diese Zahl aber einen Platz in der Anordnung aller
Zahlen, wie wir sie oben definiert haben.

Da nach Meinung des Kritikers durch die unter Zugrundelegung der Universal-
anordnung gebildete Diagonalzahl tatsachlich eine Zahl zwischen 0 und 1 definiert ist,
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ist fur sie auch ein Platz in der Universalanordnung reserviert. Sie stehe dort an n-ter
Stelle und ihre n-te Dezimalstelle musste ihrer Definition nach ungleich ihrer n-ten De-
zimalstelle sein. Die Diagonalzahl des Kritikers gehort zur Klasse der in sich wider-
spruchlichen Denkobjekte (Seite 15), aber sie hat ihren sicheren Platz (ihre sicheren
Platze) in der Universalanordnung.

Grundsatzlich unterscheidet sich hier die Cantorsche Diagonalzahl nicht von
anderen Zahlen, in deren Definition ein Widerspruch steckt, wie z.B. die kleinste natur-
liche Zahl, groRer als 5, aber kleiner als 3 (vgl. S. 9).

In gleicher Weise verfahrt man bei anderen Uberabzahlbarkeitsbeweisen, die in
der Konstruktion eines angeblich in der bisher abzahlbar angeordneten Menge von
Elementen nicht enthaltenen Elementes bestehen. Immer zeigt sich, dass in der An-
ordnung genugend Platz - genlgend Schubladen - vorhanden sind. Auch fur jenes
Element, fur welches in der abzahlbaren Anordnung angeblich kein Platz vorhanden
ist, gibt es eine Definition und ein Denksubjekt (den Kritiker), das irgendeinmal be-
hauptet, durch diese schriftlich darstellbare Definition werde ein Element der Menge
eindeutig beschrieben. Damit gibt es einen Platz in der Anordnung.

Wir wollen auf diese Gegenuberstellung der abzahlbaren Universalanordnung
und der Uberabzéahlbarkeit des Kontinuums noch einmal néher eingehen. Dazu fiihren
wir eine "Summe zweier BSM" ein. Gegeben seien die beiden Bildschirmmitteilungen
BSM; und BSM,. Unter der BSM1.2 wollen wir jene Bildschirmmitteilung verstehen, die
aus den hintereinandergeschriebenen Bildschirmmitteilungen BSM+ und BSM; be-
steht. Die beiden Bildschirmmitteilungen sollen dabei so hintereinandergeschrieben
werden, dass zuerst die BSM1 und dann die BSM; gelesen wird.

Weiters erinnern wir daran, dass eine Bildschirmmitteilung flr sich allein gele-
sen in der Universalanordnung nicht vorkommt. In dieser Universalanordnung schei-
nen nur Bildschirmmitteilungen auf, die neben einer grafischen Darstellung im der obe-
ren Halfte ein genau bezeichnetes Raum-Zeit-Element in der unteren Halfte besitzen.

Will man eine Diagonalzahl in einer Bildschirmmitteilung ausdricken, dann
muss man zunachst die Regeln flir die Anordnung der zeilenweise geschriebenen
Zahlen vollstandig angeben und anschliel3iend das Bildungsgesetz der Diagonalzahl
auf Grund dieser zeilenweisen Anordnung.

Wir wahlen nun als Regel fir die Anordnung der zeilenweise geschriebenen
Zahlen die aus der Universalanordnung gewonnene Anordnung der Dezimalzahlen

zwischen 0 und 1. Diese Regel kann in einer Bildschirmmitteilung, nennen wir sie
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BSM;,, ausgedruckt werden. Das von uns gewahlte Bildungsgesetz der Diagonalzahl
(Seite 8) schreiben wir in Form einer Bildschirmmitteilung, die wir BSMz nennen, an.
Die Bildschirmmitteilung BSM+., beschreibt nun unsere Diagonalzahl, wie wir sie auf
Seite 8 nach Cantor gebildet haben. Setzen wir nun diese BSM1.; in die obere Halfte
einer Bildschirmmitteilung und ein Raum-Zeit-Element, das den Kritiker der Abzahl-
barkeit in einem Zeitpunkt, in dem er diese Kritik aufrecht halt, bezeichnet, in die unte-
re Halfte dieser Bildschirmmitteilung und bezeichnen sie mit BSM, dann muss der Kri-
tiker die Frage, ob die obere Halfte von BSM eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 ein-
deutig beschreibt, in dem betreffenden Zeitpunkt bejahen.

Damit hat die Bildschirmmitteilung BSM einen Platz in der Universalanordnung.
Dieser Platz liege an der n-ten Stelle. Man Uberlegt sich nun leicht, dass fur die n-te
Dezimalstelle b, der Diagonalzahl auf Grund ihrer Definition sowohl b, = an, als auch
b, # ann gelten muss. Die vom Kritiker angestrebte Beweisfuhrung ist daher inkonsis-
tent und wir bezeichnen den von ihm angestrebten Beweis der Uberabzahlbarkeit als

misslungen.

EXISTENZ: In der Mathematik wird oft die Frage gestellt, ob eine Zahl mit be-
stimmten Eigenschaften existiert oder nicht. Vielfach werden Existenzbeweise friher
als die entsprechende Zahl selbst gefunden. Die Frage nach der Existenz ist aber
nicht nur auf den Bereich der Mathematik beschrankt. Oft wird der Begriff "Existenz"
so gebraucht, als gébe es Uber seinen Inhalt allgemeine Ubereinstimmung. In den Na-
turwissenschaften ist man manchmal zufrieden, wenn das Ergebnis einer Theorie mit
den Experimenten, mit der Beobachtung ubereinstimmt. Inwieweit die dabei verwen-
deten Denkobjekte tatsachlich existieren, ist dabei von sekundarer Bedeutung.

So wie wir weiter oben die Menge aller Zahlen so definiert haben, dass jeden-
falls von keiner in ihr nicht enthaltenen Zahl sinnvoll gesprochen werden kann, wollen
wir auch die Menge der existierenden Denkobjekte hinreichend umfangreich definie-
ren.

Wir kénnen uns dabei auf Denkobjekte aus der Universalanordnung beschran-
ken, denn von anderen Denkobjekten kann ja niemals sinnvoll gesprochen werden.
Wir bezeichnen nun alle jene Denkobjekte als existent, die von irgendeinem Denksub-
jekt in irgendeinem Zeitpunkt als durch irgendeine Bildschirmmitteilung eindeutig be-

schrieben angesehen wurden.
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Diese Definition wird sicher fur manchen Leser als viel zu weitgehend bezeich-
net werden. Es genugt uns aber zu zeigen, dass auRerhalb der so definierten existie-
renden Denkobjekte mit Sicherheit nicht von Existenz widerspruchsfrei gesprochen
werden kann. Die Universalanordnung berlcksichtigt ja alle Denkobjekte, die Uber-
haupt jemals mdoglich waren, mdglich sind oder moglich sein werden. Ein dartber Hin-
ausgehen ware ein Widerspruch in sich.

Mit anderen Worten: Es kann in keiner Weise etwas existieren (existiert haben,
in Zukunft existieren) dem nicht in der Universalanordnung ein Platz reserviert ware.

Auf den ersten Blick erscheint durch diese Definition der Existenz ein grof3er
Teil des Innenlebens zu kurz zu kommen. Wie sollte es mdglich sein, den zweifellos
existierenden emotionalen Teil des Menschen oder gar das Unbewusste in einer auf
Bildschirmmitteilungen beschrankten Universalanordnung einzufangen? Hier muss
daran erinnert werden, dass in der Universalanordnung lediglich von der fur ein Denk-
subjekt eindeutigen Beschreibung eines Denkobjektes durch eine Bildschirmmitteilung
die Rede ist. Naturlich ist es im allgemeinen unmoglich, den gesamten Informations-
gehalt etwa einer bestimmten Emotion in einer Bildschirmmitteilung wiederzugeben
Dies liegt wohl an der Komplexitat und damit auch an der Einmaligkeit der meisten
Emotionen. Um eine solche Emotion eindeutig zu beschreiben, ist es aber gar nicht
notwendig, ihren Informationsgehalt wiederzugeben. Es genlgt ja, di Person, welche
die Emotion empfindet, und den Zeitpunkt der Empfindung so wie die Art der Empfin-
dung eindeutig zu beschreiben, und dies ist zweifellos durch eine Bildschirmmitteilung
moglich. Man kénnte etwa die eine Emotion empfindende Person als eine Art Messge-
rat fir diese Emotion betrachten und die Emotion selbst durch den Zustand dieses
Messgerates beschreiben. Eine Ungenauigkeit dieses Messgerates muss dabei nicht
beflirchtet werden, da eine solche Emotion ja nicht mehr als Teil des "Gesamtzustan-
des" der Person ist. Das Herauslosen dieses Teiles aus dem Gesamtzustand ge-
schieht eben mit Hilfe der Sprache.

Die durch die Universalanordnung erfassten Denkobjekte sind ihrer Definition
nach alles Denkbare. Der Versuch, diese Denkobjekte in einer Menge zusammenzu-
fassen und sie dann sozusagen von auflen zu betrachten, gleicht dem Versuch
Minchhausens, sich selbst an seinem Zopf aus dem Sumpf zu ziehen.

Es ist sinnlos, das Wort vom Sprecher und von dem, an den es gerichtet ist,

oder den Gedanken vom Denksubjekt trennen zu wollen.
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WAS IST DIE WELT?: Hier handelt es sich offenbar um einen sehr komplexen

Begriff. Wir sind gewohnt, Begriffe von uns als Person abzulésen und ihnen Selbstan-

digkeit zuzubilligen. Es ware nun naheliegend zu fordern, dass nur jenen Begriffen
Selbstandigkeit zukommt, die zu allen Zeiten und fiur alle Denksubjekte den gleichen
Sinn ergeben. Diese Forderung erscheint dem Autor als zu einschrankend.

Wir wollen so wie weiter oben fur die Begriffe "Zahl" und "Existenz" nunmehr
eine Definition des Begriffes "Welt" geben, die wir jedenfalls als hinreichend weit er-
achten.

Als "Welt" bezeichnen wir die Gesamtheit aller Denkobjekte, die durch die Uni-
versalanordnung erfasst werden.

Eine so definierte Welt ist naturlich wegen der Unbegrenztheit der in ihre Defini-
tion eingehenden Bildschirmmitteilungen und wegen der notwendigen Bezugnahme
auf alle moglichen Denksubjekte niemals in allen Einzelheiten erfassbar. So wie bei
den Begriffen Zahl und Existenz geht es uns aber auch hier wieder darum, dass kein
Teil der Welt vergessen wurde. Dies ist aber leicht zu sehen. Jede Behauptung, die
obige Definition der Welt sei zu eng, erfordert ja ein Sprechen Uber etwas aul3erhalb
dieser Gesamtheit, also ein Sprechen uUber Denkobjekte, die in der Universalanord-
nung nicht erfasst sind. Dies ist aber nach Definition der Universalanordnung ein Wi-
derspruch in sich.

Das steht naturlich nicht im Widerspruch damit, dass in der Welt, wie wir sie
definiert haben, Denkobjekte auftreten, die in sich widerspruchsvoll sind. So ist die
kleinste naturliche Zahl, groRer als 5 und kleiner als 3 (vgl. Seite 9), zweifellos ein
mogliches Objekt unseres Denkens, obwohl dieses Denkobjekt einen Widerspruch
beinhaltet. Desgleichen kann man Uber Denkobjekte sprechen, die nicht in der von
uns definierten Welt enthalten sind. Gerade durch diese Moéglichkeit, Uber sie spre-
chen zu kénnen, werden sie nach unserer Definition Teil der Welt. Die Behauptung,
durch solche Denkobjekte werde die Unvollstandigkeit des Begriffes "Welt" nach der
obigen Definition bewiesen, enthalt daher einen Widerspruch.

Halten wir also fest: Unsere Definition der "Welt" schliel3t Widerspriiche ein.
Widerspriche sind fir uns nur dort von Bedeutung, wo sie in einer Behauptung bzw. in
einem Beweis auftreten. Widersprichliche Behauptungen bezeichnen wir als falsch,
und Beweise, in denen Widerspriche auftreten, bezeichnen wir als misslungen. Ob-

wohl wir also etwa der Diagonalzahl, angewendet auf die Universalanordnung, durch-
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aus Existenz zubilligen, missen wir den Versuch, durch sie die Uberabzahlbarkeit der
Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 zu beweisen, als misslungen erachten.

Der wesentlichste Inhalt der vorstehenden Ausfuhrungen kann im folgenden
gesehen werden: Die Sprach wurde als Moglichkeit der Informationstibermittiung ge-
schaffen. Eine solche Mitteilung ist nur sinnvoll im Zusammenhang mit einer Person,
an die diese Mitteilung gerichtet ist. Eine solche Person muss zumindestpotentiell vor-
handen sein. Die Verwendung von Worten in Mitteilungen ist nur insoweit sinnvoll, als
sichergestellt ist, dass der Empfanger einer Mitteilung diese Worte im selben Sinn ver-
steht wie der Mitteilende. Ein Personenunabhangiges Kriterium hierfir ist nicht be-
kannt. Die Verwendung der Sprache folgt gewissen Spielregeln. Nur im Rahmen sol-
cher Spielregeln darf Sprache angewendet werden.

In der Universalanordnung werden auch Denkobjekte beschrieben, die in sich
widerspruchsvoll sind. Dies liegt in der Natur unseres Denkens. Es konnte bis jetzt
auch kein Nachweis der Widerspruchsfreiheit fur alle wissenschaftlichen Systeme erb-
racht werden. Fur den religidsen Bereich ist etwa auf Tertullians "credere quia
absurda" hinzuweisen. Widerspriche sind formulierbar und als solche existent. Wir

definieren daher

DIE WELT IST ALLES, WORUBER GESPROCHEN WERDEN KANN

Auch wenn wir in Platons Héhle gefangen nur die Schatten der Wirklichkeit
wahrnehmen koénnen, so kénnen wir doch Uber Denkobjekte auflerhalb der Hoéhle
sprechen. Insoweit, aber auch nur insoweit, konnen Denkobjekte existieren. Hier lie-

gen die Grenzen unserer Welt.

SCHLUSSBEMERKUNGEN: Die Universalanordnung erhebt den Anspruch, die Welt

zu umfassen. Sie beansprucht also eine gewisse Gultigkeit nicht nur hier und heute

sondern Uberall und jederzeit, also fur alle moglichen Denksubjekte. Warum griindet
sie dann so entscheidend auf Bildschirmmitteilungen? Zwar haben wir es vermieden,
uns bei den Bildschirmmitteilungen auf hier und heute lesbare und verstandliche
Schriften zu beschranken, doch bestand die wichtigste Eigenschaft einer Bildschirm-
mitteilung zweifellos in ihrer optischen Lesbarkeit.

Die zentrale Bedeutung der Bildschirmmitteilungen beruht auf fundamentalen

Eigenschaften menschlicher Erkenntnis. Wie kommt es zu Erkenntnissen und wie zu
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"wahren Aussagen"? Ausgangspunkt sind unsere Sinnesorgane, die ein Abbild der
AulRenwelt in unser Inneres vermitteln. Dieser Satz ist durchaus auch physikalisch-
raumlich zu verstehen. Ein (verhaltnismaRig sehr kleiner) Teil dieser Abbildungwird
uns "bewusst". Sowohl die bewussten als auch die unbewussten Bilder der Aullenwelt
in uns kénnen der "Bewaltigung des Lebens" dienen. Es hat sich offenbar als zweck-
mafig erwiesen, Uber die Abbildungen der AuRenwelt in uns "Aussagen" zu machen,
d.h. etwas "aus dem Inneren hinaus" zu sagen uhnd dabei unter anderem zwischen
wahren, falschen und sonstigen Aussagen zu unterscheiden.

Wir haben es also zunachst mit einer Abbildung der AuRenwelt auf unser Inne-
res zu tun und anschlie®end mit einer von uns bewusst gesteuerten Abbildung dieser
Abbildung nach aul3en. Diese Abbildungen nach aufien, die Aussagen, konnen offen-
bar in Form von Bildschirmmitteilungen formuliert werden.

Analoge Uberlegungen kdnnen natiirlich fiir génzlich anders geartete "Denksub-
jekte" mit ganzlich anders gearteten "Mitteilungen" angestellt werden. Etwa fur an-
dersartige Organismen in anderen Sternensystemen. Voraussetzung ist lediglich, dass
auch dort "Abbildungen" in beide Richtungen auftreten, die aus (universell gultigen)
"physikalischen" Grinden gequantelt und daher abzahlbar sind.

Die Universalanordnung enthalt alle mdglichen Aussagen (aller mdglichen
Denksubjekte). Da die die AuBenwelt in unseren Uberlegungen auch das (physische)
Denksubjekt selbst als mogliches Objekt enthalt, sind nattrlich "Aussagen" auch ohne
zugrunde liegende "aulere" Sinneseindricke moglich. Da alle moglichen Aussagen
auch alles Denkbare enthalten, ware es ein Widerspruch, von etwas aul3erhalb der
Universalanordnung zu sprechen. Derartige Aussagen mussen von uns als falsch be-
zeichnet werden. Es kann daher auch nichts aul3erhalb der Universalanordnung "exis-
tieren". Alle mdglichen (auch alle falschen) Aussagen Uber "Existenz" sind in der Uni-
versalanordnung enthalten.

Fur unsere Uberlegungen hier und heute reicht die Universalanordnung also
jedenfalls aus. Man sollte sich aber immer bewusst sein, dass nach Sigmund Freud:
"unsere Organisation, d.h. unser seelischer Apparat, eben im Bemihen um die Erkun-
dung der AuRenwelt entwickelt worden ist, also ein Stick Zweckmaligkeit in seiner
Struktur realisiert haben muss, dass er selbst ein Bestandteil jener Welt ist, die wir
erforschen sollen, und dass er solche Erforschung sehr wohl zulasst, dass die Aufga-
be der Wissenschaft voll umschrieben ist, wenn wir sie darauf einschranken zu zeigen,

wie uns die Welt infolge der Eigenart unserer Organisation erscheinen muss, dass die
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endlichen Resultate der Wissenschaft gerade wegen der Art ihrer Erwerbung nicht nur
durch unsere Organisation bedingt sind, sondern auch durch das, was auf diese Or-
ganisation gewirkt hat, und endlich, dass das Problem einer Weltbeschaffenheit ohne
Rucksicht auf unseren wahrnehmenden seelischen Apparat eine leere Abstraktion ist,
ohne praktisches Interesse. Nein unsere Wissenschaft ist keine lllusion. Eine Illusion
aber ware es zu glauben, dass wir anderswoher bekommen koénnten, was sie uns
nicht geben kann":

Dennoch ware ein Weltbild unangemessen, wenn es auf uns zugangliche abso-
lute Wahrheiten beschrankt bliebe. Es muss zumindest dahingestellt bleiben, ob der
Begriff von absoluter Wahrheit, die nicht nur hier und heute fur ein Denksubjekt, son-
dern immer und Uberall fur alle Denksubjekte, eben absolut gilt, sinnvoll ist. Eine RE-
LATIVIERUNG DES WAHRHEITSBEGRIFFES erscheint uns insbesondere dann er-
forderlich, wenn wir das Problem der Mitteilung einer Wahrheit von einem Denksubjekt
an ein anderes betrachten. Nicht nur das unterschiedliche "Vorwissen" an sich er-
schwert oft die Wahrheitsibermittlung. Oft scheint es "schon schwierig genug, Uber-
haupt zu bemerken, dass der andere eine eigene, von uns selber verschiedene Spra-
che redet. Wenn er von Vater, Mutter, Baum oder Haus, Kirche oder Schule, Bruder
oder Schwester, Lehrer oder Meister,, Gott oder Teufel, Madonna oder Engel, Tier
oder Pflanze, Stern oder Gebirge, Fluss oder Wald spricht, so glauben wir zunachst
von Dingen und Gegebenheiten zu hoéren, die wir bereits hinlanglich kennen. Irgend-
wie sind wir Uberzeugt, dass der andere in den uns bekannten Woértern ebenfalls nur
das uns bekannte sagen und meinen konne. In Wirklichkeit aber verbinden sich mit
allen Begriffen im Munde des anderen Erfahrungen, Erinnerungen und Assoziationen,
die unvertauschbar seiner Biographie zugehoren... " (Drewermann, Grimms Marchen,
Tiefenpsychologisch gedeutet).

Dennoch haben uns die Wissenschaft "so herrlich weit gebracht". Die Relativitat
der Wahrheit ist demnach offenbar kein Hindernis fir einen wohl definierten Fort-

schritt.
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ANHANG: FRAGEN ZUM NACHDENKEN

- Was ist eine Zahl|?

- Gegeben sei ein Setzkasten mit den Ublichen Zeichen (Buchstaben, Ziffern,
Plus-Minuszeichen usw.) sowie ein Raster mit 35 Zeilen zu 60 Platzen fur je ein
Zeichen (etwa eine Schreibmaschinenseite). Welches ist die grofdte natirliche

Zahl, die auf diesem Raster mit Hilfe der Zeichen dargestellt werden kann.
- Was ist Wahrheit? D.h. welche Voraussetzungen mussen gegeben sein,

dass auch nur zwei Personen von ein und demselben Satz "zu Recht", also oh

ne Missverstandnisse (!) sagen konnen, er sei wahr?
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DIE ZITATE AUF SEITE 2 DIENEN EBENSO WIE DIE FRAGEN ZUM NACH-
DENKEN AUF SEITE 22 DER EINSTIMMUNG AUF DIE HIER BEHANDELTE PROB-
LEMATIK. SIE SOLLEN DAS VERSTANDNIS FUR DEN UNTERSCHIED ZWISCHEN
DER UNIVERSALANORDNUNG UND EINER UNIVERSALBIBLIOTHEK FORDERN.
ALS UNIVERSALBIBLIOTHEK KONNTEN WIR DIE GESAMTHEIT ALLER BILD-
SCHIRMMITTEILUNGEN ANSEHEN. DURCH SIE WARE ABER NICHT VIEL GE-
WONNEN, DA IN IHR LEDIGLICH ZEICHEN, NICHT ABER DENKOBJEKTE ANGE-
ORDNET WERDEN. IN DER UNIVERSALANORDNUNG WERDEN DEMGEGEN-
UBER ALLE MOGLICHEN DENKSUBJEKTE ANGEORDNET. SPRACH SPIELT DA-
BEI NUR INSOWEIT EINE ROLLE, ALS SIE DEM JEWEILIGEN DENKSUBJEKT IM
JEWEILIGEN ZEITPUNKT ZUR EINDEUTIGEN BESCHREIBUNG DES JEWEILIGEN
DENKOBJEKTES DIENT.

DAZU NOCH ENMAL DAS BEISPIEL DES BEWEISES DER UBERABZAHL-
BARKEIT DER REELLEN ZAHLEN, MIT HILFE EINER CANTORSCHEN DIAGO-
NALZAHL. DIE WIDERLEGUNG DIESES BEWEISES WIRD NICHT DURCH DIE
ANGABE EINES PLATZES AN SICH FUR DIE DIAGONALZAHL IN DER
UNIVERSALANORDNNG GEFUHRT, SOMDERN DURCH DIE ANGABE VON
PLATZEN FUR DIE BEHAUPTUNGEN ALLER MOGLICHEN DENKOBJEKTE IN AL-
LEN MOGLICHEN ZEITPUNKTEN, DASS EINE SOLCHE DIAGONALZAHL EXIS-
TIERE. FUR JEDE DIESER MOGLICHEN BEHAUPTUNGEN LASST SICH EIN WI-
DERSPRUCH IN DER DEFINITION DIESER DIAGONALZAHL ANALOG DEM AUF
SEITE 19 ANGEGEBENEN ZEIGEN.
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Zar Dberzdhlbarkeit der Menge der reellen Zahlen.

Jede reelle Tanl-nat die Eigenzchalft; dal "in irgendeilnem
Zeitpunkt®™ "irgendeln denkendes Wesan®™ "an diese Zahl denken

kann™.

Jede reelle fahl hat die Eigenschatt, dall es =in denkandes

Wesen geben kann, welches in irgendeinem Zeltpunk: disse Zahl

durch aine Bildschirmmitteilung (B8M} eindeutig bezeichnen kanm.

. Als BEM ist min guacdratischer Raster zu verstehen, der aus
einzelnen Quadraten der Beitenliinge 1/10 mm zusammengesetet
1st, wobel die einzelnen Quadrate entweder welB wader schwars
Sein konnen.

- Eindentige Rezeichnungen sind belspilelsweise:

ila VELe Eaklo 2T

2. "Dle Eahl Sreben™

« 3. "Ble Zahl m"

4. Maj; Ty Gy wee wobel i genau dann 1 ist, wann 2ia Gleichaong
atiptie™ gine ganzzahlige , mighttriviala Tésung in a,b,c
DesiLELy 3nsonsten 18t :l!_l—'ju

3. "Die ¥ahl, an die leh [das Wesen| im Jeitpunkt T gedacht

nape {nacl¥, wobei T in Vielfachen der Slamentarzait ange—

genen werien Kanm.
Alle BEM szind abzihlbar ancrdenbar.
Alle méglichan denkenden Wesen zu allen miglichen f{abzihlbaren)

deltpunkten, kdnnen abzihlpar angéordnet werden.

.1. Dle Raum-Zeit-Welt wird in Elementarteile geveilt. Bin Ele-

mentarteil sei etin Wiriel mit deor Kantenldnge der Elementar-

—_—
I

liénge und der Dauar der Rlementarzelb.

4.4. Dilese Raumzeitsiemente kidnnen abzihlbar angecrdnet werden.

4.3, Jedes denkende Wasan xXann zu jedem feilpunkt des Denkens

durch mindestens ein Raumzeitelement eindeutig beschrisien
werden. Die Benaupturg 4) folgt nuan sus &2
Alle Kombinationen einer belishigen J&M mit einem beliebigen,
denkenden Wesen zu eincm beliebhigen Ze unkt kdnnen abzinhlroar

angeordnet. werden.



6) Die Menge der reellen Zahlen 15t eine Untermenge der abzahlbarsn
Mange aus 5).

6.1, Die Konstruktion siner angeblich in 5) nicht enthaltenen reellen
rahl, wie z.B. sine Fantor'scheo Diagonalzanl (EDZ) . fTohtt zu
ginen Wlidersproch; denn wenn cin-denkendes Wesen in Ircendelnem
seitpunkt behauptot, disese KDZ sel eine reelle Zanl, dann kann
diese Behauptung in Form siner BSM nach 2) dargestellt werden.
Dis Fombimation dieser BEM mit dem denkenden Wesen und dem dean Teit=
punkt seiner Behauprung berwichnenden Raumzeitelement, hat aun

ernen Platz ln der Menge 5, woraus der Wlderszpruch folgt.

ANmerkungen:
a)] Wie immer die Menge der recllen ahlen definiert wird, kann dis
Kantor'sche Diagonalverfahren, angewendet auf die Menge der in
6) angrsprochenen reellen Zahlen, nicht aps dexr Menge 6) hinmaus—
fihren.
iz} Herbert Pietschmann schreibt in secinem Buch "Die Wahrhelit Licgt
nicht in der 'Mitte":
Ezs gentlgt ndmiich nicht, dariiber zu grdbéeln wie ein Guhjekt
zu Aussagen iber die Realitit kommen Kann, wir 4alirfen nis
vergessen, dafl eina sfinnval le Aussage elines Subjektes iber
ein Objekt immer fir mindestens cin anderes Subjekt getroflon
wirdg. Dal sine Aussage also aur dann beachtenswert Lst, wonn
dag anygcsprochene Du als Gesprichspartner ernst goenommen wird.,
Dies kann sagar noch crweitert werden auf Aunssagen cines Subjek=-
tes fhr =leh selbst. Line weitere Erwaiteruny erschoint aller-
dings sinnlcz,. Daher:
woran man nicht denken kann, daran soll man nicht denken.



DIE WLLT IST 2BFAPLIAR

18 wird eine shrxdihlbare: hnordoung alles Donkbaren
gajeben (Dalvergalancrdnung) . Jéden Denkbbiext wird
mindestens eine natirliche #zhl eindeutig zugeord-
et Il woeiteren wird geseigt, Wardm jeder Bewsis
einer herahzihloarkeit [insbesondare Cantor) bei
diaser Anordnung versagt,

Der Pegriff askzinlbary witd hiebedi lm Sivne Jder Mathematik
verwandat, d.h. ar bezeichnet die Michtigkeit sinar Mange,

nicht gréler ‘als die der natirlichen Zahlen.

Diskussionswiirdig lat zundchst der Begriff Welt, ein ausgp-

sprochen unscharfer BegriTf. (Gist ofF absclul gscharie Be-

griffe?) Ioca midchte den Bagriff Welt hier im Sinne des fol-
d

Hitarigehen

-
=L

L=-

genden Satzes verstéhon der natiirlich auch

Charakter hal:
Satzs: DI WELT IS5T1T ALLLES, WOBRBUBEER GESPROCHEMN WERDEN KAMNN.

Aber nichC-nur ‘ABic et nunc. Die Miglichkeit ;- im Sinpne dieses
fatkes Gher ‘ghwas spréchen zu kfnnen, wpll Flr glle deniondon
Bup jecte und in Jedem moglichen @eltpunkl gelter

Digse Erlaunterung das Hegritfes "worlboes gosorochon werdaa
cann” istsdeshalbh notwendig, weil durchaus denkbar disc, dasd
lrgenawo, z.Bh. irgondwo fm Andromedanebel , irgendeinmal
irgendeina Ausdrucksform (Sprache) existiert (existisrt hat,
cHIsbleren: witdl; dber Jdig Wit hic et nldng dichts Sdgern Hdn-

ILI=H

Eine Madglichkeit, die Definition deér wWelt im Sinne des abigen
Satzes guf mich als Astor und auf den Lesor - dieser Zeilen zu
beschrinken, wire natlclich dann gegeben, woenn jede &n irgend-
ginen Ort wnd zu irgendeinem Zeitpunkt verwendete Sprache in
die 1nh diesem Auisatz verwendete Sprache dibersetzt werden
kénnte und dacei auch das Verstindnis fiir dasg jeweils Ausge-—
sprochene,; 2.0. durch entsprechende Erliutorungen, erzielbar
ware. Gerade dicsZe letste Voraussetzung ist jedoch problema-

tisch. Auch eine nocii 80 gute Uhersetzung und eince noch s



auafihrlicha Erliuvterung wird wahrscheinlich auferstande,

ginem Naapcurtaler ader alnemn Javamenschen S3cge ibar

f oyearstindlich zu machen:

Shperscrings

Ein Pewelrs des oblgen Batges eriibright sich natiirlich dann,
all

FaLl o

cnn wir ihn dls reine Definiticn werstehen., In &lesen

=

j

L o3 abor notweondig 2u [ragen, oh diess Befinition au

_l.ll
o
]

sinnvell i1st-

Zundohst einmal: Ist diec Welt kRleiner als allas woriiber ge-
gprachen werdsn kKann? Anders ausgedriickt. Ist es sinnovall
2

alles woriibar gesprechen werden kann ;- der Welt zozuordonent

Da alles, worliper ‘gesprochan werden kann g¢in mdgliches Derk-

abjekt ist,wlil ich diese Fraga Bejaheh.

Als gweités isl zu [ragen, ob es etwas in der Welt gibet,

1

richt igesprochen wordsn ‘kann. Der Bewsis oder bes

I
ser die Begrindung, daf dies nicht der Fall sk, sall indi-

rekt gogootn wardan. Behauptet nimllch irgendjemand in 1r-
gencaeinam feltpunkt das Gegenteil | dann bedeuwtot dies niches
anderes als die Lehauptung, es gibe "etwas" in der Welt, wo-
riber nicht gesprochen werden kann, Damit ist aber disse Be-
hauptung sclbst bereits esin Sprechen ibér dleses "etwas".

Sle enthiIll algo einen Wlderszruch in §ich. Daravs folgt dle
Vellstidndigkeit des Begriffes "Waelt" aus dem ohigen Satz.

Wir Kommen nun zar Verbindung der Begriffe "welt" und "abzdhl-
bar". Dipsc Veroindorng stellen wir dadarch her, dafh wir gei-

gen, alles, worldber (von lrgendjemandem irgendeinmal) gespro-

=

chen werden kann, kann abzdhlbar angeordnet werden. Baber

i

H:
m
=

wir dies gezeigt, dann haben wir die Welb, so wie wir s

pbigen Satz definiert haben, abzihlbar angecrdnet.

unachst zeigen wlr, dall alle mEglichen sprechenden Subjekte
anzdhlbar anceordnet werden kdnnen. Dabei gehen wir von der
Tatsache aus, dal sprechende Subjekiec eine gewisse Ausdehnung
in Raum uhd EZeit haben missen. Dis M8glichkeit "“iiher etwas
sprechen zu xinnen" setzt daher ein subjekt dieses Sprechens

voraus, dag durch epin bestimmbtes Element riumlicher und zoifg—



licher ausdehoung @indentiy definisrt werden Kanm.

Alle golchen mdglichen "Raum=-Zoitelemente" (RIE) apzihilbar
ansuoconen i1st aber leacht. Man blldet etwa elementare
Raum-doitelemente als viecrdimensionale Voluminag bostehand

drfel der Seitenldnge der Elementarlinge und

=

AUs elnemn

dor Dauer Cpr Elsmantarzeit. Man kann nun hinsichtlich der
deltachse wveom Urknall angefangen dic Elementarzeitinter-

valle 2dhler,; hinsichtlich der Volumina eéin Xoordinaten-

system z.B. im Erdmittelpunkt beginnend einfithren und in

dicsen die pdglichen Elementarwirfal, also Wirfel van dor

Kantenlinge der Llementarlinge, durchnumerieren.

Durch dlie Kembination der abzdnlbaren Elemertarzeitinter-
valle mit den.anzihlparen Elcmentarwirfeln 158t sich eine ab-
zahloare Ancrdnunyg ger RIE bilden. Di jedes migliche shra-
cnende Subjext infolge seiner riumllchen Ausdehnung in jedem
hoglichen Zeitraum (1) des Sprechens mindestens ein REE ent-

=] 3 -

ndlt, welches das Sobjekt und das Spréchen ecindeoutliy Kenn-

- -
ZelTnn

€, kEnn dle Menge alles mbglichen Sprechens jedes

In&glichen Sunjextes abzidhlbar angeordnet werden:

Bun ist poch zaozeigen, dal alles, vom dem ein bestimmbes

SubzjeRt in einem besjtimmten Zeitpunkt sprechen kann, abzinl-

dngecrdnct werden kann. Um dies zu zeigen definieren

=

=
-

I

wir sogenannte "Bildschirmmitteilungen™ (BSM). Daruntér wer-
stehen wir ‘guadratlschae, graphische Darstellungen, bestebiend
4us schwarzen und weillen Elementarguadrasen. Ein solches
Flementarquadrat lst ein Quadrat mit der Seitenlinge der Ele-

mentarldnge, das sntweder weid oder schwarz ist.

Inwiewclt eine Farbgabung bei lchen Elementarguadraten

a0
poysikalisch méglich bst, seoll hier nicht interessieren;
wesentlich ist, dafd alles, was schriftlich mitgeteilt werden
kann, alsc z.B. auch alles; wazs auf einem schwarz-weif-B2ild-
schirm eines Fernsehmofiitars gegeigt werden kann, durch sal-

che BSM dargestellt werden kann,

Wit wollen nun zeigen, wie durch solche BSM iiher Teile des



Wolt gesprochen werden xanns

Dffeniar kanm alles, wWas auf esinem Bildschirm darstellbar

ist; in Form einer BSM dargestellt werden., Mithin enthdlt

dig Menge der BSM z.B. alles, was wvon Menschen je geschrie-
ben wurde, aber auch alles; was von ihnen je geschrighen

witd, Ja auch nur je geschrisben werden konnte. Darikber hinaus
enthilt dis Menge der BSH auch Mitteilungen, 2.8, Texts, diaz
83 lanyg sind, dall 'sie alledin deshalb nicht geschriébsn

wariden konnen weil ‘die zur Verfigung stehende Zelt jedes
Labewesens, viclleicht sogar der ganzen existierendcn Welt,
nicht dazu gusreicht, didse Miltteilung als Ganzes zil erfias-

S

Fie Mengo der BSM enthElt aber auch Mittellungen iiber an-
spnsten Unbeschreibbares. So 2.8 wird ¢85 niemals dureh ei-
na Mittellung miglich =ein, ein Gefihl einem anderen Subjekt
vollstindig mitzuteilen., Wohl aber kann iiber dieses Gefihl
eindeutly gesprochen werden, wenn dle Art des Gefiithls, der
Zertpunkt und das SubjeXt des Gefiihls getannt worden., 5o
143t sich etwa idoer den Sehmerz sprechen, den Cisar empfand;

als ihn der erste Stich der Verschwirer getroffen hat.

Hier filhrt éine Abrweigung zyr Frage der "Existenz". Dazu
2in Relsplel: Kommt Goett in dieser Welt wvor? Diese Frage
Rann etwa 50 beantwortet werden: Gab es Jje oder wird es je
elinen Menschen gepen dor einmal an Gott gedavht hat - und

zwar nicht an eipen Gott sondern sben an "Goti" —; dann

kommt Gott in der hier genannten Welt vor. Besagrter Mensch
hdtte nidmlich in gesagtem Zeitpunkt an Gott denken kénnen
und damit llber Gott sprechen kénnen, so dad es eine Gott

entaprechande Kombination von RIE und BSM gibt.
ANMCIAUTT:
Man sieht leicht, dad diese Beschrinkurng asf Hildschirm-
mitteilungen der Universalitit der Abzihlbarkeit der Welt
keinen Abbruch tut. Mitteilungen werden nun einmal von
cinem Subjext v eincem anderen dber Medien iiberlragen,
fber Materie, Schwingungen, Strahlungen usw., und alle
diese Medien sind geguantelt und nur daraufl kommt es bei
der Abziahlbarkeit ar.



Wir naben aleo die Keombination von Raurn-Zeitelersnlen und
Bildschirpmitteilungen anzdhlbar angeordnet. Jiese Ancrd-

nung oozelchnen wir als Universalanocdnuvng (Ua) .

Wo ist nuen der Platz irgendeines Teiles der Welt odes auch
der Welt ‘als Ganzes, denn auch fiher die Welt als Gapzos
Kanon man sprechen, in der Mniversalanordnung? Hiezu ein
felspiel: Diw fn]gendc BSM bezeichnet fiir mich im Zeit-
Ni

punztt der “resenrift dieses Textes die 7ahl §:

|

Bie Zahl 8 kann filr mich aber auch tolgerdermalen dargae-
stellt werden:
Ly gt G B R g
irﬁifff FET:: & i Syl . L#?fv i
Ll 4 Y=o i

usw. . Das Wort "Acht" kann aber aduch inm Sinne do3 Wortes
Acht "in Acht wnd Bann" verstznden werden. D8r Sinn einer
ESM 1s5L daher rélativ [(zum Leser pnd zom feivpunkt des Lesons)
Deshally mud crundsdtzlich jsde BSM stets mit einem REL —
koppelt werden.. Im bisher iiblichen Sorachgeprauch ist ein
solches REZE cben teils durch den Autor, teils durch den Te

Sar hastinmt.

Aus der Abzdhlbarkeit der RZFE und der Abzlhlbarkeit dor EBESM
tolgt die Abzihlbarkeit dér Wels tentsprechend der ohigen
Lien). MHun sind zweifellaos die resllen Zahlen sin Teil
der Waelt. Wie erklirt sich aber dear Widerspruch zwischaen der
anzahlparen Anordrung der Welt und der Hherabzihlbarkeit ces

regllsn Zabklan?

Hier mui folgonde Uberlegung angestellt wercden: Eins 3b-
zdnloare Anordnung won Elcrenten ciner Menge bedeutet eine
girdeutige Fuordnung der Elemente dieser Menge zu den na-
tlirlichen Zahlen. Dis unendlichs Menge der natirlichen Zah-
len wird von uns gefihlsmdiig ssHr Zhnlich behandel+ wie
eine endliche Menge ven Zahlen. Die Menge der patitrlichen
fahlen ist uns jedech nir durch ihr Blldungsgesetz, namlich,
dali jede natiirliche Zah]l 1 &inen Nachfolger n+1 in der Men-

ge hat, erfafipar. In den iiblichen Beweisen der itherabzifilbar—



oit won Mengen wird dies vernachlidssigt. Wir wollen dies
am Boals=piel oss Cantor'schen fleweises der Uoerabzihlbarkeoit

der Monge der reallen Zahlen geigen:

Cantor geht davon aus, 2all bei elner abzihlcaren Anordnung
der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 es stets mdglch -sein
muaB; jode einzelne reelle Zahl in Form einer unondlichen

Dezimalzahl [;l.ﬁ1.sl.Jl st . anzigeben. Cantor petrachbek nun
[ =

]
aus der I-ten Zaile, und konstruiert eine noue Dezimsl=

die Zahlen a, ., dle j-te Dezimalstelle der reellen Zahl

prB, wsf., fiir die lediglich gefordert wird, dall
o, wiggledich 3jj Tir alle | ist. Offenbar hancelk o5 =sich
|

Dai Slescr: Derimalzahl U,h1,b

zahl 4,b

g eess lm ginag vreslle Yakl
ZWwlschen O und 1, die von jJeder Dezimalzahl der Anordnung

0,z verschieden ist.

o R v e
Das Entscheidende der Cantor'schen Beweisfihzung lieot
iarin, dald diese abzdhlbare Ancrdnung als fertigoegeben
vorgestellt wird, Wie immer dic Bildungegssetze dieser
Anordaung- auch sein mdgen,; sie werden als vollstindig an-
SENOMNeN, d.i. weitdare Bildungsgesetze sind nicht mohr zu-
ldsgig, Die Fonstruktion einer Cantor'schen Fiagonalzahl
18t zher geradc ¢in Brldungsgeset:sz, das vifenbar in den
fir die urspringliche anordnung herangezogenen Bildungs-

gessetzen nicht enthalten war.

Man kann das auch folgendermalen ausdriicken: Wanno immer

man aufl ‘Grund ziner vorgegebensn Menge von Dildungsgesatzen
2ime’ Ancordhundg der reellsn Bahlen swischen 0 ard 1 VOTTImmE;
ist es stets miglich; durch das Bildungsgesetz der Cantor'-
schen: Diagonalzahl eine in der Anordnung bisher rnlchs enc-
naltene reelle Zahl hinzuzufiigen. Ich seho hler eine Xhn-
lichkeit mit der Mdglichkeit, bei natiirlichen Zahlen zu

jeder natirlilehen Zahl n eine grdfere 2zhl n+l zu findan.

Der Unvellstindigkeilsbowels mit Hilfe der Cantor'schen
Diagonalzahl istc nur dadurch méglich geworden, dafi ein
neues KUnEtruktlﬂnsprlnzip fiir reslla Fahlen; nimlizh

Gas Bildungsgesetz der Cantor'schen Diagonalzahl , hinsu-



pefiigt wuride, Gelinge 85, alle miglichen Konstruktlons-
prinzioien ebenfalls atsihlbar - anruordasn, Jdann wire der

Cantor'scha Gegenbewels nichi mehr mbglich.

Genau dies geschieht nun duerch die Universalanordnung.
Ein Konstruktionspringiyg ist Zweifellos etWE51werhEr
gesprochen werden kann, j&, woriiber gesprochen Werach
mil, um &5 anzuwsEnden. Eg kann daher in Form einer DEM
angeschrieben werden. Insbesondere gllit dies natiirlich
fir das Cantor'sche Diagonalwverfahren. Der Widerspruch
rwischeon der abzghlbharen Anordnung im Rablmen der Univer-
salanordnung und dem Gagenbewels won Cantor K1Art sich

nun folgendermaBan:

Wird won lrgend jemand (etwa vom Leser dieser deilen) in
irgendeinem Zeitpunkt (etwa im Zeitpunkl des Lesens) be-
stritten,. dal.in der Universalancrdnung fir jede reelle
Fahl ein Platz warhanden wire; dann wird durch die Person
und diurch den Zeitpunkl Jdes EBEinwandes ¢ipn REE

[ =)

aFinlert. Der Einwand selbst kann in FPorm elner HEW for-

[

te Honstruxlbion

=]

miliert werdenh, etws sine BEM; welche &
giner Cantor'schen Diagonalzahl aof Grund der Urnlversal-
anourcoung zum Inhalt hat. Fir die Kombination \RZE, BSM)
ist aper ein Platz in der hniverszalanordoung vorhanden.
Entspricht diesexr Platz etwa der i-Len Z2eile in der An—
ordnung der fiir xeelle Zahlen vorhandensn Plitze, dann
enthilt das wom Eritiker aufgestellte FEonstrukticnsprin-
zip cder Dlagonalzahl die Forderung, dic L-te Dezimalzahl
bi m1f ungleich der i-ten Dezimalzahl der Diagonalzahl
gewdhlt werden. Dies ist ein Widerspruch. Der Widerspruch
beruht darauf, daB in der Universalanordnung sben auch
alle denkbaren Konstruktianspringipien berdcoksichtiot
sind, daher auch das Konstruktionsprinzip der Cantor'schen
Diagonalzahl , angewendet aufl eine beliebige Anordnung,

alse auch auf die Iniversalatordnung.



Dis Universzalanordhunyg nimmt keine Ricksicht auf Sinn
ccer Inralt wouaer gar Wahrheit von Bildschirmmitteilvncen.

Wle weit cinoe Bildschirmmitteilung als sinnvolle Aussage
oder als wahre Aussage angesehen wird, ist ausschlielllch
dem Jewsiligen Denksubkjekt dberlassen, ‘das durch &as REE

rd.

,..-

gukannioichnet w

als

I'.'I

#an zieht Ubrlgens leicht, daB es nicht notwendig i
UA dis Kembinatlonen (RZE, BSM) zu betrachten; sondern

dad die Menge aller BSM, @llein gendigt. Dazu ist ¢& ndmlich
nur notwendlg, fobersll dort, wo é@ina BSM mit einem BE2E zu-
gamman betrachtet wird, sine verbale Beschreibung dieses
HEIZ an die B3H anzuflgen. Es genigl also als LA alle fene
RSN zu betrachten, in denen durch eine Anfigung ein mdg-
liches sprechendes Denksubiekt, also.ein REE, beschrieben

wirds

In gleicher Weise laszen sich Widerspriiche In allen Beweisen
der Uberabzihlbarkeit einer Menge zeigen, in denen ein Sle-
aent cefinlert wird (lber ein Element gesprochen wird, ein

Elemcnt durch eine BESM beschrieben wird), fir walches in der

A angeblich kein Plalz reserviert ist.

Pie hier verwendeten Gedanken finden sich schon bei Wittgen-
stein ("Die Welt ist alles, was der Fall ist™, und "Woriiber
man nicht sprechen kann, dariiber soll man schwoeigen") und

g0l Gidel (abzihlbare Anordnung).



Hintergrund:

ITT

Seit Einfdhrung des Wirkungsgquants in die Beschreibung der
Matur mufte die urspringliche Vorstellung von kontinuierli-
cher Haum—-Zeit iberdacht werden. Zwar liegt der formelmis—
sigen Beschreibung wvom Teilchen und ihrer Wechselwirkunc
insowelit nach wie vor eine Kontimuierliche Raum=-Zeit zugrun-—
de als es gich um Feldezr handelt. In dem Augenblick jedoch
in dem Beobachtungen angestellt werden, in dem Ort und Zeit
gemessen werden, Xehrt die Natur wiederum ihre geguantelte

Seits haryarc,

Ez ist cem Menschen zutiefst bewult, dal zwizchen sainen Ge=
danken und der Materie ein prinzipieller Unterschied besteht.
Bestaht dieses Bewultseln zu Recht? Die Komplexitit d&s Grob-

mirns lAaft Zie Uberlegung durchawvs z2u; daf jeder Bedanke esi-=

H
r
7]
£
]
]
#
I

kenden Sunjekts verbunden ist mit einer genay diesem

—

Gedanken antsprechenden materfellen Fonfiguration in seinem

Grofairn.
Eolche Uberlegungen konnten g5 nahe legen, Jden Begrifi des

=
)

1
neinpums kKritisch zu ifberdeniken. Inskbescondere sall die Fra-

ge untersucht werden, in welchem Sinne {iberabzidhlhara Mengan

existlieran, egwa die Uberabiihlbare Menge der reellen Zahlan,
wenn doch in . einer gequantaelten Welt alles Existierenda
grundsdtzlich abzihlbar seiln mifte und wenn man auch die Ge-

gil cdleser geguantelten Welt ansehen kann.

[
IJ
143
i
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chirmmitteilong:

Es stellt sich sofcrt die Frage, wie die Welt der innercan
F'-.'le:hauu.ng in einer Farm beschrieben werden kdnnte, welchs
"

das Problem der Abzihlbarkeit hzw. Uberabzihlbarkeit zu be-

handeln gestattet. E5 wird daher versucht, eine Beschreibung



der Welt der Gadanken zu geben, die eine Behandlung des

gestellten Problems ermdglicht.

Hier ist sofort eine weitere Einschrionkung notwendig um
fiberhanpt einen ersten Schritt zur Behandlung dleser Frage
tun zu kénnen. Diese Einschrinkung soll darin bestehen,

dafl die "innere Welt" zundchst auf jene Gedanken heschrinkt
wird, die sich im {iblichen Sipne "mitteilen® lassen. Was

ist solch ein iiblicher Sinn? Seit die Menschen Wlssenschaft
betreiben, haben sie die Ergebnisse ihrer Farschung schrift-
lich festgehalten und mindlich in Diskussionen behandelt.
Wir wollen uns daher zundchst auf jene Gedanken heschrinken,

gie fdurch eine schriftliche Mitteilung fsstgehalten werden

kénnen.

Damit wird die ganze innere Weli der CGefilinle und Emotionen

zum grdbten Teil (zumindest sof den etrsten Blick) ausgeschlos-
Ben.

Das Prgblem, Aussagen ilber "dlle mdglichen Mittailungen™ zu

gerern Foim odch Za erdecfern gelno wird, kann won der Indi-—

viduealicde der Gadanxen abstrahiert werden. Bel =zolchen

gchriftlichen Mitteilungen handelk es sich ja nicht mehr

Um Objekte der inneren Anschauung, socidern um Obhjekte . der

allgemein mik Methoden der MHaturwissenschalften beschreib-—

Daren Umyelt.

Wir wollen zunfichst Ordnung in alle miglichen schrifitlichen
Mitteilungen bringen. Dazu gehen wir ven der Uberlegung aus,
dad es stets mbglich ist, jede belisbige schriftliche Mit-
teilung auf einem Fernsehbhildschirm, auf einem Monitor, auf-
2uzeichnen.



Dabei gehen wir folgendermafen vor:

- Wir batrachten nur guadratische Bildschirme.

- Als Rasterlinge, durch welche die Schirfe der Bild-
schirme bestimmt wird, wdhlen wir die Seitenliange
eines Ouadrates vcn 1/10 mm,

- Wir betrachten zundchst eine Folge von Bildschirmen
mit der jewelligen Seitenli3nge 1/10 mm, 2/10 mm ust.,
wobel die Fliche des Bildschirms, wle bereits erwadhnt;
quadratisch is+. Ein Bildschirm mit der Seitenlidnge
n/10 mm satz+ =sich also aus n” Elementarquadraten zu=-
sammern .

- Fiir jeden Bildschirm, der ans nE Elementarguadraten
besteht, ‘betrachten wir nun alle miglichen Fombinationen
von weiten und schwarzen Elementarguadraten: Sffenbar

i n:n

gibt &5 fiir jede Seitenlinge von /70 mm genau

verschiedens Bildschirme, die aus einer Fomoination
von weilen und schwarzen Elementiarguadcratern ZUsammenge—=
setztb gind.

= Jeden Bildschirn, bBestenend aus elner belieblgen Xombl-=
nation wvon welfen und schwarzen Elementargquadratsn,
bezeichnen wir als =ine "Bildschirmmiktteilang”

kdnnen alle so definierten Hildschirmmittesilun=-

=
alls =2chwarzen und weifen Elementarcouadriabsn zusammengesebzis

Cugdrat als-eime Bildschirmmitteilung zu hezeichnen. allein

inwiewait gine saolche graphische Darstellung; wis:wir -eine
solche Bildschirmmittelliong Alidgemelin hezeichnen Xdnnen,
tatsdchlich eine Mitteilung im dblichen Sinne enthdlt, kann
ja jeweils nur von einem denkenden Subjekt beurteilt werden,
das diese Bildschirmmitteilung wvar Augen hat. Das Wesen der
Universalanordnumg soll aber gerade 2arin llegen, daf ihr In-
halt unabhingig von allidlligen denkenden Subjekten geseahen

wird; die derartige Bildschirmmitteilungen wvor Augen haben.,



IIT. Eine Ancrdnung personenhezogener Aussagen:

In diesem Abschnitt soll ein Zusammenhang zwischen dar Uni-
versalanordnung von Bildschirmmitteilungen und denkenden
Subjekten hergestellt werden. Da wir immer das Ziel der Her-
stellung einer abzdnlbaren Ancrdnung vor Augen haben, ist

es notwendig, auch fir alle miglichen denkenden Subjekte
eine abzdhlbare Ancordnung zu finden. Dies kann etwa folgen-

dermalen geschehsn:

Wir untartailen unsere Raum-Feit-Welt in wvierdimensionale
Raum—Zeit-Elamente, Ein solches Raum-Zeit-Element bestehea
aus elinem Wirfel mit der Seitenlinge der Elementarlinge
und der Daver der Elementarzeit, Qffenbar Kinnen alle még-

lichen derartigen Raum-Zeit-Elements abzihlbar angeordnet

jedenfalls eine gewlsse rZumliche und zeitliche Ausdehnung
hagen mald. Wann immer ein derartiges denkendes Subjekt eine

Bussage trifft, kdanen Ort and Zeit dieser Aussage dursh

mindestaens ein derartlicges Raup=Ieit=Elexment eindeutlec ha—

Curch eine Kombination 4
[albschnitt II) und der =2
diggam Abschnict %3nnen da

a
a

weit sie fir das jeweilige denkende =
1

IWV. Eine Anpordnung "aller re=llen Zahlen™:

Wir wellen nun- aus den abzihlbar angeordneten personenbe-—
Iogenen Aussagen jene auswidhlen, durch welche reelle Zahlen
pestimmt werden. Darunter verstehen wir personenbezogene
Aussagen, in denen das denkende Subjeki azuf Grund der 2ild-
schirmmitteilung die Aussage trifft: "Durch die=ze Bild-

schirmmitteilung wizd fir mich eine reslle Zahl definter:t",

Dizse perscnenbezogenen Aussagen dienen also nicht der Be-

C
sclireibung von reellen Zahlen fiir den Leser dieser ZeilenJ



sondern sie dienen der Beschreibung won Hombinationen wvon
Aussagen in Form von Bildschirmmitteilungen in Verbindung
mit denkenden Subjekten, fir die durch diese Bildschirm-

mitteilung eine reelle Zahl definiert ist. Die Bedeutung

der Bildschirmmittailung £ir den leser dieser Zeilen ist

dabei gegenstandslas!

Wir sehen, daf diese Anardnung in keiner Welise daracf he-

dacht nimmt, ob die RAussage des denkenden Subjektes richtig
cder falsch ist. Sie enthidlt alle richtigen Anssagen ehensag

wie alle irrtimlich oder bewuflt absichtlich falschen Aussagen.
Fir unsere Ewecke entzcheidend izt aber, daf alle méglichen
richtigen Aussagen dher realle Zahlen in dieser Anordnung eben-
falls enthalten sein mld=szen. Anders ausgedrickt: Fir jede
recslle Fahl, dis in lfgendeinem Zeitpunkt won irgendeinern
denkenden Subjekt durch irgendeine Mitteilung beschrieben

wird. ist in der Ancrdnung-dller Aussagen geln Platz resgr-—

ylard.
Ein Bewels fiir die Unvollstancigkeit einer abzidhlbazen
anordnung (berabzihlbarer Mengen wird meist in der Weisze

gefith=t, dad nach Angabe deéz ‘Anordnung ein Element gefin

b

wird, das. iln diesar Ancrdnung nichi enthalten ist. Es
also einsn Zetfrpunkt;in dem ein denkendes Subjekt; namli
der Hritiker der wvollstindigen Ancrdnung zller Elements e2i-
ner ldbesabzinlparen Menge, 2in Elesment curch sinps RAussage

cht enthalten

beschraibe, '‘das angeblich in der Andrdnung n
id

Nun haben wir es bBisherx vermiedeqrElemen:E anzuoordnen. Wir
haben wielmahr nur Aussagen angeordnet; in denen ein den-
Kendas Sidinjekt behlaunptet, dall durch eine heatimmte Blld-
senirmmitteilung eln Elsment der zur Diskussion stehenden
Menge aindeutig definiert wird.und uns selbst hinsichtlich
des Inhaltes der Aussagen eines Urtells entschlagen. Wir
hanoen =lso in der bisherigen Anordnung nicht reelle Zzhlen
angeardnet,; wohl abher haben wir personenbezogene Aunssagen
angeordnet, in denen denkende Subiekte {ber reelle Zahlen

Audsdgen Breffen.



Wir behaupten nun, dal in dieser Anordnung [8r jede
reslle Zahl ein Platz zur Verfigung steht, der keiner
anderen reellen Zahl zukommt und daf diese Anordnung ah-
zdhlbar ist. Ein Kritiker milte alsa eine Aussage tref-
fen, wonach eine won 1hm zu bestimmende reslle Zahkl
existiere, fiir die in der Anordnung aller Aussagen kein

Plaktz reserviert =zei.

Flir eine solche Aussage eines beliebigen Kritikers in ei-
nem heliehigen Zeitpunkt steht aber offenkar in unserer
Anordnung ein Platz zur Verfiigung (im Hinhliek darzuf, daB
die Bildschirme aus doppelter Entfernung betrachtet bei

einer doppelten Kantenldnge der Elementarquadrate das gleiche

113 ergeben, alse fiir das denkende Subjekt die gleiche Auns—

m

I

age beinhalten, kommen sogar unendlich wiele Bildschirmmitteilunger

Ur jede einzelne Aussage, also unendlich viele PlHtze, 1In

Betracht). Da die Aussage des Krifike in Form =iner Bild-

schirmmitteilung dargescellt werden kann, f£iir die, kombiniert
a]

mit Zailt und Ort gieser Eritilk, ein Platsz in der An
=

angeblich kein Plac
disse Behauptung 23 einem Platz in der Anordnung fdr J4

won ihm definiertse Rahl fihrto

In gleicner Weise kidnnen alle jene Envollstdndigkeitshe-
welisas einer abzdhlbaren Anordnung von Elementen won an-
geblich iberabzihlbaren Mengen widerlegt werden, bei denen
der Kritiker der anzihlbaren Anordnung ein in ‘der abzihl-
baren Anezdnung angeblich nicht snthaltenes Element defi-
niert. Eine solche Definition, ausgedrickt in siner Bild-
schirmmitteilung und verbunden mit Ort und Zeitpunkt dex
Kritik, flthrt per definitionem zu einem £ilr dieses Element

resarvierten Platz in der Anordnung.

Das Cantor'sche Diagonalverfahran:

ium Bewsis der UberabziZhlbarkeit der reesllen Zahlen zwischen



0 und 1 kann das Cantor'sche Diagonalverfahren etwa in
falgender Welsae herangezogen werden: Bel gegebener angeb-
lich abzdhlbaren Anordnung aller reellen Zahlen zwischen

0 und 1 werden diese Zahlen in Form von unendlichen Dezi-
malzahlen angeschrieben. Nach vorliegen dieser Anordnung
wird eine weltere Dezimalzahl wie folgt gebildet: "Ist die
n'te Dezimalstelle der Dezimalzahl in der n'ten Zeile gleich
0, so betrdgt die n'te Dezimalstelle der Cantor'schen Diago-
nalzahl 1. Ist die n'te Dezimalstelle der Dezimalzahl in de-
n ten Zelle unglefich 0, so ist dien'te Dezimalstelle der
Cantor'schen Diagonalzahl! gleich 0". Die Cantor'sche Dia-
gonalzahl ist daher verschieden von jeder Dezimalzahl in

der abzdnlharen Anordnung, da jewelils die n'te Dezimalstal-
le der Dezimalzahl in der n'ten Zeile nizht mit der n'tan

Dezimalstelle der Cantor'schen Diagonalzahl {ibereinstimmt.

Angewendet auf die Ancrdnung von freien
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baw, im Zeitpunkt der Kritik alle jene Dezimalzahlen, f
die ina der Anerdnung ein Platz reserviert ist, auch tat-
sdchlich definlert werden Kdnnen - dies muf bezwaifslt war-
voraussatign. wiizde , da

ller meglichen denkenden Subjekts dariiber; ob durch eine
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seine Aussage formulieren mag, sie kann in Form einer Bild-
schoirmmitteilung festgehalten werden. tnd diese Bildschirm-
mitteilung finde* nun zusammen mit Ort und Zelt der Kritik
thren Platz in der Anordnung. Gerade die Behauptung des
Rritikers, die von ihm definierte Diagonalzahl stelle eine
realle Zahl zwischen 0 und ! dar, sichert ihr einen Platz
in dieser Anordnung. Nach Definition der Cantor'schen Dia-
gonalzahl milfite daher jene Dezimalstelle, die ihrer Zeilen-
zahl in der Anordnung entspricht von gerads dieser Dezimal-

Stelle werszchisden sein. D.h. die Definiticn der zum 2e-



weis der Unvollsti3ndigkeit der Anordnung konstruierten

Diagonalzahl enthilt in sich einen Widerspruch.

Widerspriiche in anderen Uherabzihlbarkeitshewelisen:

Analeg der Herleitung des Widerspruchs bei der Konstrukticon
einer die Uberabzihlbarkeit der Menge der reellen Zahlen
neweisenden Diagonalzahl kann ein Widerspruch in den Un-
vollstindigkeltsbeweisen fir die abzihlbare Anordnung wvon
Elementen aller jener angeblich {lberabzihlbaren Mengen ge-
funden werden, bei denen der Widerspruch durch die Kon-
struktion eines angeblich in der abzdhlbaren Anordnung nicht

enthalteren Blementes dieser Menge herchelgefihrt wird.

Ausgangspunkt lst wieder eine abziihlbare Anordnung persanen-
bezogener Aussacgen, in denen die jeweils in Betracht kom-

menden denkenden Subjekte in den jeweils in Betraeht kom-

|u-

ldaschirm—

menden Zeitpunkten behaupten, duzsh die jeweilice B

=

mitteilung werde ein Element der in Rede stehenden Menge be-

mmeen feitpunxt an ainem pe-
stimmten Ort . eine in Form €iner Bildschirmmitteilung dar-
stellbarse Aussage, von der exr selbst behaupter, durch sie

werds sin Elemens der in Rede stehenden Menge beschrisben.

Gerade durch diese Behauptung des Krolcikers wird aber Idr
die Tambinatican dieser Bildschirmmittailung mik dem Faum-

viert. Der Hritiker trifft also dis Aussager "Flir das wvon

30

mir beschriebeng Element ist kein Platz in der Anordnung
vorhanden", wiahrend gearade durch: diese Behauptung des
¥ritikers ein ‘solcher Platz reserviert ist und dies ist

ein Wi QEIEUFLE_-
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Moch einmal: Die Dniversalanordnung

Durch eine Kombination der ahzihlbaren Bildschirmmittei-
lungen mit den abzdhlbaren Raum—Zeit-Elementen haben wir
eine abzdhlbare Anordnung aller méglichen Aussagen beliebi=-
ger denkender Subjekte in beliebkigen Zeitpunkten getroffen.
Offenbar kinnen wir eine gleichmichtige Menge als Untermenge

der Universalancrdnung definieren.
Dazu widhlen wir jene Bildschirmmitteilungen aus, die folgen-
de 3 Teile enthalten:

1. Eine schriftliche Mitteilung beliebiger Art.

2. Die Angage eines Raum-Zeit-Elementes durch welches
gin denkendes Subjekt bestimmt wird.
3. Die Feststellung des denkenden Subjektes, daB durch
die chen stehende Mitteilung fir ihn ein Element der
Jewells in Rede stehenden Menge eindeutig beschrieben
wizd.
Purch die s8¢ definierten Bildschirmmitfeilungen wird affen-

par fir jedes denkbare Element jeder denkbaren Mence ein
Pl a

Die &8s geschaffeng Anardrnung ermSglicht

Mangen, Ein Einwand der Unvollstdndickeit einer scl
Ancrdnung, ‘der durch dle Behauprung eines £
fir eln pestimmtes zusdtzliches. Ele

Ur die Qantor

Th

2a, wie bareits darg
=

Erigikers ain Pla

abschlielend: Die hier vorgeschnlagenen Anordnungen keinhaltan
nicht reelle Zahlen oder andere Elemente wvon in Reda stshen-

den Mengen. Dis £ir die PliEtze in Betracht kommenden Elemen=
te bzw. reesllen Zahlen werden jeweils dursh die, dam Raum-—
Zeit-Element entsprechenden denkesnden Subjekte bestimms. LDie
Richtigkeit der Behauptung des derkendan Subjekts, dal es
sich im Falle des Elementes, fiir das die betreffende Bild=
schirmmitrailung gedacht ist, tatsichlich um ein solches
Element handelt, wiré nicht {iberpriift und spielt bei dieser

Form der anordnung kKeine Eolle.



VIIT. Faormalisierung

Es sei{nsM}die Menge aller Bildschirmmitteilungen.{BSM}kann
apzdhlpar angeordnet werden. Diese Anordnung nennen wir eine

Universalanordnung (UA).

Es sei{rzi}die Menge aller Raumzeitslemente.

Es sei{ﬁ}die Menge aller Aussagen A, die durch eine BEM formu-
lierbar sing.

—

Es sei A (EcM] die Bussage E=M.

Es zel B [a,REE;eine Bildschirmmitteilung dis besagt; dad eine

)

erson, dis durch BEE sindentig gekennzeichnet ist, in einem

ed

eltnunkes,; derdurch RIE elindeutig gekennzeichnet ist; die Aus—

sage A behaunptet oder behaupten wirde.

Der Flatz jeder BS5M der Ga=talt ElhiEE'ﬂﬁ,REE]Ln der UA wird dem
Element E zugeordnet: (Offenbar gibt es dann unendlich wviele

m

E-!':E'l_::'.lflll".q =

Jedem pelisbigen Element E

gder belieligen dMenge M Kann-in der
a

Ua mindestens 1 Flatz zucsEorgnet werden, der Kelinem anderean
Element zugegrdnet ist.

Folgerung:

Al ile Mepngen won Elementen iz dlie dnssagen A(EC M) als BEaM. fae—

Wir nehmen an, es gdoe =2in E£ M, dem Xein Platz in der UA zu-

geordnet wurde,

Es mud dann eina Person gehen kﬁnnen}ﬁie in irgendeinem: Ze
diese Hehauptung auistellen kann. Diese Perscn muB also die Aus-
2

sage A(EE M) 1n irgendeinem Zeizpunkt beiahen kdnnen. Es



Er bDesgardnkt die Mglichksit der "sinnvollen" Soracie "end-
r

jitig®,. Damit beschreibt er das Mystische bzw. Transzen-
ven innen? .
Ruf die Frage, wo in seinem System eine "wegwerfeéende Eandhe-
wecung® Platz finde, wulte Wittgenstein kXeine antwart, Die

fihrte seinerselts zu weiteren bPherleguncen.

o - o _ i - . o
iittgenstein betrachtete die Sprache offénha¥ 318 Transports
- - b et T = — - - - -

BiTtkel fuc Infofmstion von einsr Pe¥son 7y élner gnderen; so-—

A . <
sk

Die UA enthdlt somit alle fm Sinne Wittgensteins sinnvellen
Sdtze (woriber man sprechen kann), aber auch "Unsianiges". In
t

Man kdnnte wielleicht sagen: Dis UA enthile neben den lau:s Witt-
ein sinnvollen S3tzen such alle jene Sdtze, die nur Flir den
aussprichec, im Zeitpunkt ihres Auvssprechens, einen Sinn

5
ergeben. Damit miilte auch das wvon Wittgenstein als mystisch Gesehene,

'—

also das Transzendente, mit sorachlichen Mitteln {im Sinne der

UA} eingefangen sain.



ANTI-CANTOR-ANORDNUNG

(Karl-Heinz Wolff, Wien)

n:=(2,3, ... m,..)=Folge aller der GroRe nach angeordneten Primzahlen.
ai,(i=1,2,..w), sind zugelassene Schriftzeichen, beispielsweise Buchstaben,
Ziffern, Symbole, das Spatium, usw. in verschiedenen
Schriftarten, wie Latein, Griechisch, Gotisch, mager, fett,
kursiv usw. auf der Zeile, hoher- oder tiefergestellt usw.
Q: = {a4, ay, ... dep} = Menge aller zugelassenen Schriftzeichen. Es kann sich z.B.
um alle in einer Druckerei zur Verfiigung stehenden
Zeichen handeln.
'ZF: = a4, iz, ... ai ist eine Zeichenfolge der Linge L, bestehend aus L
angeordneten Schriftzeichen ax € Q mit k =iy, iy, ... iL.
E(ZF) bedeute, das Element E werde durch die Zeichenfolge ZF eindeutig und
widerspruchsfrei beschrieben.

Abzdhlbare Anordnung aller Zeichenfolgen in einer Folge ZFA:

Mn: = Tl'k1i1 . Tl'kzi2 °...® TI'kLiL AN ('lTki € I7) A (ki < ki+1) = ZF: = a1, dtiz, .. OGL =
= H(ZF(“)) =11l @ 212 @ ,, @ TriL

ZFA: = (ZFi| VZF: 3(i|ZF = ZF;), N(ZF4) = 2, Vi: N(ZF;) < I'I(ZFi+1))
Abzdhlbare Anordnung aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 in einer Folge

RA(0,1):

M(E): = min MN(ZF)
E(ZF)

RA(0,1): = (ralra € R, 0 < 1y <1, VN(ZF| 1y = r(ZF)): 3(i(n)] rn = ra(ZFim))s
V< 'J, (=4 i(V) < i(“’)) A rn = rn1rn2 ann rnn ann
Einwand (EC) nach Cantor:

(EC): =3c € {c|0<c<1,ceR,c=0,c1C2...Ch ..., VN:Ch E# Mmp} = VN:C # I, =
= c ¢ RA(0,1)

Gegeneinwand

3(EC) = 3{k|ZFk € ZFA, c = ¢(ZF\)} # {®} = An: c =r, € RA(0,1) = W!



[2]

Erganzung Janner 2013:

Cantor ubersieht den Unterschied zwischen potentiell Unendlich und actual
Unendlich. In seiner Argumentation behandelt er namlich die Diagonalzahl ¢
so, als ob ihre samtlichen Dezimalstellen bereits actual zur Verfugung stiinden.
Sie stehen aber genauso wie die der Diagonalzahl zugrunde gelegte Anord-
nung der Dezimalzahlen zwischen 0 und 1 nur potentiell in ihrer Gesamtheit zur
Verfugung, so dass aus ihnen in keinem Zeitpunkt ein c als reelle Zahl tatsach-
lich vollstandig gebildet werden konnte.

Die Feststellung, eine Menge habe die Machtigkeit der Menge der naturlichen
Zahlen I6st auch noch nicht das Problem, eine solche Menge tatsachlich ab-
zahlbar anzuordnen. Der Autor verwendet daher statt des widerspriichlichen
Begriffes "Uberabzihlbare Menge" lieber den Begriff "Nicht abzéihlbar anor-

denbare Menge".

Nicht zuletzt die immer engere Fokussierung von Forschungsarbeiten lasst es
unwahrscheinlich erscheinen, dass je jemand sich ernsthaft mit den hier zu-
grunde gelegten Uberlegungen zum ersten Hilbert-Problem auseinandersetzen
wird. Viel wahrscheinlicher ist es, dass dessen Losung irgend einmal unab-
héangig von den hier vorgelegten Untersuchungen gefunden werden wird.
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Uber eine Universalschrift

von K.-H. WoLrr, Wien

Einleitung

In der Mengenlehre wird eine Voraussetzung stillschweigend als er-
fiillt angesehen, die fiir wichtige Aussagen wesentlich ist, aber nicht immer
erfiillt sein muf. Es handelt sich um die Annahme, daf es stets moglich ist,
zu jeder beliebigen vorgegebenen Menge ein weiteres Element hinzuzufii-
gen. Auf dieser Annahme beruht etwa die Moglichkeit, von Mengen belie-
biger Michtigkeit zu Mengen hoherer Michtigkeit aufzusteigen.

Im folgenden fithren wir eine sogenannte Universalschrift ein, deren
wichtigste Eigenschaft darin liegt, daf in ihr auch Ort und Zeitpunkt
beriicksichtigt sind, an und in dem die Schrift gelesen wird. Eine mit Hilfe
dieser Universalschrift beschriebenen Menge kann nun nicht mehr ohne
weiteres stets, also ,jederzeit®, erweitert werden, da Ort und Zeitpunkt
der Erweiterung in der Universalschrift zum Ausdruck gebracht werden
miissen. Die Menge aller in der Universalschrift beschreibbaren Objekte
kann daher nicht mehr erweitert werden. Da auch gezeigt wird, daf
die Menge aller in der Universalschrift beschreibbaren Objekte ab-
zdhlbar angeordnet werden kann, versagen die Beweise iiber die Existenz
von Mengen iiberabzihlbarer Michtigkeit. Dies 148t sich insbesondere am
Beispiel der Menge der rellen Zahlen zeigen.

1. Die Bildschirmmitteilung

Eine wesentliche Eigenschaft von Aussagen der Geisteswissenschaften
und der Mathematik ist es, daf3 sie in schriftlicher Form dargestellt werden
koénnen. Diese Eigenschaft, der ansonsten nur mehr oder weniger prak-
tische Bedeutung zukommt — wissenschaftliche Arbeiten werden ja iib-
licherweise in schriftlicher Form veréffentlicht — wird in die folgenden
Uberlegungen wesentlich eingehen. Aus diesem Grunde wird durch die
folgende Einfithrung einer ,,Universalschrift* eine gewisse Ordnung in die
Menge der schriftlichen Aussagen gebracht.

Wir beschranken uns auf solche schriftliche Aussagen, die im Prinzip
auf einem ausreichend grofen Fernsehbildschirm dargestellt werden
konnen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werden quadratische
,,Bildschirmmitteilungen*‘ betrachtet.
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Eine Bildschirmmitteilung ist ein Raster aus nn Elementarquadraten.
Jedes Elementarquadrat hat die Seitenlinge 1/10 mm und ist entweder
weifd oder schwarz. n durchlduft die Menge aller natiirlichen Zahlen.

Firr n = 1 gibt es offenbar genau zwei Bildschirmmitteilungen. Da die
Mitteilung in diesem Fall aus einem einzigen Elementarquadrat besteht,
kann dieses nimlich entweder weifd oder schwarz sein. Fiir n = 2 gibt es 16
solche Bildschirmmitteilungen. In diesem Fall besteht die Bildschirmmit-
teilung aus 4 Quadraten, von denen jedes weifs oder schwarz sein kann,
also insgesamt 2% Moglichkeiten.

Es ist leicht einzusehen, daf® jede schriftliche Mitteilung in Form
einer derartigen Bildschirmmitteilung dargestellt werden kann, da solche
Mitteilungen aus Buchstaben, Zeichen und sonstigen Symbolen bestehen,
die durch schwarze Elementarquadrate der Seitenlinge 1/10 mm auf wei-
Bem Grund mit genigender Genauigkeit dargestellt werden kénnen. Die
Menge { M } aller derartigen Bildschirmmitteilungen M kann nun leicht
abzihlbar angeordnet werden, indem man in jeder Mitteilung einem weifSen
Elementarquadrat die Ziffer 1 und einem schwarzen Elementarquadrat die
Ziffer 2 zuordnet und jeder Mitteilung jene Zahl zuordnet, die man erhalt,
wenn die Einser und Zweier zeilenweise gelesen werden. Aus der abzahl-
baren Anordnung der so erhaltenen Zahlen ergibt sich eine abzdhlbare An-

ordnung der Mitteilungen.

Man kann sich nun jede Mitteilung realisiert denken als ein quadra-

tisches Stiick Papier der Seitenlinge 150 mm, dessen Oberfliche mit weif’en

bzw. schwarzen Elementarquadraten der Seitenlinge 1‘—0 mm bedeckt ist.
Die Menge dieser Mitteilungen, ein unendlicher Sto3 von immer grofier
werdenden Papierstiicken, enthilt in einem gewissen Sinne ,.alle* Mittei-
lungen. Beispielsweise enthidlt er simtliche bereits geschriebenen, aber
auch simtliche in Zukunft noch zu schreibenden wissenschaftlichen Arbei-
ten. Auch die vorliegende Arbeit kommt in der Menge dieser Mitteilungen
vor, und zwar sogar unendlich oft, denn durch eine Verdoppelung, Ver-
dreifachung usw. der Mitteilungen vom Mafle n? auf das Maf (2n)?, (3n)?
usw. bleibt der Sinn der Mitteilung — soferne keine absoluten Mafistibe
auftreten — unverindert, ebenso wie der Sinn eines Satzes von der Grofie
der verwendeten Buchstaben unabhingig ist.

Es erscheint daher von einem gewissen Standpunkt aus berechtigt,
die Menge der Mitteilungen als ,,Universalschrift*‘ zu bezeichnen.

2. Die Universalschrift

Die Universalschrift eignet sich insbesondere zur Beschreibung belie-
biger Objekte unseres Denkens. Dazu gehoren auch alle jene Objekte, die
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Gegenstand mathematischer Untersuchungen sind. Wir wollen uns hier auf
reelle Zahlen beschrinken, aber gleich an dieser Stelle anmerken, daf} die
fur reelle Zahlen im folgenden angestellten Uberlegungen prinzipiell fiir
alle Objekte unseres Denkens gelten.

Reelle Zahlen lassen sich auf verschiedene Weise in der Universal-
schrift darstellen. So bezeichnet etwa ,,1°¢, ,eins®, ,,g“ usw. die Zahl 1.
Sicher sind alle endlichen natiirlichen Zahlen, aber auch alle endlichen
Dezimalzahlen in der Universalschrift darstellbar.

Bleiben wir im Bereich der reellen Zahlen, dann kann die Frage der
Darstellbarkeit einer Zahl in der Universalschrift nur bei unendlichen Dezi-
malzahlen problematisch erscheinen. Die Grofle der Mitteilungen M, also
die Seitenldnge lio mm der quadratischen Mitteilung, ist zwar unbegrenzt,
aber jedenfalls endlich. Auf einem derartigen endlichen Quadrat 148t sich
aber nur eine endliche Menge von Schriftzeichen unterbringen. Die Dezi-
malzahl 0'333 ..., als unendliche Dezimalzahl angeschrieben, ist in der
Universalschrift nicht darstellbar. Der Leser dieser Zeilen weifd aber be-
reits, dafd es sich um die Dezimalzahl 0'3= 1/3 handelt, obwohl ihm nur
eine endliche Mitteilung, namlich der bisherige Teil dieser Arbeit, vorliegt.
Dies offenbar deshalb, weil auch unendliche Dezimalzahlen in endlicher
Form angeschrieben werden kénnen, wobei wir vorldufig die Frage, ob
und in welchem Sinn ,,alle® Dezimalzahlen in endlicher Form dargestellt
werden koénnen, noch offenlassen.

Als weiteres Beispiel fithren wir zunichst die Zahl e, die Basis der
natiirlichen Logarithmen, an, die etwa in der Form

|...

oo
e= =
n=0

=]

1

dargestellt werden kann, wobei wir bemerken, daf3 die Bedeutung des
Summenzeichens sowie der Summierung bis ins Unendliche ebenfalls
durch eine endliche Mitteilung in der Universalschrift erklirt werden kann.

Aber auch nicht berechenbare Zahlen kénnen in der Universalschrift
dargestellt werden, wie etwa die unendliche Dezimalzahl O'oz1 D00 =
wobei o =0, wenn die Gleichung a" + b" = c" eine ganzzahlige Losung in
a, b und c besitzt, und « =1 sonst. Obwohl diese Zahl moglicherweise
unberechenbar ist, 143t sie sich doch definieren und in der Universalschrift
darstellen.

Aber in der Universalschrift lassen sich Zahlen auch noch wesentlich
allgemeiner und unbestimmter definieren, ohne daf die Eindeutigkeit die-
ser Definition darunter leidet. So beginnen etwa mathematische Beweise
mit der Formulierung: ,Es sei x eine Zahl aus der Menge X .. .“. Im
weiteren Verlauf des Beweises wird mit diesem x so wie mit einer tatsich-
lichen Zahl gerechnet, ohne daf® x niher spezifiziert wird. Trotzdem ist es
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fiir jeden Leser dieses Beweises klar, da} es sich bei x um eine feste, fiir die
Dauer der Beweisfithrung jedenfalls unverinderliche Zahl handelt. Durch
die oben erwihnte Beschreibung: ,.Es sei x eine Zahl aus der Menge
X ...* wird fir die Dauer der Beweisfihrung eine Zahl eindeutig ausge-
wihlt, ohne daf} sie jedoch néher bestimmt wiirde! .

Allen diesen Darstellungen von Zahlen durch Mitteilungen aus der
Universalschrift ist gemeinsam, daf} fiir den Leser der Mitteilung im Zeit-
punkt des Lesens (die Bedeutung des Heraushebens des Lesers und des
Zeitpunktes des Lesens wird spéter noch erldutert) dieser Mitteilung eine
Zahl eindeutig zugeordnet ist. Um die verschiedenen Ausdriicke, wie Be-
schreibung, Darstellung, Definition usw. zu vereinheitlichen, wollen wir im
folgenden die Sprachregelung treffen, daf® eine Zahl durch eine solche
Mitteilung eindeutig ,,beschrieben‘* wird.

Tatséichlich lesbare Mitteilungen sind nicht nur endlich, sondern auch
beschrinkt, da es einer Person im Laufe ihres zeitlich beschrinkten Lebens
nur moglich ist, dem Umfang nach beschrinkte Mitteilungen zu lesen.

Trotzdem wird man behaupten diirfen, daf’ etwa die Zahl 1010%° wenig-
stens prinzipiell als Dezimalzahl angeschrieben werden kann. Da die Mit-
teilungen der Universalschrift nur als endlich, nicht aber als beschriankt
vorausgesetzt sind, findet sich eine Beschreibung der Zahl 109" nicht nur
in der hier verwendeten Form, sondern auch als Dezimalzahl in der Uni-
versalschrift, und zwar — wie bereits erwdhnt — sogar unendlich oft. Die
Universalschrift enthilt offenbar sowohl die aktual anschreibbaren Zahlen
als auch die nur potentiell anschreibbaren Zahlen, die aus Griinden der
Endlichkeit, etwa der auf der Erde zur Verfiigung stehenden Masse, nicht
tatsichlich angeschrieben werden konnen.

3. Die erweiterte Universalschrift

Die Bedeutung eines Schriftzeichens bzw. allgemeiner eines Symbols
hingt von der verwendeten Schrift, von der verwendeten Sprache ab. Viel-
leicht bedeutet das Zeichen ,,1 bzw. das Wort ,,eins* einmal etwas vollig
anderes, so wie fiir jemanden, der der chinesischen Sprache nicht michtig
ist, die Schriftzeichen dieser Sprache entweder keine Bedeutung haben
oder eine andere als fiir einen Chinesen. Um nun auch die Moglichkeit

1 Hier, wie in jedem anderen Fall, in dem von einer , Beschreibung durch eine Mit-
teilung der Universalschrift* gesprochen wird, denken wir uns die Beschreibung auf
ein quadratisches Papier vom Ausmaf} einer Bildschirmmitteilung geschrieben, und
zwar entweder schwarze Schrift auf weiRem Grund oder weifie Schrift auf schwar-
zem Grund. Die Schriftzeichen miissen grof genug gewihlt werden, um aus Elemen-
tarquadraten (Seitenldnge 1/10 mm) zusammengesetzt werden zu kénnen.
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verschiedener Bedeutungen ein und derselben Mitteilung der Universal-
schrift zu beriicksichtigen, wollen wir uns iiberlegen, daB eine Mitteilung
offenbar nur dann sinnvoll ein Denkobjekt oder im speziellen eine Zahl
beschreiben kann, wenn im Zeitpunkt des Lesens dieser Mitteilung der
Leser genau eine Zahl der Mitteilung zuordnet. Es ist also ohne weiteres
moglich, dafl zwei verschiedene Personen ein und derselben Mitteilung
zwei verschiedene Zahlen zuordnen bzw. daf’ ein und dieselbe Person ein
und derselben Mitteilung in verschiedenen Zeitpunkten verschiedene
Zahlen zuordnet. Letzteres etwa bei der Mitteilung ,,Es sei x eine Zahl aus
der Menge X ... wenn es sich um verschiedene Mengen bzw. um ver-
schiedene Beweise handelt.

Diese mogliche Mehrdeutigkeit prinzipiell aller Mitteilungen der
Universalschrift scheint zunichst einen starken Einwand gegen die Brauch-
barkeit des Konzeptes der Universalschrift zu bedeuten. Diesem Einwand
kann jedoch durch eine Erginzung des Konzeptes der Universalschrift
Rechnung getragen werden. Fiir die spiteren Uberlegungen reicht es vollig
aus vorauszusetzen, da} es eine bestimmte Person gibt, bzw. dafl eine
bestimmte Person denkbar ist, fiir die in einem bestimmten Zeitpunkt
durch eine Mitteilung eine Zahl eindeutig beschrieben wird. Mitteilungen,
die keiner denkbaren Person in keinem denkbaren Zeitpunkt eine Zahl
beschreiben, brauchen nicht betrachtet zu werden. Man iiberlegt sich aller-
dings leicht, dafl es in keinem Zeitpunkt zuldssig wire, aufgrund dieser
Uberlegung eine Mitteilung fiir alle Zeitpunkte auszuschalten. Wohl aber
wire es fiir den Autor dieser Zeilen im Zeitpunkt der Niederschrift zulis-
sig, die Mitteilung, die nur aus einem weiflen Elementarquadrat besteht,
auszuschliefben, da sie im Zeitpunkt der Niederschrift fiir ihn keine Zahl
beschreibt.

Gegenstand der folgenden Uberlegungen wird vor allem die eindeu-
tige Zuordnung von Zahlen zu Mitteilungen sein. Da eine solche eindeutige
Zuordnung grundsitzlich nur fiir eine bestimmmte Person und fiir einen
bestimmten Zeitpunkt moglich erscheint, mufl das Konzept der Universal-
schrift so erweitert werden, daf fiir jede Person und fiir jeden Zeitpunkt
eine eigene komplette Universalschrift zur Verfiigung steht. Zur Kenn-
zeichnung einer Mitteilung aus diesem erweiterten Konzept ist daher die
Kennzeichnung der Mitteilung aus der urspriinglichen Universalschrift zu-
ziiglich der Kennzeichnung der Person und des Zeitpunktes, in dem diese
Person die Mitteilung liest (oder lesen Kdnnte) notwendig.

Um dies zu ermoglichen, fithren wir sogenannte Raum-Zeit-Elemente
ein. Als Raum-Zeit-Element bezeichnen wir einen Wiirfel mit der Seiten-
linge der Elementarlinge und mit der Dauer der Elementarzeit. Fiir jede
denkbare Person und fiir jeden denkbaren Zeitpunkt, in dem diese Person
eine Mitteilung liest, gibt es dann mindestens ein Raum-Zeit-Element, das
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dieser Person und der Zeitspanne des Lesens der Mitteilung zugeordnet
werden kann. Dies folgt einfach daraus, daf’ jede Person einen Raum
einnimmt, der grofer ist als ein Wiirfel mit der Seitenlinge der Elementar-
linge und jedes Lesen einer Mitteilung eine Zeitspanne benétigt, die gro-
fer ist als die Elementarzeit.

Es ist daher stets moglich, zwei verschiedene Personen, die die selbe
Mitteilung lesen oder auch einer Person, die die selbe Mitteilung in zwei
verschiedenen Zeitpunkten liest, zwei verschiedene Raum-Zeit-Elemente
zuzuordnen. Umgekehrt ist durch die Angabe eines Raum-Zeit-Elementes
hoéchstens eine Person und hochstens ein Lesevorgang bestimmt.

Wir bilden nun eine erweiterte Universalschrift, indem wir jedem
Raum-Zeit-Element einen kompletten Satz von Mitteilungen der urspriing-
lichen Universalschrift zuordnen.

Es bedarf keiner weiteren Erdrterung, daf sich die Raum-Zeit-
Elemente abzihlbar anordnen lassen. Die erweiterte Universalschrift ent-
hilt zu jedem Raum-Zeit-Element jede Mitteilung genau ein Mal. Es
koénnen daher auch die Mitteilungen der erweiterten Universalschrift ab-
zihlbar angeordnet werden.

Man kann sich die Mitteilungen aus der erweiterten Universalschrift
zusammengesetzt denken aus einer urspriinglichen Bildschirmmitteilung,
erginzt um die Kennziffer des Raum-Zeit-Elementes in der abzihlbaren
Anordnung dieser Raum-Zeit-Elemente.

In gewissem Sinne ist allerdings auch die erweiterte Universalschrift
in der urspriinglichen Universalschrift enthalten. Die urspriingiiche Univer-
salschrift enthilt nidmlich zu jeder Mitteilung M auch diese Mitteilung,
erginzt um den Satz ,,Diese Mitteilung ist dem Raum-Zeit-Element Nr. . . .
zugeordnet.* Beschrinkt man sich in der Universalschrift auf jene Mit-
teilungen, die eine derartige Erginzung enthalten, wobei an die Stelle der
vier Punkte der Ergdnzung der Reihe nach alle natiirlichen Zahlen zu
setzen sind, dann erhilt man nuri/mehr Mitteilungen, die durch ihren
letzten Satz einem Raum-Zeit-Element zugeordnet sind, wie dies in der
erweiterten Universalschrift gefordert wird.

4. Die Universalanordnung

Die Universalschrift ermoglicht in ihrer erweiterten Form eine An-
ordnung von Denkobjekten, insbesondere von reellen Zahlen, nach neu-
artigen Gesichtspunkten. Da die Mitteilungen der erweiterten Universal-
schrift abzdhlbar angeordnet werden kénnen, kénnen alle jene reellen Zah-
len, die durch eine Mitteilung der Universalschrift eindeutig beschrieben
werden, abzihlbar angeordnet werden. Da die Universalschrift aber auch
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Mitteilungen enthilt, deren Bedeutung erst in ferner Zukunft — oder auch
in ferner Vergangenheit — und durch véllig unbekannte und gegenwirtig
nicht befragbare Personen enthiillt werden koénnte, kann eine derartige
Anordnung in keinem Zeitpunkt auch nur beliebig weit vervollstindigt
werden.

Eine Anordnung von reellen Zahlen nach den hier dargelegten
Grundsitzen enthilt aber jedenfalls alle reellen Zahlen, die sich prinzipiell
in irgendeinem Zeitpunkt durch irgendeine Person in Form irgendeiner
endlichen, aber beliebig umfangreichen Mitteilung darstellen lassen.

Etwas allgemeiner gilt dies fiir alle Objekte unseres Denkens. Die
abzihlbare Anordnung der Mitteilungen der erweiterten Universalschrift
ermoglicht es, alle Objekte unseres Denkens, die in irgendeinem Zeitpunkt
fiir irgendeine Person durch irgendeine Mitteilung eindeutig beschrieben
werden konnen, abzihlbar anzuordnen. Aus diesem Grunde soll jede
Anordnung von Objekten aufgrund einer Anordnung der Mitteilungen der
erweiteren Universalschrift als Universalanordnung bezeichnet werden.

Etwas formaler kann eine Universalanordnung folgendermafien
beschrieben werden. Es gelte:

“ P,t,M|< eine Person P ist in einem Zeitpunkt t bereit, aufgrund
der Mitteilung M die Aussage ,,. ..* als wahr zu bezeich-
nen.

|”"'

Beispielsweise kann als Mitteilung M eine Mitteilung der Gestalt:

x=0 a,...a Afa €(0,1,2345, 6,7,8,9)¢, als Person der Autor der
vorhegenden Arbelt als Zeitpunkt ein Zeitpunkt aus dem fiir das Schrei-
ben dieser Arbeit notwendigen Zeitintervall und als Aussage ,,..."“= X
ist eine Dezimalzahl zwischen O und 1 gewahlt werden.

Wir wollen nun eine Universalanordnung von Elementen x einer be-
stimmten Menge X vornehmen. Beispielsweise sei x eine beliebige Dezimal-
zahl zwischen O und 1 und X die Menge aller Dezimalzahlen zwischen 0O
und 1. Die Aussage ,,x € X* bedeutet daher, daf} x eine in dieser Universal-
anordnung enthaltene Dezimalzahl zwischen 0 und 1 ist. Fiir die Universal-
anordnung der Dezimalzahlen zwischen 0 und 1, UA(DZ), gilt daher:
VVVIxeX P,t. M| x ist eine Dezimalzahl zwxschen 0 und 1 aus UA(DZ).
UA(DZ) enthilt also auch Elemente x, die von einer Person P irgendein-
mal filschlich (irrtiimlich oder absichtlich) als der Menge X zugehorig
bezeichnet werden. Es geniigt sogar die grundsitzliche Bereitschaft von P,
diese Zugehorigkeit als wahr zu bezeichnen. In UA(DZ) kénnen daher
auch Elemente auftauchen, deren Definition falsch bzw. sogar in sich
widerspruchsvoll ist. Behauptet etwa eine Person P in irgendeinem Zeit-
punkt t,’daB durch die Mitteilung
M: ,,die grofte reelle Zahl kleiner als 1/2 und grofer als 3/4¢
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eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 beschrieben wird, dann wird in UA(DZ)
fir das durch M fiir Pin t beschriebene Objekt ein Platz reserviert, wenn auch
weder der Autor dieser Arbeit noch wahrscheinlich je irgendein Leser die
Meinung von P in t teilen wird. Die hier definierte Mitteilung M mufd
natiirlich in Form einer quadratischen Bildschirmmitteilung vorgestelit
werden.

Die Frage, welche in einer Universalanordnung angeordneten Objekte
tatsichlich sinnvoll definiert sind, soll und kann hier nicht gepriift werden.
Wir halten aber fest, daf’ jedes fiir eine konkrete Person in irgendeinem
Zeitpunkt t konkret oder potentiell durch irgendeine Mitteilung M ein-
deutig beschriebene Objekt jedenfalls in der Universalanordnung enthalten
ist und alle Objekte der Universalanordnung abzihlbar angeordnet sind. Es
ist aber prinzipiell nicht moglich, in irgendeinem Zeitpunkt allgemein,
d. h. fiir alle Personen P und fiir alle Zeitpunkte t, zu entscheiden, welche
Objekte der Universalanordnung der Dezimalzahlen zwischen O und 1 tat-
sdchlich Dezimalzahlen zwischen 0 und 1 sind. Da die Menge der Objekte
dieser Universalanordnung sicher nicht kleiner ist als die Menge der in
dieser Universalanrodnung enthaltenen Dezimalzahlen zwischen O und 1,
folgt daraus, dafs die Machtigkeit der Menge der Dezimalzahlen zwischen 0
und 1 aus der Universalanordnung nicht gréfier ist als die Machtigkeit der
Menge der natiirlichen Zahlen.

5. Die Problematik des Cantor’schen Beweises der Uberabzihlbarkeit

Wir betrachten nun die Universalanordnung aller Dezimalzahlen zwi-
schen 0 und 1. Diese Anordnung enthilt also genau jene Dezimalzah-
len zwischen O und 1, die in irgendeinem Zeitpunkt fiir irgendeine Person
durch irgendeine Mitteilung eindeutig beschrieben werden. Wir heben her-
vor, daf’ diese Art der Anordnung Begriffe wie Sprache, Metasprache usw.
vermeidet und lediglich auf das Verhalten einer Person beim Lesen einer
Mitteilung in einem bestimmten Zeitraum abgestellt ist.

Offenbar sind alle Dezimalzahlen aus dieser Universalanordnung
abzéhlbar angeordnet.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie weit diese Universalanordnung
,,vollstdndig* ist, wie weit sie also ,,alle‘ Dezimalzahlen zwischen O und 1
enthalt.

Um diese Frage zu behandeln, teilen wir die Dezimalzahlen zwischen
0 und 1 in zwei Klassen. Klasse 1 enthilt alle Dezimalzahlen aus der oben
beschriebenen Universalanordnung, Klasse 2 alle iibrigen Dezimalzahlen.
Wir interessieren uns vor allem fiir diese Klasse 2 und halten fest, dal die
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Annahme von Dezimalzahlen in Klasse 2 an sich zu keinem Widerspruch
fithrt. Wie weit ist aber eine solche Annahme sinnvoll?

Zunichst enthilt Klasse 2 sicher keine ,,beschreibbaren Zahlen,
wenn man ,,beschreibbar‘ als ,,durch eine Mitteilung der Universalschrift
beschreibbar® versteht: Wie steht es aber nun mit der bekannten Can-
tor’schen Diagonalzahl aus dem Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen
Zahlen zwischen O und 1 nach Cantor? Dieser Beweis kann bekanntlich
folgendermafien gefiihrt werden:

Es sei
i
al 127122 AN
SOt T
a, 2108995 - - > Ao
r
a, =08 s il o s

eine abzdhlbare Anordnung der Dezimalzahlen zwischen O und 1. Nun
bilde man eine Dezimalzahl
[0 0 SOUE . B
mit
b, =l firta .. %5

und b, =2fira. =1,

Offenbar gilt Ab #a_ wegen /r}bn- #a_ . Da b eine Dezimalzahl zwischen

0 und 1 ist, folgt daraus die Unvolistindigkeit der Anordnung.

Wie weit kann die Cantor’sche Beweisfilhrung bei Zugrundelegung
der Universalanordnung noch aufrecht erhalten werden?

Die Cantor’sche Diagonalzahl b ist zweifellos in Form einer endlichen
Mitteilung beschreibbar. Legt man eine konkrete Anordnung von Dezimal-
zahlen a ,a,, ..., zugrunde, dann ist durch eine Mitteilung, welche diese
Anordnung so wie das Konstruktionsprinzip von b beschreibt, eine kon-
krete Dezimalzahl zwischen 0 und 1 beschrieben. Die konkrete Anord-
nung ist durch die in dieser Arbeit dargelegte Universalanordnung be-
schrieben unter der Voraussetzung, daf’ — was nur der Einfachheit halber
nicht vorgenommen wurde — eine konkrete Anordnung der Raum-Zeit-
Elemente gewihlt wird.

An den Leser dieser Arbeit wird nun die Frage gestellt, ob durch b
eine Dezimalzahl zwischen O und 1 beschrieben wird. Verneint er diese
Frage, dann ist fir ihn im Zeitpunkt des Lesens dieser Arbeit der Can-
tor’sche Beweis der Uberabzihlbarkeit bzw. der Beweis der Unvollstindig-
keit der Universalanordnung gescheitert, denn dann ist eben fiir ihn im
Zeitpunkt des Lesens b keine Dezimalzahl zwischen O und 1. Bejaht er
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hingegen diese Frage, dann gibt es also eine Person, nimlich den Leser, fiir
den in einem bestimmten Zeitpunkt, ndmlich einem beliebigen Zeitpunkt
aus dem fiir das Lesen notwendigen Zeitintervall, eine Mitteilung, nimlich
die vorliegende Darstellung, eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1, nimlich
b, eindeutig bezeichnet. Damit ist aber per definitionem b eine Zahl aus
Klasse 1. Die b beschreibende Mitteilung fithrt zusammen mit dem durch
den Leser festgelegten Raum-Zeit-Element zu einem fiir b reservierten
Platz in der Universalanordnung. Dann gibt es aber nach Definition der
Anordnung ein n mit b=a_. Nun beruht die Definition von b einerseits
auf der Definition der Anordnung und andererseits auf der Definition der
einzelnen b_. Aus diesen beiden Definitionen folgt aber

\n/bn & ann N bl‘l ;éann

und dies ist ein Widerspruch. Die Behauptung, durch b in der hier defi-
nierten Form werde eine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 beschrieben, fithrt
daher zu einem Widerspruch und darf somit vom Leser nicht aufgestellt
werden.

Der Widerspruch in der Cantor’schen Beweisfithrung konnte deshalb
herbeigefiihrt werden, weil in der Universalanordnung grundsitzlich fiir
alle Mitteilungen und fiir alle Raum-Zeit-Elemente ein Platz reserviert ist,
der genau dann besetzt wird, wenn fiir eine Person in einem Zeitpunkt
durch eine Mitteilung ein entsprechendes Denkobjekt, hier eine Dezimal-
zahl zwischen O und 1, eindeutig beschrieben wird. Der sonst die Unvoll-
stindigkeit der Anordnung beweisende Widerspruch fithrt fiir die hier
gewihlte Anordnung zu einem Widerspruch in der Definition der Diago-
nalzahl. Damit ist der Beweis der Unvollstindigkeit der Universalanord-
nung mifdgliickt.

In analoger Weise 143t sich zeigen, daf bei Zugrundelegung der Uni-
versalanordnung auch fiir andere Elemente als fiir Dezimalzahlen zwischen
O und 1 der Beweis der Uberabzihlbarkeit durch Konstruktion eines in der
Universalanordnung angeblich nicht enthaltenen Elementes zu einem
Widerspruch in der Definition dieses Elementes fiihrt.

6. Die Abzihlbarkeit aller Denkobjekte

Mit Hilfe der Universalanordnung kann zwar gezeigt werden, daf® die
Definition eines angeblich neuen Elementes einen Widerspruch enthilt,
doch fithrt die Annahme von Dezimalzahlen der Klasse 2 an sich noch zu
keinem Widerspruch. Das gleiche gilt fiir eine analoge Klasseneinteilung
beliebiger Denkobjekte. Alle Objekte unseres Denkens, insbesondere aber
Objekte der Mathematik, lassen sich in Klasse 1 oder Klasse 2 einordnen,
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je nachdem, ob in irgendeinem Zeitpunkt fiir irgendeine Person irgendeine
Mitteilung dieses Denkobjekt eindeutig beschreibt oder nicht. Die An-
nahme der ,Existenz* (in welchem Sinne immer) von Denkobjekten der
Klasse 2 fithrt an sich zu keinem Widerspruch. Sie ist jedoch nicht sehr
sinnvoll, wie folgende einfache Uberlegung zeigt.

Angenommen, wir sprechen von Dezimalzahlen zwischen 0 und 1,
die in der Universalanordnung nicht enthalten sind, also der Klasse 2
zugehoren. Wir haben zur Kenntnis genommen, dafy die Konstruktion
einer derartigen Zahl — wie z. B. nach Cantor — nicht moglich ist, aber wir
nehmen an, ,es gibt* solche Dezimalzahlen aus Klasse 2. Es zeigt sich nun,
daR wir von diesen Dezimalzahlen zwar als Menge sprechen koénnen, sie
sich jedoch in keiner Weise isolieren lassen. Wollte man mit ihnen Mathe-
matik treiben, dann miiite man Sitze bilden konnen wie: ,,Es sei x eine
Dezimalzahl zwischen O und 1 aus Klasse 2 ...“ Es muf} nun fiir irgend-
eine Person in irgendeinem Zeitpunkt sinnvoll sein, diese Zahl x als Dezi-
malzahl zwischen 0 und 1 zu betrachten. Damit ist sie aber bereits durch
diese Mitteilung ,,beschrieben®. Sie kann in diesem Fall sogar fiir beliebige
Personen beschrieben werden, etwa durch einen Satz der Gestalt: ,,Die
Zahl, die die Person . . . im Zeitpunkt . . . aus Klasse 2 ausgewahlt hat.*

Es zeigt sich also, dafl zwar die Annahme von Zahlen oder allge-
meiner von Denkobjekten der Klasse 2 zu keinem Widerspruch fiihrt, hin-
gegen jeder Versuch, ein Element aus Klasse 2 isoliert zu betrachten, es
auszuwihlen, ja sogar nur an dieses Element als einzelnes Objekt zu den-
ken, zu einem Widerspruch in der Annahme fithrt, es handle sich um ein
Objekt der Klasse 2. Die Unmoglichkeit, dieses Element auch nur gedank-
lich als Einzelobjekt zu betrachten, folgt unmittelbar aus der Moglichkeit,
eine Mitteilung zu bilden: ,Das Element, an das die Person . . . im Zeit-
punkt . . . gedacht hat*.

Es ist daher nicht sinnvoll, von der ,,Existenz* von Denkobjekten der
Klasse 2 zu sprechen.

Schlufdbemerkungen

Man kann sich nun die Frage vorlegen, inwieweit aus den vorstehen-
den Ausfithrungen Aussagen iiber Mathematik gewonnen werden kénnen.
Dabei ist vor allem auf die Tatsache Bedacht zu nehmen, dafs die Objekte
der Universalanordnung abzihlbar angeordnet werden konnen. Wir gehen
nun von dem Satz aus, daft die Michtigkeit des Kontinuums grofier ist als
die Michtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen. Nun teilen wir die
Menge der reellen Zahlen, der offenbar die Machtigkeit des Kontinuums
zukommt, in zwei Klassen. In Klasse 1 fassen wir alle jene reellen Zahlen
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zusammen, die im Sinne von Ziffer 2 in der Universalschrift ,,beschrieben*
werden konnen. Dabei beriicksichtigen wir, dat im Sinne von Ziffer 3
auch die ,,erweiterte Universalschrift* in der Universalschrift enthalten ist.
In Klasse 2 fassen wir alle iibrigen reellen Zahlen zusammen. Da die durch
die Universalschrift beschreibbaren Zahlen abzidhlbar angeordnet werden
koénnen, und zwar in der Universalanordnung nach Ziffer 4, ist die Menge
der reellen Zahlen aus Klasse 1 sicher nicht von groferer Michtigkeit als
die Menge der natiirlichen Zahlen. Da weiters alle natiirlichen Zahlen in
Form einer Bildschirmmitteilung gemifl Ziffer 1 beschrieben werden
konnen, ist die Menge der reellen Zahlen aus Klasse 1 gleich michtig der
Menge der natiirlichen Zahlen.

Fir den Mathematiker stehen nun die ein Kontinuum bildenden re-
ellen Zahlen grundsitzlich alle in gleicher Weise zur Verfiigung, d. h. wenn
ein Mathematiker Sitze bildet, die mit den Worten: ,,Es sei x eine reelle
Zahl . . .“ beginnen, dann kann x grundsitzlich jede beliebige reelle Zahl
sein. Es ist also insbesondere gleichgiiltig, ob x aus Klasse 1 oder aus Klasse
2 ist.

In Ziffer 6 wurde aber dargelegt, da® Zahlen, die an irgendeinem Ort
und in irgendeinem Zeitpunkt durch die Worte: ,,Es sei x eine reelle
Zahl . . .* beschrieben werden, eben durch diese Beschreibung, also eben
dadurch, dafy an irgendeinem festen Ort und in irgendeinem festen Zeit-
punkt an sie gedacht wird, daB sie also Denkobjekt sind, zu Denkobjekten
der Klasse 1 werden, bzw. im Sinne unserer Ausfithrungen in diesen
Schlufibemerkungen zu reellen Zahlen der Klasse 1 werden. Der Mathema-
tiker, der mit reellen Zahlen arbeitet, kann dies also nur, wenn er sich auf
reelle Zahlen der Klasse 1 beschrinkt, also auf reelle Zahlen aus einer
Menge mit der Michtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen.

Die Annahme, ,es gibt* reelle Zahlen der Klasse 2, oder anders aus-
gedriickt, es gibt aufler den abzihlbar vielen reellen Zahlen der Klasse 1
noch reelle Zahlen aus einer Menge von reellen Zahlen, deren Michtigkeit
grofder als die Michtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen ist, fithrt fiir
sich allein zu keinem Widerspruch. Nur kann mit solchen ,,Zahlen‘ eben
keine Mathematik betrieben werden, weil sie sich im Sinne von Ziffer 6
einer isolierten gedanklichen Erfassung entziehen und insbesondere fiir sie
Sitze der Gestalt: ,Es sei x eine reelle Zahl der Klasse 2 . .. zu einem
Widerspruch fithren, da gerade durch die Moglichkeit, einen solchen Satz
zu bilden, die reelle Zahl per definitionem zu einer reellen Zahl der Klasse
1 wird.

Damit ist gezeigt, wie aus den vorstehenden Ausfithrungen eine rele-
vante Aussage fiir die Mathematik gewonnen werden kann.

Der Gegensatz zur ,,scholastischen Mathematik, in der Sitze wie:
,,EBs sei x eine reelle Zahl der Klasse 2 . . . sinnvoll sind, beruht letztlich
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darauf, daB® auch Mathematik nur in Raum und Zeit betrieben werden
kann, daf mathematische Sdtze nur in Raum und Zeit formuliert und
gedacht werden konnen, eine Voraussetzung, die in die scholastische
Mathematik nirgends eingeht.
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Zur Problematik der absoluten Uberabzihlbarkeit
von KarL H. WorLrr, Wien
Vorbemerkung

Die CanTorsche Mengenlehre enthilt auch den Begriff der iiberabzahl-
baren Menge. Im Gegensatz hierzu steht etwa der BRouwersche Intuitionis-
mus. In letzter Zeit hat insbesondere LorENZEN gezeigt, wie wesentliche Be-
reiche der Mathematik rein konstruktiv, also ohne Anwendung der axiomati-
schen Mengenlehre, aufgebaut werden konnen. Im folgenden™ soll gezeigt
werden, daB es nicht moglich ist, durch konstruierbare Elemente iiber den
Bereich des Konstruierbaren hinauszugelangen, wie dies in klassischen Bewei-
sen der ,,Existenz® iiberabzihlbarer Mengen geschieht.

1. Die reellen Zahlen werden in zwei Klassen geteilt. Klasse 1 enthilt
alle reellen Zahlen, die sich in einer vorher gewéhlten Sprache durch eine
endliche Folge von Zeichen aus einer abzéhlbaren Zeichenmenge darstellen
lassen, Klasse 2 alle iibrigen reellen Zahlen.

1.1 Eine wesentliche Eigenschaft wissenschaftlicher Erkenntnisse ist
ihre vollstindige Mitteilbarkeit durch Aussagen. Darin unterscheiden sie sich
etwa von mystischen Erfahrungen.

1.2 Eine Mitteilung durch Aussagen setzt ein Ubereinkommen iiber die
verwendete Sprache voraus.

1.2.1 Eine Mitteilung ist die Ubermittlung von Informationen durch
eine Aussage.

1.2.2 Fiir die Ubermittlung kommen grundsitzlich beliebige Zeichen in
Betracht, wie z.B. geschriebene oder gesprochene Worte. Die Gesamtheit
der zur Ubermittlung zugelassenen Zeichen heifit Sprache.

1.2.3 Eine Mitteilung muf verstanden werden konnen. Es ist daher not-
wendig, sich sowohl iiber die verwendete Sprache als auch iiber das als be-
kannt vorausgesetzte Vorwissen zu einigen.

1.2.3.1 Die formale Kenntnis einer Sprache ist fiir das Verstehen eine
notwendige aber nicht hinreichende Voraussetzung. Zum Verstindnis der
Aussage etwa: ,,A ist im Godel’schen Sinn unbeweisbar* ist mehr vorauszu-
setzen als die Kenntnis der deutschen Sprache und das Wissen, daf3 A eine
Aussage und Godel eine Person bezeichnet.

1.2.3.2 Die Gesamtheit der fiir das Verstindnis von Aussagen bereits
vorhandenen Information heiffe Vorwissen.

* Herm Professor Dr. P. Lorenzen danke ich fiir wertvolle, die Formulierung betreffende
Anregungen.
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1.2.3.3 Fehlendes Vorwissen kann durch zusétzliche Information, also
durch Erweiterung von Aussagen, ersetzt werden.

1.2.4 Aussagen konnen nur endlichen Informationsgehalt haben.

1.2.4.1 Der Informationsgehalt einer Aussage muf} in endlicher Zeit
iibermittelt werden.

1.2.4.2 In endlicher Zeit 1483t sich in jeder beliebigen Sprache nur end-
lich viel Information iibermitteln.

1.2.5 Aus 1.2.4 folgt, daf’ jede Aussage aus endlich vielen Zeichen ge-
maf} 1.2.2. besteht.

1.3. Jede Aussage 14Bt sich als endliche Zeichenfolge mit Hilfe der bei-
den Zeichen 0 und 1 formulieren. Die aus diesen Zeichen bestehende Sprache
heifle Bit-Sprache.

1.3.1 Wegen 1.2.5 konnen alle Aussagen in der nach 1.2 verwendeten
Sprache eindeutig auf die Zeichenfolgen, die aus den Zeichen 0 und 1 aufge-
baut sind, abgebildet werden. Sie kénnen also in die Bit-Sprache iibersetzt
werden.

1.3.2 Zum Verstindnis der Bit-Sprache ist die Kenntnis der Uberset-
zungsregeln notwendig. Diese Kenntnis kann durch eine Aussage endlicher
Information in der Sprache nach 1.2 vermittelt werden.

1.4 In einer Sprache, in der lediglich Dezimalzahlen definiert sind, k6n-
nen die Zahlen 1/3 bzw. e nicht dargestellt werden. .

1.4.1 Die sogenannten ,,unendlichen* Dezimalzahlen sind Grenzwerte
von Folgen von Dezimalzahlen. Der Grenzwert einer Folge kann aber als sol-
cher nach Voraussetzung in der verwendeten Sprache nicht dargestellt wer-
den.

1.4.2 Durch eine Erweiterung der Sprache, etwa durch Einfithrung des
Zeichens: ,,“ fiir periodische Dezimalbriiche kann 1/3 durch 0,3 dargestelit
werden. !

1.4.3 Durch eine Erweiterung, welche die Zeichen X, n!, Briiche und
n
Grenzwerte einfiihrt, kann e durch Lig k2=30 ]1(—, dargestellt werden.

1.5 Essei oy, = 1, wenn a? + b? = ¢®, wobei a, b und c natiirliche Zahlen
sind, eine ganzzahlige Losung besitzt und o, = 0 sonst. Die Zahl 0, o;; oy 3.
kann auch in der nach 1.4.2 bzw. 1.4.3 erweiterten Sprache nicht dargestellt
werden.

1.5.1 In der Sprache nach 1.4 kénnen die Zahlen 1/3 bzw. e nicht durch
Aussagen endlicher Linge dargestellt werden. Die Frage, ob oy, = 0 oder o, = 1
gilt, kénnte fiir n = 3 unentscheidbar sein.

1.5.2 Da vorausgesetzt werden kann, daf verstanden wird, was mit
0, ¢y, 05 ... in 1.5 gemeint ist, 146t sich diese Zahl in der in dieser Arbeit
verwendeten Sprache darstellen. .

1.6 Es zeigt sich also, da® Mitteilungen, die in einer bestimmten Sprache
nicht durch Aussagen endlicher Linge ausgedriickt werden konnen, sich in
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einer erweiterten Sprache durch Aussagen endlicher Lange ausdriicken lassen.

1.6.1 Unter der Annahme, daf stets in Form einer Sprache ,,gedacht*
wird, kann durch eine Erweiterung der Sprache eine Erweiterung des Denkens
erreicht werden.

1.6.2 Es muf allerdings iiberhaupt offen gelassen werden, ob die hier ver-
wendete Sprache einer solchen Erweiterung fahig ist, da durch sie Klasse 1
erweitert wird. Zweifel daran sind insoweit gestattet, als in unserer Sprache
nicht nur die bereits formulierten Aussagen, sondern alle iiberhaupt in ihr
formulierbaren Aussagen grundsitzlich enthalten sind.

1.7. Die Klasseneinteilung nach 1 ist sprachabhéngig.

1.7.1 Die Nennung, Definition oder Darstellung einer reellen Zahl ist
eine Mitteilung im Sinne von 1.2.

1.7.2 Diese Mitteilung muf in einer Sprache formuliert werden. Die Mog-
lichkeit, eine Aussage in einer Sprache durch eine Aussage endlicher Linge zu
formulieren, ist sprachabhéngig.

2. Die reellen Zahlen aus Klasse 1 konnen abzihlbar angeordnet werden.

2.1 Alle Aussagen werden zunichst in die Bit-Sprache nach 1.3 iibersetzt.

2.2 Eine Aussage in dieser Sprache besteht in einer endlichen Folge, ge-
bildet aus den Zeichen O und 1.

2.3 Jede Aussage kann eineindeutig auf die Menge der n-tupel i, ... i,
abgebildet werden.

2.3.1 Die Aussage wird in aufeinander folgenden Serien gleicher Zei-
chen dargestellt. Als erste Serie werden die zu Beginn der Aussage stehenden
unmittelbar aufeinander folgenden Nullen angesehen, als zweite Serie die
darauf folgenden Einser, als dritte Serie die darauf folgenden Nullen usw.

2.3.2 BEs seii, die Zahl der zu Beginn stehenden unmittelbar aufeinan-
der folgenden Nullen, i, die Zahl der darauf unmittelbar folgenden Einser,
iy die Zahl der darauf unmittelbar folgenden Nullen usw.

2.3.3 Die Menge der so gebildeten n-tupel i, ... i, wird entsprechend der
Konstruktion ihrer Elemente eineindeutig auf die Menge aller Aussagen ab-
gebildet. Hierbei sind natiirlich auch sinnlose Zeichenfolgen als Aussagen im
weitesten Sinne zu verstehen.

2.4 Jeder Aussage A kann eineindeutig die Zahl G(A) = pi! ... pi zuge-
ordnet werden, wobei py die k* ungerade Primzahl ist und (i, ... i,) das Bild
von A gemif 2.3.

2.5 Aus der abzihlbaren Anordnung der Zahl G(A) nach ihrer Grofle
erhilt man eine abzihlbare Anordnung dieser Aussagen. Jene Aussagen, durch
die reelle Zahlen dargestellt werden, bilden eine Teilmenge und sind daher
ebenfalls abzihlbar angeordnet.

3. Die Existenz von reellen Zahlen der Klasse 2 ist unbeweisbar. Auch
das Zweite Cantorsche Diagonalverfahren liefert keinen solchen Beweis.
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3.1 Auf Grund eines Existenzbeweises muf} sich eine reelle Zahl aus
Klasse 2 beschreiben (nicht aber auch nur beliebig genau berechnen) lassen.

3.2 Eine derartige Beschreibung ist eine Darstellung durch endlich viele
Zeichen. Somit gehort die Zahl nicht zu Klasse 2.

3.3 Die Konstruktion einer Diagonalzahl nach Cantor fiihrt bei der An-
ordnung nach 2.5 zu einem Widerspruch.

3.3.1 Die Frage der Zulissigkeit der Cantorschen Beweisfithrung werde
zwischen den Personen P, und P, diskutiert. P, verteidigt die Cantorsche
Beweisfiithrung, P, lehnt sie ab. Zunichst einigen sich P, und P, iiber die
zwischen ihnen verwendete Sprache.

3.3.2 Die Sprache nach 3.3.1 wird gemif} 1.3 in die Bit-Sprache iiber-
setzt. P, ordnet nun die Dezimalzahlen zwischen O und 1 in Analogie zur An-
ordnung gemif 2.5 an, wobei er fiir jede Aussage A es P, iiberlifit zu ent-
scheiden, ob durch diese Aussage tatsichlich eine Dezimalzahl zwischen 0
und 1 dargestellt wird oder nicht. Die von P, als sinnvolle Darstellung einer
Dezimalzahl zwischen O und 1 ausgewihlten Aussagen A werden nun mit
Hilfe von G(A) angeordnet und abgezahlt. P, definiert eine Funktion Ry, (A)
durch Rg; (A) = n, wenn die Aussage A bei dieser Anordnung an der nt" Stel-
le steht.

3.3.3 P, behauptet die Vollstindigkeit der Anordnung nach 3.3.2. P,
wendet zum Beweis der Unvollistindigkeit das 2. Cantorsche Diagonalver-
fahren ein. Er definiert also eine Dezimalzahl C =0,a, a, ... etwa mita, =
=ay, +1 fira,, <9und a, =0 fir a,, =9, wobei a,, die nt¢ Dezimalstelle
der durch A mit Ry, (A) = n dargesteliten Dezimalzahl ist. P, behauptet nun,
C sei eine neue Dezimalzahl zwischen O und 1, die wegena,a, # a,, in der
von P, gewihlten Anordnung nicht auftrete. P, kann aber einwenden, daf}
die von P, gewihlite Aussage A, von der P; behauptet, da® durch sie die
Dezimalzahl C zwischen 0 und 1 dargestelit werde, einen Platz in der Anord-
nung nach 3.3.2 besitzt. Es sei dies Ry; (A¢) = ne. Die Aussage enthilt daher
die Konstruktionsbedingung: ,,ap, # ap, A ane =y, und dies ist ein Wider-
spruch. P, kann somit nachweisen, da} durch die von P, gewihlte Aussage
Ac keine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 sinnvoll definiert worden ist. Damit
ist P, der Beweis der Unvollstindigkeit der Anordnung miflungen.

3.3.4 Die Argumentation wiirde nur dann zu keinem Widerspruch fiih-
ren, wenn die von P; verwendeten sprachlichen Mittel im Gegensatz zu den
Voraussetzungen aufierhalb der gemaf 3.3.1 zu vereinbarenden Sprache li-
gen. Wiahlt man allerdings als Sprache im Sinne von 1.2.2 alle Buchstaben,
Ziffern und sonstige Symbole, die etwa gegenwirtig in schriftlichen Mittei-
lungen verwendet werden, dann kann auch eine solche nachtriigliche Erwei-
terung der sprachlichen Mittel eingefangen werden, da die zum Verstindnis
der neuen Sprache notwendigen Kenntnisse durch Aussagen endlicher Linge
vermittelbar sein miissen. Man braucht daher nur zu fordern, diese Aussagen
allen Aussagen, die in der neuen Sprache abgefafit sind, voranzustellen.
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4. Die Klasseneinteilung nach 1. kann auf alle Objekte von Aussagen
ausgedehnt werden.

5. Alle Objekte von Aussagen kénnen abzihlbar angeordnet werden.

6. Die Existenz iiberabzihlbarer Mengen kann durch die Bildung der
Potenzmengen nicht bewiesen werden.

6.1 Es seien X, X, , X, , ... Elemente einer abzihlbaren unendlichen Men-
ge M und M, M(x,), M(x,), ... Elemente der Potenzmenge P(M). Der Beweis von
M < P(M) wird im allgemeinen folgendermafien gefithrt: Ware M v P(M), so
giibe es eine eineindeutige Abbildung von M auf P(M), etwa x; = M(x;). Bildet
man nun die Menge M: = {x|x € M A x €M (x)}, dann miifite fiir iEI\—d nach
Definition X € M A X & M gelten und dies ist ein Widerspruch. i

6.2. Die Frage der Zulissigkeit der Beweisfilhrung nach 6.1 wird wieder
zwischen P, und P, diskutiert. P, iiberlifit es P, zu entscheiden, durch wel-
che Aussage eine Menge von Elementen aus M dargestellt wird. Diese Aussa-
gen werden mit Hilfe von G (A) angeordnet und abgezihit. P, definiert eine
Funktion S (A) durch S (A) = n, wenn A in dieser Anordnung an nter Stelle
steht und ordnet die durch A dargestellte Menge M, dem Element x,, mit
n=S(A) zu.

6.3 P, behauptet die Vollstindigkeit der Anordnung nach 6.2, P, wen-
det 6.1 ein. P, stellt fest, da} die Darstellung der Menge M aus 6. 1 eine Aus-
sage A ist, von der P, behauptet, es werde durch sie eine Menge von Elemen-
ten aus M dargestellt. Es sei S(A) = 1. Nun stellt P, fest, dafy A die Bedingung
X5 € M A x5 € M enthiilt und dies ist ein Widerspruch. P, kann somit nach-
weisen, dafd durch die von P, gewihlte Aussage A keine Menge M von Elemen-
ten aus M sinnvoll definiert wird. Damit ist P, der Beweis der Unvollstindig-
keit der Anordnung milungen. Auch hier kann P, den Widerspruch nur ver-
meiden, wenn er sich sprachlicher Mittel bedient, die im Gegensatz zu den
Voraussetzungen aulerhalb der nach 6.2 zu vereinbarenden Sprache liegen.

7. Objekte — im speziellen Dezimalzahlen — der Klasse 2 lassen sich nur
axiomatisch einfithren. Da sie sich jedoch einer Beschreibung durch Aussagen
entziehen, mufd auch ein eigenes Auswahlaxiom eingefithrt werden.

, 7.1 Aus jeder Menge, die Objekte der Klasse 1 enthilt, kann jenes mit
minimalem G(A) nach 2.4 ausgewihlt werden.

7.2 Fiir den Axiomatiker ist es sinnvoll, die Menge aller Dezimalzahlen
der Klasse 2 zwischen 0 und 1 zu bilden, wobei die in den Mathematiklehr-
biichern verwendete Sprache zugrunde gelegt wird. Elemente dieser Menge
kénnen ebenso wie beliebige Elemente aus Klasse 2 per definitionem nicht
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,;ausgewahlt®, d.h. identifiziert, definiert, dargestellt werden. Die Moglichkeit
einer Auswahl muf} daher so wie die Elemente selbst axiomatisch eingefiihrt
werden.

Anschrift des Verfassers

Prof. Dr. Karl H. Wolff

A-1040 Wien

Institut fiir Versicherungsmathematik
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