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2.2 Großschäden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Kapitel 1

Einleitung

Die Summe von Schäden mit heavy tailed Verteilungen spielt eine wichtige Rolle für Ver-
sicherungsanwendungen. Besonders von Bedeutung ist hierbei die Betrachtung der Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Schadenssumme eine hohe Grenze überschreitet. In der Literatur
finden sich zahlreiche Ausführungen bezüglich dieser Thematik. In vielen dieser Litera-
turquellen wird dabei die Unabhängigkeit zwischen den einzelnen Risiken vorausgesetzt.
Allerdings stellt sich diese Voraussetzung in vielen Fällen der praktischen Anwendung
als unrealistisch dar, weshalb sich aktuelle Forschungsvorhaben mit der Voraussetzung
der Abhängigkeit, vor allem modelliert durch Copulas, befassen. Zu den Hauptresulta-
ten dieser gegenwärtigen Arbeiten lassen sich wenig bis keine numerische Beispiele finden.
Ziel dieser Diplomarbeit ist es, Grundlagen aufzuarbeiten, einige dieser Forschungsansätze
theoretisch zu analysieren und wichtige Ergebnisse dieser Inhalte um numerische Beispiele
zu ergänzen.

Zum Einstieg wird in Kapitel 2 das Konzept der heavy tailed Verteilungen vorgestellt.
Ein besonderer Schwerpunkt liegt dabei auf der Betrachtung der subexponentiellen Ver-
teilungen, die eine wichtige Subklasse der heavy tailed Verteilungen darstellen. Die große
Bedeutung dieser Subklasse beruht auf der Tatsache, dass für n unabhängige, identisch
subexponentiell verteilte Risiken, der Tail der Verteilungsfunktion des Maximums den
Tail der Verteilungsfunktion des Gesamtschadens asymptotisch bestimmt. Diese Tatsache
ist eine der intuitiven Vorstellungen von Großschäden, in dem Sinn, dass die Verteilung
eines extremen Schadens die Verteilung der Summe bestimmt. Darüber hinaus werden in
diesem Kapitel wichtige Eigenschaften von heavy tailed Verteilungen unter der Voraus-
setzung von Unabhängigkeit zwischen den Risiken präsentiert.
Aufbauend auf diesen theoretischen Inhalten wird am Ende dieses Kapitels der Einfluss
von subexponentiellen Verteilungen auf das so genannte Cramer-Lundberg Modell, wel-
ches ein Basis-Versicherungsmodell darstellt, untersucht. Hierzu werden in Kapitel 2.5
zuerst einige Grundlagen dieses Modells vorgestellt um anschließend in Kapitel 2.6 die
Auswirkungen der Voraussetzung von subexponentiell verteilten Risiken auf Ruinwahr-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

scheinlichkeit und den Gesamtschaden zu beleuchten. Dies kann als eine Anwendung für
die Summe unabhängiger heavy tailed verteilter Risiken angesehen werden.

Wie bereits zu Beginn der Einleitung erwähnt, spielt die Modellierung von Abhängigkeiten
zwischen Risiken eine bedeutende Rolle. Eine ausführliche Darstellung dieser Thematik
findet sich in Kapitel 3. Das Hauptaugenmerk liegt dabei, wie auch in aktuellen, the-
matisch relevanten Forschungsberichten zu finden, auf dem Konzept der Copulas. Die
grundsätzliche Idee hinter dem Copulakonzept besteht darin, multivariate Verteilungs-
funktionen in zwei Teile aufzuspalten. Dabei beschreibt eine Komponente die Abhängig-
keitsstruktur (Copula), die andere hingegen das Randverhalten der Einzelrisiken. Wichtige
Eigenschaften von Copulas und zwei bedeutende Copulaklassen, die elliptische und archi-
medische, werden im Zuge des dritten Kapitels vorgestellt.
Neben dem Copulakonzept lassen sich Abhängigkeiten auch auf andere Weise mittels
Abhängigkeitsmaßen betrachten. Hierzu werden in Kapitel 3.5.1 die Theorie der linea-
ren Korrelation und in 3.5.2 Vertreter der Rangkorrelationskoeffizienten beschrieben. Den
Abschluss des dritten Kapitels bildet die Illustration des Tailabhängigkeitskoeffizienten,
der ein Maß für die Abhängigkeit in den Verteilungsenden einer bivariaten Verteilung
darstellt (asymptotische Abhängigkeit).

Auf diesen Grundlagen aufbauend findet sich in Kapitel 4 die Betrachtung des asym-
ptotischen Tailverhaltens der Summe abhängiger heavy tailed verteilter Risiken wieder,
wobei die Abhängigkeit durch Copulas modelliert wird. Hierzu wird anfangs des Kapi-
tels (siehe Kapitel 4.2) untersucht, welche Bedingungen an das Abhängigkeits- und das
Randverhalten gestellt werden müssen, sodass das asymptotische Verhalten gleich wie
im unabhängigen Fall ist. Hierbei wird zuerst der bivariate und anschließend der mul-
tivariate Fall anhand aktueller Forschungsarbeiten analysiert. Im bivariaten Fall wird
für ein zentrales Ergebnis ein numerisches Beispiel angeführt. Bei dieser Untersuchung
spielt die asymptotische Unabhängigkeit, deren Konzept wie bereits genannt in Kapitel 3
Erwähnung findet, eine wichtige Rolle. Im Gegensatz dazu wird in Kapitel 4.3 der asym-
ptotisch abhängige Fall für archimedische Copulas mit Hilfe eines zusätzlichen Papers
untersucht. Auch hier wird für das zentrale Resultat dieses Forschungspapers eine nume-
rische Anschauung anhand eines Beispiels geliefert.
Den Abschluss bildet eine Einführung in die Erzeugung abhängiger Pseudozufallszahlen
in Kapitel 4.4. Diese bildet die Grundlage für die Schaffung der numerischen Beispiele des
vierten Kapitels.
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Kapitel 2

Subexponentiell verteilte
Zufallsgrößen im Cramer Lundberg
Modell

2.1 Einleitung

Das nachstehende Kapitel basiert auf dem ersten Kapitel des Buches
”
Modelling Ex-

tremal Events for Insurance and Finance“ von Embrechts et al. [8] und dem fünften
Kapitel des Skriptes

”
Sachversicherungsmathematik“ von Grandits und Zwirchmayr [15].

Zu Beginn des Kapitels werden einige Grundlagen über Großschäden mit heavy tailed
Verteilungen hergeleitet um anschließend auf die Auswirkungen dieser Modelle auf das
Cramer-Lundberg Modell näher einzugehen.

2.2 Großschäden

Treten Schäden X extremer Höhe, so genannte Großschäden, mit einer nicht zu ver-
nachlässigenden Wahrscheinlichkeit auf, so konvergiert die Tailwahrscheinlichkeit

F (x) = 1− F (x) = P(X > x)

nicht “zu schnell“ gegen 0 (siehe Riedle [21], Seite 29).
Die Definitionen für Großschäden sind in der Literatur nicht einheitlich. Folgende Defini-
tion lässt sich in Grandits und Zwirchmayr [15], Seite 96 finden:
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KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGRÖSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

Definition 2.1. Unter einem Großschaden X versteht man einen Schadenfall mit einer
Verteilung, die kein exponentielles Moment besitzt, was soviel bedeutet wie

IE[eεX ] =∞ ∀ε > 0

Bemerkung: Die Verteilung eines Großschadens wird heavy tailed Verteilung genannt.

Außerdem wird die Klasse aller heavy tailed Verteilungen mit K bezeichnet.

Da die Definition für Großschäden sehr allgemein ist, konzentriert man sich auf eine
Subklasse der heavy tailed Verteilungen, die so genannten subexponentiellen Verteilungen.
Zuerst wird aber der Begriff reguläre Variation eingeführt.

2.3 Verteilungen mit Enden von regulärer Variation

Folgende Definition der regulären Variation lässt sich in Embrechts et al. [8], Seite 564f
finden.

Definition 2.2. Reguläre Variation nach Karamata

a) Eine positive Lebesgue-messbare Funktion L auf (0,∞) heißt von langsamer Variation
(Schreibweise L(x) ∈ L) falls gilt:

lim
x→∞

L(tx)

L(x)
= 1 ∀t > 0

b) Eine positive Lebesgue-messbare Funktion h auf (0,∞) heißt von regulärer Variation in
∞ mit Index α ∈ R (Schreibweise h(x) ∈ Rα) falls gilt:

lim
x→∞

h(tx)

h(x)
= tα ∀t > 0

Bemerkung:
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KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGRÖSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

a) Für Funktionen von langsamer Variation schreibt man auch L(x) ∈ R0. Laut Definition
2.2 gilt hierbei, dass aus h ∈ Rα folgt, dass L(x) := h(x)x−α ∈ R0 gilt. Da für regulär

variierende Funktionen lim
x→∞

h(tx)
h(x)

= tα ∀t > 0 gilt, folgt:

lim
x→∞

L(tx)

L(x)
= lim

x→∞

h(tx)t−αx−α

h(x)x−α
= t−α lim

x→∞

h(tx)

h(x)
= 1.

Somit lässt sich auch erkennen, dass man eine regulär variierende Funktion mit Index α
durch L(x)xα darstellen kann.

b) Bei den Definitionen a) und b) wird jeweils reguläre Variation in∞ beschrieben. Ähn-
lich kann man reguläre Variation von h bei einem a > 0 durch reguläre Variation im
Unendlichen der Funktion ha(x) = h(a− x−1) definieren.

c) Heuristisch: Regulär variierende Funktionen sind Funktionen die sich asymptotisch in
etwa wie Potenzfunktionen verhalten.

d) Die Klasse aller regulär variierenden Funktionen wird mit R bezeichnet.

Beispiele für langsam variierende und regulär variierende Funktionen mit In-
dex α:

• h(x) = ln(ln(x))
Beweis:
lim
x→∞

h(tx)
h(x)

= lim
x→∞

ln(ln(tx))
ln(ln(x))

l´Hospital
= lim

x→∞
ln(x)
ln(tx)

= lim
x→∞

1

( ln(t)
ln(x)

+1)
= 1

• h(x) = e(ln(x))
1
2

Beweis:
Für langsame Variation gilt es lim

x→∞
(ln(tx))

1
2−(ln(x))

1
2 = 0 zu zeigen (e0 = 1). Gehen

wir von der linken Seite aus, so erhält man durch einfache Logarithmus Regeln:

lim
x→∞

(1+
ln(t)
ln(x))

1
2−1

(ln(x))−
1
2

l´Hospital
= lim

x→∞

(
1 + ln(t)

ln(x)

)− 1
2

ln(t)(ln(x))−
1
2 = 0

• h(x) = xα

Beweis:
lim
x→∞

h(tx)
h(x)

= lim
x→∞

tαxα

xα
= tα

• h(x) = xα ln (1 + x)
Beweis:

lim
x→∞

h(tx)
h(x)

= lim
x→∞

(tx)α ln (1+tx)
xα ln (1+x)

l´Hospital
= tα lim

x→∞

t
1+tx

1
1+x

= tα lim
x→∞

x( t
x

+t)

x( 1
x

+t)
= tα
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KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGRÖSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

Weiters von Interesse sind Verteilungen mit Enden von regulärer Variation.

Definition 2.3. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Gilt für den Tail

F (x) =
L(x)

xα
mit L(x) ∈ L und α > 0,

so ist F laut Definition 2.2 regulär variierend in ∞ mit Index -α und man nennt F eine
Verteilung mit einem Ende von regulärer Variation mit Index α.

Bemerkung: Der in Definition 2.3 auftretende Index α beschreibt, wie schnell sich der
Tail der Verteilung gegen 0 bewegt. Er gibt damit auch an wie wahrscheinlich es ist, dass
extreme Schäden auftreten. Dabei gilt: Je kleiner der Index α ist, umso höher ist die
Wahrscheinlichkeit eines extremalen Ereignisses. Je größer der Index umso geringer ist
diese Wahrscheinlichkeit.

Beispiele für Verteilungen mit Enden von regulärer Variation:

• Pareto-Verteilung: F (x) = ( κ
κ+x

)α für κ, α > 0
Beweis:
F (x) =

κα(κ
x

+1)−α

xα
. Da κα(κ

x
+ 1)−α eine langsam variierende Funktion ist, ist der

Tail der Pareto-Verteilung regulär variierend mit Index −α.

• Burr-Verteilung: F (x) = ( κ
κ+xτ

)α für κ, τ, α > 0
Beweis: siehe Pareto-Verteilung

• Loggamma-Verteilung: Sei U Gammaverteilt, dann ist eU Loggammaverteilt
(f(x) = αβ

Γ(β)
ln(x)β−1x−α−1)

Beweis: Ist eine Folge des Satzes von Karamata (siehe Embrechts et al. [8], Seite
567). Dieser besagt, dass das Integral einer regulär variierenden Funktion wiederum
von regulärer Variation ist.

Im Folgenden kommt es zur Betrachtung unterschiedlicher Eigenschaften der Funktionen
von langsamer und regulärer Variation. Der Beweis zu nachstehendem Satz lässt sich in
Bingham et al. [5], Seite 13 finden.

Satz 2.1. (ohne Beweis): Darstellungssatz
L ist von langsamer Variation, falls es sich folgendermaßen darstellen lässt:

L(x) = c(x) exp

(∫ x

x0

ε(t)

t
dt

)
x ≥ x0, x0 ≥ 0, (2.1)

wobei c(x) positiv ist und lim
x→∞

c(x) = c0 > 0, sowie lim
t→∞

ε(t) = 0 gilt.
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KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGRÖSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

Der nächste Satz zeigt, dass Funktionen von langsamer Variation, im Vergleich zu positi-
ven Potenzen xδ, δ > 0,

”
klein“ sind.

Satz 2.2. lim
x→∞

L(x)
xδ

= 0 ∀L ∈ L, ∀δ > 0

Beweis: Anwendung des Logarithmus auf beiden Seiten liefert:

lim
x→∞

lnL(x)− δ lnx = −∞

Durch Einsetzen der Darstellung für L aus (2.1) gilt:

lnL(x)− δ lnx = ln c(x) +

∫ x

x0

ε(t)

t
dt− δ lnx = ln c(x) +

∫ x

x0

ε(t)

t
dt−

∫ x

1

δ

t
dt =

= ln c(x) +

∫ 1

x0

ε(t)

t
dt+

∫ x

1

ε(t)

t
dt−

∫ x

1

δ

t
dt

Wählt man ein N so, dass |ε(t)| ≤ δ
2
,∀t ≥ N , so folgt:

ln c(x) +

∫ 1

x0

ε(t)

t
dt+

∫ x

1

ε(t)

t
dt−

∫ x

1

δ

t
dt ≤

≤ ln c(x) +

∫ 1

x0

ε(t)

t
dt+

∫ N

1

ε(t)

t
dt−

∫ N

1

δ

t
dt−

∫ x

N

δ

2t
dt

Die ersten vier Terme sind beschränkt und der letzte strebt für x→∞ gegen −∞. �

Eine wichtige Eigenschaft der Verteilungen mit Enden von regulärer Variation ist das
asymptotische Verhalten (für x→∞) der Summe von n unabhängigen identisch verteilten
Zufallsvariablen mit ebensolchen Verteilungen. Hierzu betrachten wir folgenden Satz.

Satz 2.3. Seien X1 und X2 unabhängige Zufallsvariablen mit der jeweiligen Verteilungs-
funktion F1 und F2. Gilt nun F1(x) = L1(x)

xα
, F2(x) = L2(x)

xα
mit α > 0 und L1, L2 ∈ L wobei

L1 und L2 nicht notwendigerweise gleich sein müssen. Daraus folgt:

lim
x→∞

P(X1 +X2 > x)

P(X1 > x) + P(X2 > x)
= 1
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KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGRÖSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

Beweis: Sei G(x) = P(X1 + X2 ≤ x). Da {X1 + X2 > x} ⊃ {X1 > x ∪ X2 > x}, folgt
G(x) ≥ F1(x) +F2(x)−F1(x)F2(x) = (F1(x) +F2(x))(1− o(1)), wobei o(1) eine Funktion
bezeichnet die für x→∞ gegen 0 strebt. Dies impliziert:

lim inf
x→∞

G(x)

F1(x) + F2(x)
≥ 1 (2.2)

Sei nun 0 < δ < 1
2
. Dann folgt {X1+X2 > x} ⊂ {X1 > (1−δ)x}∪{X2 > (1−δ)x}∪{X1 >

δx,X2 > δx}
Daraus folgt: G(x) ≤ (F1(x(1− δ)) + F2(x(1− δ)))(1 + o(1))

⇒ lim sup
x→∞

G(x)

F1(x(1− δ)) + F2(x(1− δ))
≤ 1

Da F1 und F2 ∈ R−α folgt F 1,2(x(1 − δ)) ∼ (1 − δ)−αF 1,2(x) (Notation: f(x) ∼ g(x) ⇔
lim
x→∞

f(x)
g(x)

= 1), und damit erhält man

lim sup
x→∞

G(x)

F1(x) + F2(x)
≤ (1− δ)−α (2.3)

Aus (2.2) und (2.3) erhält man:

1 ≤ lim inf
x→∞

G(x)

F1(x) + F2(x)
≤ lim sup

x→∞

G(x)

F1(x) + F2(x)
≤ (1− δ)−α

Für δ → 0 erhält man: 1 ≤ lim inf ≤ lim sup ≤ 1

⇒ lim
x→∞

G(x)

F1(x) + F2(x)
= 1

�

Mit Hilfe dieses Satzes und Induktion kann man auf folgenden Satz schließen:

Satz 2.4. Seien X1, . . . , Xn iid mit Verteilungsfunktion F und gilt, dass F ∈ R−α. So
folgt:

P(X1 + . . .+Xn > x) ∼ nF (x) (2.4)

10



KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGRÖSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

Bemerkung: Seien jetzt im Folgenden X1, . . . , Xn iid mit Verteilungsfunktion F und sei
Mn = max(X1, . . . , Xn). Dann gilt ∀n ≥ 2:

P(Mn > x) = 1− P(Mn ≤ x) = F n(x) = 1− P(X ≤ x)n =

= 1− P(X ≤ x) + P(X ≤ x)− P(X ≤ x)2 + P(X ≤ x)2 − . . .− P(X ≤ x)n =

(1− P(X ≤ x))(1 + P(X ≤ x) + . . .+ P(X ≤ x)n−1) = F (x)
n−1∑
k=0

F k(x)

Daraus folgt:

lim
x→∞

P(Mn > x)

F (x)
= lim

x→∞

n−1∑
k=0

F k(x) = n und damit: P(Mn > x) ∼ nF (x)

Aus dieser Bemerkung und aus Satz 2.4 folgt nun:

Falls X1, . . . , Xn iid mit Verteilungsfunktion F, F (x) ∈ R−α und sei Sn =
n∑
i=1

Xi, so folgt:

P(Sn > x) ∼ P(Mn > x) (2.5)

In Worten bedeutet diese Aussage, dass unter Voraussetzung der regulären Variation der
Tail der Verteilungsfunktion des Maximums den Tail der Verteilungsfunktion des Gesamt-
schadens asymptotisch bestimmt. Diese Tatsache ist eine der intuitiven Vorstellungen von
Großschäden, in dem Sinn, dass die Verteilung eines extremen Schadens die Verteilung
der Summe bestimmt.

Die Klasse aller regulär variierender Funktionen wird im Folgenden durch die Klasse der
subexponentiellen Verteilungsfunktionen erweitert. Dabei wird auf Ergebnis (2.5) beson-
ders Rücksicht genommen.

2.4 Subexponentielle Verteilungen

Die in weiterer Folge angeführte Definition der subexponentiellen Verteilungen lässt sich
in Embrechts et al. [8], Seite 39 finden.
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KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGRÖSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

Definition 2.4. Eine Verteilungsfunktion F mit Träger (0,∞) heißt subexponentiell, falls
∀n ≥ 2 gilt:

lim
x→∞

F n∗(x)

F (x)
= n (2.6)

Bemerkung:

a) Die Klasse aller subexponentiellen Verteilungen wird mit S bezeichnet.

b) Die Notation F n∗ stellt die n-fache Faltung von F mit sich selbst dar. Dabei gilt:
F n∗(x) = P(X1 + . . . + Xn ≤ x) , wobei die Xi unabhängig identisch verteilt mit Vertei-
lungsfunktion F sind.

c) Da wir wissen, dass P(Mn > x) ∼ nF (x) gilt, kann man die Definition der subexpo-
nentiellen Verteilungsfunktionen auch mit Aussage (2.5) äquivalent ersetzen. Daraus ist
ersichtlich, dass R ⊂ S gilt.

d) Falls eine Verteilung Gleichung (2.6) für n = 2 erfüllt, so gilt die Gleichung ∀n ≥ 2.
Ein Beweis lässt sich in Embrechts et al. [8], Seite 40f finden.

Beispiele für subexponentielle Verteilungen:

• Verteilungen mit Enden von regulärer Variation (F ∈ R−α)
Beweis:
Siehe Punkt c) aus obiger Bemerkung.

• Weibull-Verteilung mit Tail F (x) = exp (−αxβ) und Parameter β < 1.
Beweis:
Siehe Hipp [16], Seite 54.

• Lognormalverteilung mit Tail F (x) = 1− Φ
(

log x−µ
σ

)
.

Beweis:
Siehe Hipp [16], Seite 54.

Satz 2.5. (Einige Eigenschaften von subexponentiellen Verteilungen)

a) Falls F ∈ S dann gilt gleichmäßig in y auf jeder kompakten Menge in (0,∞)

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1 (2.7)

b) Falls (2.7) gilt, dann folgt ∀ε > 0:

eεxF (x)→∞, für x→∞ (2.8)

12
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c) Falls F ∈ S und sei ε > 0 gegeben, dann existiert eine endliche Konstante K sodass
∀n ≥ 2 gilt:

F n∗(x)

F (x)
≤ K(1 + ε)n, x ≥ 0 (2.9)

Beweis:

a) Sei x ≥ y > 0, dann gilt:

F 2∗(x)

F (x)
=

1−
∫ x
0 F (x−t)dF (t)

F (x)
=

1−
∫ x
0 (1−F (x−t))dF (t)

F (x)
=

1−F (x)+
∫ x
0 (F (x−t))dF (t)

F (x)
=

= 1 +
∫ y

0
F (x−t)
F (x)

dF (t) +
∫ x
y
F (x−t)
F (x)

dF (t) ≥ 1 +
∫ y

0
F (x)

F (x)
dF (t) +

∫ x
y
F (x−y)

F (x)
dF (t) =

= 1 + F (y) + F (x−y)

F (x)
(F (x)− F (y))

Jetzt folgt für x groß genug, sodass F (x)− F (y) 6= 0:

1 ≤ F (x− y)

F (x)
≤

(
F 2∗(x)

F (x)
− 1− F (y)

)
(F (x)− F (y)))−1

Da lim
x→∞

F 2∗(x)

F (x)
= 2 (F ∈ S) strebt der erste Faktor auf der rechten Seite für x→∞ gegen

1−F (y). Der zweite Faktor strebt gegen (1−F (y))−1. Die gleichmäßige Konvergenz folgt,

da F (x−y)

F (x)
monoton in y ist.

b) Zuerst wird gezeigt, dass F (ln y) ∈ L. Dazu betrachte:

lim
y→∞

F (ln(ty))

F (ln y)
= lim

y→∞

F (ln t+ ln y)

F (ln y)

a)
= 1 ∀t > 0

Aus Satz 2.2 folgt:

lim
y→∞

yεF (ln y) =∞. ∀ε > 0

Setzt man nun y = ex dann folgt das gewünschte Ergebnis.

c) Für den Beweis siehe Embrechts et al. [8], Seite 42.
�

Bemerkung:

a) In Satz 2.5 b) wird der Name subexponentielle Verteilung gerechtfertigt. F geht lang-
samer gegen 0 als jede exponentielle Funktion e−εx für ε > 0.
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b) Betrachte IE[eεX ] und Satz 2.5 b) dann gilt:

IE[eεX ] ≥ IE[eεX1X>y] ≥ eεyP(X > y)→∞ für y→∞

Daraus folgt:

IE[eεX ] =∞ ∀ε > 0

Durch diese Gleichung lässt sich erkennen, dass die Klasse der subexponentiellen Vertei-
lungen eine Subklasse der heavy tailed Verteilungen (siehe Definition 2.1) darstellt.

c) Ein weiterer Vergleich zwischen subexponentiellen und exponentiellen Verteilungen lie-
fert folgende Überlegung:
Falls F ∈ S, dann gilt:

P(X > x+ y
∣∣ X > x) =

P(X > x+ y)

P(X > x)
→ 1 für x→∞

Damit erkennt man, dass für eine Zufallsvariable X mit subexponentieller Verteilung die
Wahrscheinlichkeit dass X > x+y für ein festes y, wobei X > x (für ein großes x) gegeben
ist, hoch ist.
Betrachtet man hingegen eine exponentiell verteilte Zufallsvariable (F (x) = e−x), so lässt
sich erkennen, dass der oben stehende Grenzwert kleiner als 1 ist:

P(X > x+ y
∣∣ X > x) =

e−(x+y)

e−x
= e−y

Eine weitere interessante Thematik ist, wie eine asymptotische Aussage für die Summe
nicht identisch verteilter unabhängiger subexponentieller Risiken X1 und X2 mit Vertei-
lungsfunktionen F1 und F2 auszusehen hat. Hierbei gilt unter der Voraussetzung, dass die
Faltung von F1 und F2 aus S ist (siehe Asmussen [3], Seite 256):

P(X1 +X2 > x) ∼ P(X1 > x) + P(X2 > x). (2.10)

Folgender Satz behandelt den multivariaten Fall für reellwertige Zufallsvariablen (Be-
weis siehe Geluk und Tang [14], Seite 874). Dabei heißt eine Verteilung F auf (−∞,∞)
subexponentiell, falls F+(x) = F (x)1x≥0 subexponentiell ist. Man kann zeigen, dass die
Beziehung (2.6) auch für reellwertige Zufallsvariablen gültig bleibt.

Satz 2.6. (ohne Beweis)
Seien X1, . . . , Xn n unabhängige Zufallsvariablen mit den jeweiligen Verteilungsfunktionen
F1, . . . , Fn. Falls Fk ∈ S ∀ 1 ≤ k ≤ n und Fi ∗ Fj ∈ S ∀ 1 ≤ i 6= j ≤ n, dann gilt, dass

F1 ∗ . . . ∗ Fn ∈ S und

P(X1 + . . .+Xn > x) ∼
n∑
k=1

Fk(x) (2.11)
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2.5 Ruintheorie im Cramer-Lundberg Modell

In den vorangegangenen Abschnitten wurden heavy tailed Verteilungen definiert und eini-
ge Eigenschaften und Vertreter vorgestellt. Im Folgenden wird ein klassisches Versicherungs-
Risikomodell von Cramer und Lundberg betrachtet. Besonders von Interesse ist hierbei
der Einfluss von heavy tailed Verteilungen auf die Ruinwahrscheinlichkeit und den Ge-
samtschaden.
Die folgende Definition ist aus Embrechts et al. [8], Seite 22 entnommen und bildet die
Grundlage nachstehender Überlegungen.

Definition 2.5. (Cramer-Lundberg Modell)

a) Der Schadenhöhenprozess:
Die Schadenhöhen (Xk)k∈N sind positive iid Zufallsvariablen mit gemeinsamer Vertei-
lungsfunktion F (keine Gitterverteilung), endlichem Erwartungswert µ = IE[X1], und Va-
rianz σ2 = var(X1) ≤ ∞
b) Die Schadenankunftszeiten:
Die Schäden treten zu zufälligen Zeitpunkten

0 < T1 < T2 < . . . f.s

auf.

c) Der Schadenzahlprozess:
Die Anzahl der Schäden im Intervall [0, t] ist gegeben mit:

N(t) = sup{n ≥ 1 : Tn ≤ t}, t ≥ 0

Per Konvention gilt, sup ∅ = 0.

d) Die Zwischenankunftszeiten:

Y1 = T1, Yk = Tk − Tk−1, k = 2, 3, . . .

sind iid exponentialverteilt mit endlichem Erwartungswert IE[Y1] = 1
λ

.

e) Die Folgen (Xk) und (Yk) sind unabhängig voneinander.

Bemerkung: Eine Konsequenz obiger Definition ist, dass (N(t)) ein homogener Poisson-
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prozess mit Intensität λ > 0 ist. Daraus folgt:

P(N(t) = k) = e−λt
(λt)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Ein wichtiger Punkt für die weitere Untersuchung ist der Gesamtschadenprozess (S(t))
des zugrunde liegenden Portfolios. Er ist definiert durch

S(t) =


N(t)∑
i=1

Xi, N(t) > 0

0, N(t) = 0

Die Gesamtschadenverteilung ist dann gegeben als:

Gt(x) = P(S(t) ≤ x) =
∞∑
n=0

pt(n)F n∗(x) =
∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
F n∗(x), x ≥ 0, t ≥ 0 (2.12)

wobei pt(n) = P(N(t) = n), n ∈ N0.

Aus vorangegangenen Überlegungen kann man nun den resultierenden Risikoprozess
(U(t))t≥0 definieren. Dieser kennzeichnet sich durch die Zusammensetzung aus dem Ge-
samtschadenprozess (S(t)) und den Prämien mit konstanter Intensität c > 0. Hinzu
kommt hierbei noch ein Anfangskapital u ≥ 0. Man erhält:

U(t) = u+ ct− S(t), t ≥ 0 (2.13)

Definition 2.6. (Ruin)
Es sei (U(t))t≥0 wie in (2.13) definiert. Dann kann man definieren:

a) Die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit:

ψ(u, T ) = P(U(t) < 0 für ein t ≤ T ), 0 < T <∞, u ≥ 0

b) Die Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit:

ψ(u) = ψ(u,∞), u ≥ 0
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c) Die Ruinzeit:

τ(T ) = inf{t : 0 ≤ t ≤ T, U(t) < 0}, 0 < T ≤ ∞

Eine fundamentale Erkenntnis für die Abschätzung der Ruinwahrscheinlichkeit, bzw. für
die Asymptotik der Ruinwahrscheinlichkeit im Cramer-Lundberg Modell liefert folgender
Satz. Ein Beweis zu Punkt b) lässt sich in Embrechts et al. [8], Seite 29ff finden.

Satz 2.7. (ohne Beweis) Cramer-Lundberg Theorem
Im Cramer-Lundberg Modell sei die Nettoprofitbedingung ρ = c

λµ
− 1 > 0 erfüllt. Existiert

nun ein ν > 0, sodass gilt:∫ ∞
0

eνxdFI(x) =
c

λµ
= 1 + ρ (2.14)

so folgt:

a) ∀u ≥ 0,

ψ(u) ≤ e−νu (2.15)

b) Falls zusätzlich gilt:∫ ∞
0

xeνxF (x)dx <∞,

dann folgt:

lim
u→∞

eνuψ(u) = C <∞, mit C =
[
ν
ρµ

∫∞
0
xeνxF (x)dx

]−1

(2.16)

Bemerkung:

a) ρ wird auch Sicherheitszuschlag genannt. Man kann zeigen, dass Ruin P- f.s eintritt
falls der Sicherheitszuschlag ≤ 0 ist.

b) FI(x) bezeichnet die integrierte Tail Verteilung mit

FI(x) =
1

µ

∫ x

0

F (y)dy, x ≥ 0.
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c) Die Bedingung (2.14) wird Cramer-Lundberg Bedingung genannt. Man kann sie auch
schreiben als:∫ ∞

0

eνxF (x)dx =
c

λ
(2.17)

2.6 Ruintheorie für subexponentielle Verteilungen

In diesem Kapitel gehen wir wieder vom Cramer-Lundberg Modell (siehe Definition 2.5)
aus. Für das Cramer-Lundberg Theorem, und damit für die Abschätzung bzw. für das
asymptotische Verhalten der Ruinwahrscheinlichkeit ist die Cramer-Lundberg Bedingung
eine notwendige Voraussetzung. Im Folgenden lässt sich aber zeigen, dass durch diese
Bedingung Schäden mit heavy tailed Verteilungen (siehe Definition 2.1) ausgeschlossen
werden.

Nach Satz 2.7 und (2.17) muss ein ν > 0 existieren mit∫ ∞
0

eνxF (x)dx =
c

λ
<∞ (2.18)

Mit Hilfe von Feller [12], Seite 150 Lemma 1 lässt sich zeigen, dass IE[eνX1 ] dargestellt
werden kann mit:

IE[eνX1 ] = ν

∫ ∞
−∞

eνxF1(x)dx = 1 + ν

∫ ∞
0

eνxF1(x)dx

Daher ist Bedingung (2.18) äquivalent mit IE[eνX1 ] < ∞. Somit sind aber Risiken mit
heavy tailed Verteilungen (vergleiche Definition 2.1) für Satz 2.7 ausgeschlossen.
Mit Hilfe der Markovschen Ungleichung erhält man:

F (x) = P(X1 > x) = P(eνX1 > eνx) ≤ IE[eνX1 ]

eνx

Diese Ungleichung zeigt, dass extrem hohe Schäden sehr unwahrscheinlich auftreten (ex-
ponentiell kleine Wahrscheinlichkeiten). Aus diesem Grund wird die Cramer-Lundberg
Bedingung auch als Kleinschadenbedingung bezeichnet.

Nach diesen Erkenntnissen wird in den nächsten beiden Abschnitten nach Alternativen
zu Satz 2.7 für heavy tailed Verteilungen gesucht. Besonders wird hierbei auf den subex-
ponentiellen Fall eingegangen.
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2.6.1 Asymptotik der Ruinwahrscheinlichkeit für den subexpo-
nentiellen Fall

Im Laufe dieses Abschnittes wird sich herausstellen, dass folgender Satz (für einen Beweis
siehe Embrechts et al. [8], Seite 29ff) die Grundlage für die Abschätzung der Ruinwahr-
scheinlichkeit unter heavy tailed Verteilungen bildet.

Satz 2.8. (ohne Beweis)
Unter der Voraussetzung der Nettoprofitbedingung ρ = c

λµ
−1 > 0 gilt im Cramer-Lundberg

Modell für die Ruinwahrscheinlichkeit ψ:

ψ(u) =
ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

(1 + ρ)−nF n∗
I (u), u ≥ 0. (2.19)

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich nun eine asymptotische Aussage für die Ruinwahrschein-
lichkeit im subexponentiellen Fall herleiten.

Satz 2.9. Betrachtet man das Cramer-Lundberg Modell mit der Nettoprofitbedingung ρ >
0 und gilt, dass FI ∈ S, dann folgt:

ψ(u) ∼ 1

ρ
FI(u), u →∞. (2.20)

Beweis: Da (1 + ρ)−1 < 1, existiert ein ε > 0 mit (1 + ρ)−1(1 + ε) < 1.
Aus (2.9) folgt nun, dass ein endliches K existiert mit:

(1 + ρ)−n
F n∗
I (u)

FI(u)
≤ (1 + ρ)−nK(1 + ε)n, u ≥ 0. (2.21)

Betrachtet man nun (2.19) und dividiert durch FI(u), so folgt:

ψ(u)

FI(u)
=

ρ

1 + ρ

∞∑
n=0

(1 + ρ)−n
F n∗
I (u)

FI(u)
, u ≥ 0

Mit Hilfe von (2.21) ist nun aufgrund der majorisierten Konvergenz die Vertauschung von
limes und Summe erlaubt.

Da lim
u→∞

Fn∗I (u)

FI(u)
= n (FI ∈ S) und

∞∑
n=0

n(1 + ρ)−n = 1+p
p2

erhält man: lim
u→∞

ψ(u)

FI(u)
= 1

ρ
�
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Bemerkung: Vergleicht man nun das Ergebnis (2.16) unter Voraussetzung der Cramer-
Lundberg Bedingung und Ergebnis (2.20). Ergebnis (2.20) zeigt, dass sich die Ruinwahr-
scheinlichkeit asymptotisch in etwa wie die integrierte Tailverteilung verhält. Diese Wahr-
scheinlichkeit ist aber selbst für großes u nicht vernachlässigbar. So folgt zum Beispiel für
die Pareto-Verteilung mit α > 1 als Schadenverteilung, dass FI von regulärer Variation
mit Index α − 1 ist. Dies bedeutet aber, dass die Ruinwahrscheinlichkeit wie eine Po-
tenzfunktion und nicht wie eine Exponentialfunktion (vergleiche 2.16) abklingt und daher
ein Portfolio von Schäden mit heavy tailed Verteilungen sehr gefährlich sein kann. (siehe
Mikosch [19], Seite 175f)

In Satz 2.9 wird vorausgesetzt, dass die integrierte Tailverteilung FI subexponentiell ist.
Eine Frage die sich hier natürlich stellt ist, ob aus F ∈ S, FI ∈ S folgt. Im Allgemeinen
gilt diese Behauptung allerdings nicht. Für F ∈ R lässt sich mit dem Satz von Karama-
ta (siehe Embrechts et al. [8], Seite 567) nachweisen, dass die integrierte Tailverteilung
subexponentiell ist. Folgender Satz, der sich in Embrechts et al. [8], Seite 55 finden lässt,
beschreibt Konditionen an F sodass FI ∈ S gilt.

Satz 2.10. (ohne Beweis)

Sei q(x) = f(x)

F (x)
(hazard rate) und Q = − lnF (hazard function). Es gilt FI ∈ S, falls eine

der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

a) lim sup
x→∞

xq(x) <∞

b) lim
x→∞

q(x) = 0, lim
x→∞

xq(x) =∞, und eine der folgenden Bedingungen gilt:

• lim sup
x→∞

x q(x)
Q(x)

< 1

• q ∈ Rδ, − 1 ≤ δ < 0

• Q ∈ Rδ, 0 < δ < 1, und q ist für hinreichend großes Argument fallend

• q ist für hinreichend großes Argument fallend gegen 0, q ∈ R0 und Q(x)−xq(x) ∈ R1

2.6.2 Gesamtschaden für den subexponentiellen Fall

Betrachtet man die Gesamtschadenverteilung (siehe (2.12)), so gilt:

Gt(x) = P(S(t) ≤ x) =
∞∑
n=0

pt(n)F n∗(x), x ≥ 0
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Mit ähnlichen Überlegungen wie in Satz 2.9 bekommt man für den Fall F ∈ S eine
asymptotische Aussage für die Gesamtschadenverteilung.

Satz 2.11. Sei F ∈ S, t > 0 fix, und setze voraus, dass ein ε existiert sodass (pt(n))
folgendes erfüllt:

∞∑
n=0

(1 + ε)npt(n) <∞ (2.22)

Dann gilt:

Gt(x) ∼ IE[N(t)]F (x), x →∞ (2.23)

Beweis: Betrachte:

lim
x→∞

Gt(x)

F (x)
= lim

x→∞

∞∑
n=0

pt(n)
F n∗(x)

F (x)
(2.24)

Aus (2.9) folgt, dass für ein ε > 0 ein endliches K existiert mit:

pt(n)
F n∗(x)

F (x)
≤ pt(n)K(1 + ε)n

Da die Majorante laut Voraussetzung summierbar ist, kann man bei Gleichung (2.24)
limes und Summe vertauschen und man erhält:

lim
x→∞

∞∑
n=0

pt(n)
F n∗(x)

F (x)
=
∞∑
n=0

pt(n)n = IE[N(t)]

�

Bemerkung: Für das Cramer-Lundberg Modell gilt pt(n) = e−λt (λt)n

n!
und somit ist

(2.22) erfüllt. Für F ∈ S und Satz 2.11 folgt:

Gt(x) ∼ λtF (x), x →∞
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Kapitel 3

Copulas und weitere
Abhängigkeitskonzepte

3.1 Einleitung

Als Grundlage der nachstehenden Inhalte dient das fünfte Kapitel des Buches
”
Quanti-

tative Risk Management“ von Embrechts et al. [7]. Die Betrachtung von Abhängigkeiten
zwischen Risiken spielt eine wichtige Rolle im Finanz- und Versicherungsbereich. Hier-
zu werden verschiedene Konzepte vorgestellt und Vor- und Nachteile herausgefiltert. Am
Anfang dieses Kapitels wird das Konzept der Copula dargestellt. Hierbei gilt, dass jede
multivariate Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors von Risikofaktoren sowohl Informa-
tionen über das Randverhalten der einzelnen Risikofaktoren, als auch Informationen über
die Abhängigkeitsstruktur zwischen den Faktoren enthält. Die Grundidee im Umgang
mit Copulas ist es nun die Informationen über die Abhängigkeitsstruktur zwischen den
Risiken abzugrenzen (siehe Satz 3.3,

”
Sklars Theorem“). Es werden einige grundlegende

Eigenschaften der Copulas vorgestellt. In den Kapiteln 3.3 und 3.4 werden mit Hilfe von
Embrechts et al. [9] zwei wichtige Copulaklassen, die ellliptischen und die archimedischen
gemeinsam mit einigen Vertretern angeführt.
Nach der Einführung in das Copulakonzept sollen verschiedene Abhängigkeitsmaße be-
trachtet werden. Im Unterschied zu den Copulas fassen Abhängigkeitsmaße die gesamte
Abhängigkeitsstruktur zweier Risiken in einer einzelnen Zahl zusammen. Das bekannteste
Abhängigkeitsmaß ist der lineare Korrelationskoeffizient nach Pearson, welcher in Kapitel
3.5.1 näher untersucht wird. Dieses Kapitel baut auf Embrechts et al. [10] auf. Wie sich
herausstellt, ist das Konzept der Korrelation nur im Kontext mit elliptischen Verteilun-
gen ein natürliches. Mithilfe der Copulatheorie sollen einige Schwächen herausgearbeitet
werden. Nebenbei werden aber auch einige Vorteile präsentiert.
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Am Ende dieses Kapitels werden die Rangkorrelationskoeffizienten Spearmans ρ und Ken-
dalls τ und der Tailabhängigkeitskoeffizient dargestellt. Es wird gezeigt, dass die Rangkor-
relationskoeffizienten eine mögliche Alternative zur linearen Korrelation darstellen. Der
Tailabhängigkeitskoeffizient wird für einige bekannte Copulatypen berechnet.

3.2 Definition und wichtige Eigenschaften von Copu-

las

Die anschließende Definition einer Copula ist in Embrechts et al. [7], Seite 185 angeführt.

Definition 3.1. (Copula)
Eine d-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion auf [0, 1]d, wobei die jeweiligen
Randverteilungen auf [0, 1] gleichverteilt sind.

Bezeichne mit C(u) = C(u1, . . . , ud) eine Copula, so ist C eine Abbildung der Form
C : [0, 1]d 7→ [0, 1] und folgende Eigenschaften müssen gelten:

a) C(u1, . . . , ud) ist in jeder Komponente ui wachsend.

b) C(1, . . . , 1, ui, 1, . . . , 1) = ui ∀i ∈ {1, . . . , d}, ui ∈ [0, 1].

c) Für alle (a1, . . . , ad), (b1, . . . bd) ∈ [0, 1]d mit ai ≤ bi gilt:

2∑
i1=1

· · ·
2∑

id=1

(−1)i1+...+idC(u1i1 , . . . , udid) ≥ 0,

wobei uj1 = aj und uj2 = bj ∀j ∈ {1, . . . , d}.

Die erste Eigenschaft ist von jeder multivariaten Verteilungsfunktion gefordert und die
zweite Eigenschaft entspricht der Forderung, dass die Randverteilungen auf [0, 1] gleich-
verteilt sein sollen. Die dritte Eigenschaft ist nicht so offensichlich. Sie versichert, dass
P(a1 ≤ U1 ≤ b1, . . . , ad ≤ Ud ≤ bd) nichtnegativ für einen Zufallsvektor (U1, . . . , Ud)

′ mit
Verteilungsfunktion C ist.
Es lässt sich zeigen, dass diese drei Eigenschaften eine Copula charakterisieren. Erfüllt
also eine Funktion die obigen 3 Eigenschaften, so ist sie eine Copula.
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Für die weiteren Untersuchungen spielt die verallgemeinerte Inverse eine wichtige Rolle.
Die verallgemeinerte Inverse einer monoton wachsenden Funktion T ist definiert mit

T←(y) = inf{x : T (x) ≥ y},

wobei die Konvention inf ∅ = ∞ gilt. Für eine Verteilungsfunktion F ist F← auch als
Quantilfunktion von F bekannt. Folgende Eigenschaften lassen sich in Embrechts et al.
[7], Seite 494f finden.

Satz 3.1. (ohne Beweis): Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen
Sei T eine monoton wachsende Funktion. Für Eigenschaften d)-f) setze zusätzlich voraus,
dass T←(y) <∞. Dann gilt:

a) T← ist monoton wachsend und linksseitig stetig.

b) T ist stetig ⇔ T← ist strikt monoton wachsend.

c) T ist strikt monoton wachsend ⇔ T← ist stetig.

d) T ist rechtsseitig stetig und T (x) ≥ y ⇔ T←(y) ≤ x.

e) T ist stetig ⇒ T (T←(y)) = y.

f) T ist strikt monoton wachsend ⇒ T←(T (x)) = x.

Bevor wir auf einen der grundlegenden Sätze über Copulas eingehen, betrachten wir einen
interessanten Zusammenhang zwischen einer Zufallsvariable und ihrer Verteilung. Den
Beweis zu nachstehendem Satz findet man in Embrechts et al. [7], Seite 186.

Satz 3.2. (ohne Beweis)
Sei G eine Verteilungsfunktion und sei G← die verallgemeinerte Inverse. Dann gilt:

a) Quantiltransformation: Sei U eine auf dem Intervall (0, 1) gleichverteilte Zufallsvaria-
ble, dann gilt:

P(G←(U) ≤ x) = G(x)

b) Wahrscheinlichkeitstransformation: Besitzt Y eine Verteilungsfunktion G, wobei G eine
stetige univariate Verteilungsfunktion ist, so folgt:

G(Y ) ∼ U(0, 1) (3.1)

Bemerkung:
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a) Die Aussage in Satz 3.2 a) ist äußerst nützllich für die stochastische Simulation von
Zufallszahlen. Um eine Zufallszahl mit einer Verteilung F zu generieren genügt es, eine
auf (0,1) gleichverteilte Zufallszahl zu erzeugen und anschließend die Quantilfunktion von
F darauf anzuwenden.

b) Die Wahrscheinlichkeitstransformation spielt für den stetigen Fall eine wichtige Rolle
in der Theorie der Copulas, wie sich im folgenden Satz zeigen wird.

Der nun folgende Satz, der die grundlegende Idee der Copulas beinhaltet, stammt von
Abe Sklar. Ein vollständiger Beweis lässt sich in Nelsen [20], Seite 18ff finden.

Satz 3.3. Sklars Theorem
Sei F eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F1, . . . , Fd. Dann exi-
stiert eine Copula C : [0, 1]d 7→ [0, 1], sodass für alle x1, . . . , xd ∈ R̄ = [−∞,∞] gilt:

F (x1, . . . , xd) = C(F1(x1), . . . , Fd(Xd)) (3.2)

Falls die Randverteilungen stetig sind, so ist C eindeutig. Ansonsten ist C auf Ran F1 ×
Ran F2 × . . .×Ran Fd eindeutig bestimmt, wobei Ran Fi = Fi(R̄) ist.
Sei andererseits C eine Copula und seien F1, . . . , Fd univariate Verteilungsfunktionen.
Dann ist die Funktion F aus (3.1) eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randvertei-
lungen F1, . . . , Fd.

Beweis: Es wird im Folgenden die Existenz und die Eindeutigkeit einer Copula für stetige
Randverteilungen und im Anschluss die Umkehraussage aus obigem Satz bewiesen.
Für einen Zufallsvektor X mit Verteilungsfunktion F gilt für alle (x1, . . . , xd) ∈ R̄:

F (x1, . . . , xd) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd) = P(F1(X1) ≤ F1(x1), . . . , Fd(Xd) ≤ Fd(xd))

Da die Randverteilungen stetig sind, folgt aus (3.1) und Definition 3.1, dass die Ver-
teilungsfunktion von (F1(X1), . . . , Fd(Xd)) eine Copula darstellt. Bezeichnen wir diese
Copula mit C, so folgt Gleichung (3.2) und somit folgt auch die Existenz.
Falls man Gleichung (3.2) für die Argumente xi = F←i (ui) mit 0 ≤ ui ≤ 1, i = 1, . . . , d
auswertet, so erhält man mit Satz 3.1 e):

C(u1, . . . , ud) = F (F←1 (u1), . . . , F←d (ud)) (3.3)

Durch (3.3) wird C eindeutig durch F und F1, . . . , Fd bestimmt.
Für die Umkehraussage wird vorausgesetzt, dass C eine Copula und F1, . . . , Fd univariate
Verteilungsfunktionen sind. Sei U ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion C und setze
X := (F←1 (U1), . . . , F←d (Ud)), so gilt mit Satz 3.1 d):

P(X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd) = P(F←1 (U1) ≤ x1, . . . , F
←
d (Ud) ≤ xd) =
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= P(U1 ≤ F1(x1), . . . , Ud ≤ F (xd)) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd))

�

Bemerkung: Die Gleichungen (3.2) und (3.3) spielen eine entscheidende Rolle im Um-
gang mit Copulas. Gleichung (3.2) zeigt, wie gemeinsame Verteilungen F durch Kopplung
von Randverteilungen und Copulas geformt werden. Durch die Umkehraussage des obi-
gen Satzes entsteht dadurch die Möglichkeit beliebige multivariate Verteilungen, falls die
Randverteilungen und die Copula bekannt sind, zu formen. Aus (3.3) sieht man, wie man
aus multivariaten Verteilungsfunktionen mit stetigen Randverteilungen die Abhängig-
keitsinformationen in Form einer Copula extrahieren kann. Außerdem liegt es durch obi-
gen Satz unter der Voraussetzung von stetigen Randverteilungen nahe, die Copula einer
Verteilung zu definieren.

Definition 3.2. Sei X ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F und
stetigen Randverteilungen F1, . . . , Fd. Dann ist die Copula von F die Verteilungsfunktion
C von (F1(X1), . . . , Fd(Xd)).

Im Anschluss werden zwei wichtige Eigenschaften von Copulas betrachtet. Zuerst wird
gezeigt, dass die Copula einer Verteilung invariant unter streng monoton wachsenden
Transformationen der Ränder ist. Gemeinsam mit Satz 3.3 und der Invarianzeigenschaft
liegt es nahe, unter der Voraussetzung von stetigen Randverteilungen die Copula einer
Verteilung als eine natürliche Art, die repräsentativ für die Abhängigkeitsstruktur dieser
Verteilung ist, anzusehen. Anschließend werden die so genannten Frechet-Grenzen für eine
Copula eingeführt.

Satz 3.4. Sei (X1, . . . , Xd) ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und Copula
C und seien T1, . . . , Td strikt monoton wachsende Funktionen. Dann besitzt
(T1(X1), . . . , Td(Xd)) auch die Copula C.

Beweis: Zu Beginn wollen wir zeigen, dass F̃i(y) := Fi(T
←
i (y)) die stetige Verteilungsfunk-

tion von Ti(Xi) ist. Die Stetigkeit folgt, da die Fi stetig sind und aus Satz 3.1 c). Durch
Satz 3.1 f) folgt:

F̃i(y) = P(Xi ≤ T←i (y)) = P(T←i (Ti(Xi)) ≤ T←i (y)).

Da T←i wachsend ist folgt aus Embrechts et al. [7], Lemma A.2., Seite 494:

F̃i(y) = P(Ti(Xi) ≤ y) + P(Xi = T←i (y), Ti(Xi) > y).
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Der zweite Summand ist aber 0 da die Fi stetig sind.
Durch Satz 3.1 f) folgt F̃i(Ti(x)) = Fi(T

←
i (Ti(x))) = Fi(x) und somit:

C(u1, . . . , ud) = P(F1(X1) ≤ u1, . . . , Fd(Xd) ≤ ud) =

= P(F̃1(T1(X1)) ≤ u1, . . . , F̃d(Td(Xd)) ≤ ud).

Laut Definition 3.2 ist C aber nun die Copula von ((T1(X1), . . . , Td(Xd)). �

Bemerkung: Als Beispiel zur Verdeutlichung der Relevanz dieser Eigenschaft, betrachte
ein Wahrscheinlichkeitsmodell (multivariate Verteilung) für abhängige Versicherungsver-
luste verschiedenster Art. Falls man nun an der Modellierung der Logarithmen dieser
Verluste interessiert ist, so lässt sich sagen, dass es zu einer Änderung der Randvertei-
lungen kommt, wohingegen die Copula gleich bleibt. (siehe Embrechts et al. [10], Seite
6)

Satz 3.5. (Frechet-Grenzen)

Für jede Copula C(u1, . . . , ud) gelten folgende Grenzen:

max

{
d∑
i=1

ui + 1− d, 0

}
≤ C(u) ≤ min{u1, . . . , ud}

Beweis: Für die obere Schranke betrachte:

C(u) = P(U1 ≤ u1, . . . , Ud ≤ ud) = P

( ⋂
1≤j≤d

{Uj ≤ uj}

)
≤ P(Ui ≤ ui) = ui ∀i

Für die untere Schranke betrachte:

C(u) = P

( ⋂
1≤i≤d

{Ui ≤ ui}

)
= 1− P

( ⋃
1≤i≤d

{Ui > ui}

)
≥ 1−

d∑
i=1

P(Ui > ui) =

= 1− d+
d∑
i=1

ui

�

Bemerkung: Die Frechet Grenzen aus Satz 3.5 lassen sich allgemein für beliebige mul-
tivariate Verteilungsfunktionen angeben. Für eine multivariate Verteilungsfunktion mit
Randverteilungen F1, . . . , Fd gilt:

max

{
d∑
i=1

Fi(xi) + 1− d, 0

}
≤ F (x) ≤ min {F (x1), . . . , F (xd)} (3.4)
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Im Anschluss werden einige so genannten fundamentale Copulas vorgestellt. Dazu gehören
zum Beispiel die Komonotonie- und die Kontramonotonie-Copula, die im nächsten Ab-
schnitt für die Beschreibung perfekter Abhängigkeit von zentraler Bedeutung sind.
Ein weiterer Vertreter ist die Unabhängigkeits-Copula definiert mit:

Π(u1, . . . , ud) :=
d∏
i=1

ui

Satz 3.6. Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungen sind genau dann unabhängig, wenn
ihre Abhängigkeitsstruktur durch die Unabhängigkeits-Copula gegeben ist.

Beweis: Seien ZufallsvariablenX1, . . . , Xd mit stetigen Verteilungen F1, . . . , Fd unabhängig,
so folgt, dass F (x1, . . . , xd) =

∏d
i=1 Fi(xi). Laut Satz 3.3 folgt nun die eindeutige Existenz

einer Copula C mit C(F1(x1), . . . , Fd(xd)) =
∏d

i=1 Fi(xi). Diese Copula entspricht aber
der Unabhängigkeits-Copula.
Sei umgekehrt die Abhängigkeitsstruktur gegeben durch eine Unabhängigkeits-Copula, so
gilt, dass F (x1, . . . , xd) =

∏d
i=1 Fi(xi). Daraus folgt aber die Unabhängigkeit. �

3.2.1 Perfekte Abhängigkeit

Dieser Abschnitt beruht auf Embrechts et al. [10]. Für jede Copula gelten die Frechet
Grenzen aus Satz 3.5 mit:

Cl(x1, . . . , xd) := max

{
d∑
i=1

xi + 1− d, 0

}
≤ C(x) ≤ min{x1, . . . , xd} =: Cu(x1, . . . , xd)

Für den Fall d = 2 sind die Grenzen für sich selbst Copulas. Sei hierfür U ∼ U(0, 1), so
gilt:

Cl(x1, x2) = P(U ≤ x1, 1− U ≤ x2), Cu(x1, x2) = P(U ≤ x1, U ≤ x2).

Cl und Cu sind also die bivariaten Verteilungsfunktionen der Vektoren (U, 1 − U)′ und
(U,U)′. Die Verteilung von (U, 1−U)′ besitzt die ganze Masse auf der Diagonalen zwischen
(0, 1) und (1, 0), wohingegen die Verteilung von (U,U)′ die ganze Masse auf der Diagonalen
zwischen (0,0) und (1,1) besitzt. Cl beschreibt perfekte negative und Cu perfekte positive
Abhängigkeit, was in folgendem Satz formalisiert wird. (für einen Beweis siehe Embrechts
et al. [10], Seite 14)
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Satz 3.7. (ohne Beweis)
Besitzt der Zufallsvektor (X, Y )′ entweder die Copula Cl oder die Copula Cu, das heißt
F (x1, x2) = max{F1(x1) + F2(x2) − 1, 0} oder F (x1, x2) = min{F1(x1), F2(x2)}. Dann
existieren zwei monotone Funktionen u, v und eine Zufallsvariable Z sodass

(X, Y )′
d
= (u(Z), v(Z))′

gilt, mit u und v steigend für die Copula Cu und u steigend und v fallend für die Copula
Cl. Die Umkehrung dieser Aussage ist auch richtig.

Dieser Satz motiviert folgende Definition:

Definition 3.3. Falls der Zufallsvektor (X, Y )′ die Copula Cu besitzt dann werden X und
Y komonoton genannt. Falls er die Copula Cl besitzt, werden sie kontramonoton genannt.

Bemerkung:
a) Cu und Cl werden für d = 2 auch als Komonotonie- und Kontramonotonie-
Copula bezeichnet. Während die untere Frechetgrenze für d > 2 keine Copula darstellt,
ist die obere Grenze immer eine Copula. (siehe Embrechts et al. [7], Seite 190 und Seite
200)

b) Seien die Verteilungsfunktionen von X und Y mit F1 und F2 gegeben. Ist nun eine der
Verteilungen nicht stetig, sodass die Copula nicht eindeutig ist, dann sieht man Cl und
Cu aus obiger Definition und dem vorab angeführten Satz als mögliche Copulas an. Für
den Fall von stetigen Verteilungsfunktionen F1 und F2 erhält man ein stärkeres Resultat
mit:

C = Cl ⇔ Y = T (X) f.s., T = F−1
2 ((1− F1)) monoton fallend,

C = Cu ⇔ Y = T (X) f.s., T = F−1
2 (F1) monoton wachsend.

3.2.2 Überlebenscopula

Der Satz von Sklar (Satz 3.3) lässt sich auch auf multivariate Tailfunktionen anwenden.
Sei hierzu X ein Zufallsvektor mit multivariater Tailfunktion F und Randverteilungen
F1, . . . , Fd, so gilt:

F (x1, . . . , xd) = Ĉ(F1(x1), . . . , Fd(xd)) (3.5)
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Ĉ wird hierbei als Überlebenscopula bezeichnet. Falls die Randverteilungen stetig sind
lässt sich diese Gleichung leicht nachvollziehen mit:

F (x1, . . . , xd) = P(X1 > x1, . . . , Xd > xd) =

= P(1− F1(X1) ≤ F1(x1), . . . , 1− Fd(Xd) ≤ Fd(xd))

Also folgt (3.5) durch Ĉ als Verteilungsfunktion von 1−U mit U := (F1(X1), . . . , Fd(Xd)).
Im Allgemeinen wird der Begriff Überlebenscopula einer Copula C durch die Verteilungs-
funktion von 1− U beschrieben, falls U die Verteilungsfunktion C besitzt. Im bivariaten
Fall gilt folgender Zusammenhang:

Ĉ(1− u1, 1− u2) = 1− u1 − u2 + C(u1, u2) (3.6)

Im Nachstehenden wird der Begriff radiale Symmetrie eingeführt, den man durch Copulas
und Überlebenscopulas beschreiben kann.

Definition 3.4. Ein Zufallsvektor X ist radial symmetrisch um a falls X− a d
= a− X.

Falls U die Verteilungsfunktion C besitzt, so ist die einzig mögliche Mitte der Symmetrie
mit (0.5, . . . , 0.5) gegeben. Also ist C radial symmetrisch falls gilt:

(U1 − 0.5, . . . , Ud − 0.5)
d
= (0.5− U1, . . . , 0.5− Ud)⇔ U d

= 1− U.

Damit folgt für eine radial symmetrische Copula C, dass C = Ĉ gilt.

3.2.3 Dichte einer Copula

Copulas besitzen nicht immer eine Dichte. Die Komonotonie- und die Kontramonotonie-
Copula sind zwei Beispiele für Copulas die nicht absolut stetig sind. Die Copulas die im
Laufe dieses Kapitels noch vorgestellt werden besitzen hingegen eine Dichte gegeben mit:

c(u1, . . . , ud) =
∂dC(u1, . . . , ud)

∂u1 · · · ∂ud
.

Für die Copula einer absolut stetigen gemeinsamen Verteilungsfunktion F mit strikt
monoton wachsenden stetigen Randverteilungen F1, . . . , Fd kann man C(u1, . . . , ud) =
F (F←1 (u1), . . . , F←d (ud)) differenzieren und erhält:

c(u1, . . . , ud) =
f(F−1

1 (u1), . . . , F−1
d (ud))

f1(F−1
1 (u1)) · · · fd(F−1

d (ud))
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wobei f die gemeinsame Dichte von F ist und f1, . . . , fd die Randdichten beschreiben.

3.3 Elliptische Copulas

Die Klasse der elliptischen Copulas bietet eine Vielzahl von multivariaten Verteilungen.
Zwei wichtige Vertreter dieser Klasse sollen in diesem Abschnitt vorgestellt werden. El-
liptische Copulas sind einfach die Copulas von elliptischen Verteilungsfunktionen. Solche
Copulas, die mit Hilfe von Sklars Theorem (Satz 3.3) aus multivariaten Verteilungsfunk-
tionen herausgezogen werden, nennt man implizite Copulas.

Im Anschluss erfolgt eine Definition von elliptischen Verteilungen, die als eine Verall-
gemeinerung der multivariaten Normalverteilung angesehen werden können. Für einen
n-dimensionalen Zufallsvektor X ist die charakteristische Funktion gegeben mit:

ϕX(t) = IE[eit
′X], t ∈ Rn

Definition 3.5. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor. Für µ ∈ Rn und eine n × n
nichtnegativ definite symmetrische Matrix Σ sei die charakteristische Funktion ϕX−µ(t)
von X− µ von der Form

ϕX−µ(t) = φ(t′Σt)

Dann besitzt X eine elliptische Verteilung mit Parametern µ,Σ und φ. φ wird in die-
sem Zusammenhang als charakteristischer Generator bezeichnet und man schreibt X ∼
En(µ,Σ, φ).

Der folgende Satz beschreibt eine äquivalente Definition von elliptischen Verteilungen. Ein
Beweis lässt sich in Fang et al. [11] finden.

Satz 3.8. (ohne Beweis)
X ∼ En(µ,Σ, φ) mit Ran Σ = k genau dann wenn U, R und A existieren mit:

X d
= µ+RAU

wobei gilt:
a) U ist ein k-dimensionaler Zufallsvektor, welcher auf der Hypershäre {z ∈ Rk|z′z = 1}
gleichverteilt ist.
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b) R ≥ 0 ist eine Zufallsvariable unabhängig von U.

c) A ist eine n× k Matrix, wobei AA′ = Σ gilt.

Beispiel: Für den Zufallvektor X gilt X ∼ Nn(0, In) (multivariat normalverteilt mit Null-
vektor als Erwartungswertvektor und der n-dimensionalen Einheitsmatrix als Kovarianz-
matrix) genau dann wenn die einzelnen Komponenten X1, . . . , Xn unabhängig identisch
standardnormalverteilt sind (siehe Embrechts et al. [7], Seite 66). Die charakteristische
Funktion einer univariaten Standardnormalverteilung ist gegeben mit exp (− t2

2
). Damit

erhält man für die charakteristische Funktion von X:

ϕX(t) = exp (−1

2
(t21 + . . .+ t2n)) = exp (−1

2
t′t)

Daraus folgt: X ∼ En(0, In, φ) mit dem charakteristischen Generator φ(u) = exp (−u
2
).

Bemerkung: Für eine gegebene Verteilung von X ist die Repräsentation durch En(µ,Σ, φ)
nicht eindeutig. Es wird zwar µ eindeutig bestimmt, Σ und φ sind hingegen nicht eindeutig
bestimmt. Für X ∼ En(µ,Σ, φ) und X ∼ En(µ∗,Σ∗, φ∗) gilt für eine Konstante c > 0:

µ∗ = µ, Σ∗ = cΣ, φ∗(·) = φ(
.

c
).

Vorausgesetzt, dass die Varianzen endlich sind, lässt sich eine elliptische Verteilung vollständig
durch ihren Mittelwertvektor, Kovarianzmatrix und charakteristischen Generator beschrei-
ben und es ist möglich eine Repräsentation En(µ,Σ, φ) zu finden, sodass Σ die Kovari-
anzmatrix von X darstellt (siehe Embrechts et al. [7], Seite 93).

Zwei wichtige Vertreter von elliptischen Copulas, die beide aus bekannten elliptischen
Verteilungen entstammen, werden im Folgenden präsentiert.

Beispiele:

a) Gauß-Copula: Die Copula der d-variaten Normalverteilung mit linearer Korrelati-
onsmatrix R ist gegeben mit:

CGa
R (u) = Φd

R(Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(ud)),

wobei Φd
R die gemeinsame Verteilungsfunktion einer d-variaten Standardnormalverteilung

mit linearer Korrelationsmatrix R beschreibt und Φ−1 die Inverse der Verteilungsfunktion
der univariaten Standardnormalverteilung beschreibt. Für den bivariaten Fall ergibt sich:

CGa
ρ (u1, u2) =

∫ Φ−1(u1)

−∞

∫ Φ−1(u2)

−∞

1

2π(1− ρ2)
1
2

exp

{
−(s2

1 − 2ρs1s2 + s2
2)

2(1− ρ2)

}
ds1ds2
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Für R = Id erhält man die Unabhängigkeits-Copula (Seite 28), wohingegen man für eine
Matrix R mit lauter Einsen die Komonotonie-Copula (Seite 29) erhält. Im bivariaten Fall
erhält man für ρ = −1 die Kontramonotonie-Copula (Seite 29). Daher kann die Gauß-
Copula im bivariaten Fall als eine Abhängigkeitsstruktur angesehen werden, die zwischen
perfekter positiver und negativer Abhängigkeit schwankt, wobei der Korrelationskoeffi-
zient ρ die Stärke der Abhängigkeit beschreibt. (siehe Embrechts et al. [7], Seite 191)

b) t-Copula: Analog dazu, wie sich die Gauß-Copula aus der multivariaten Normalver-
teilung gewinnen lässt, erhält man die t-Copula aus der multivariaten t-Verteilung.

3.4 Archimedische Copulas

Elliptische Copulas entstammen aus bekannten multivariaten Verteilungen und besitzen
nicht notwendigerweise eine einfache geschlossene Form. Im Gegensatz dazu leiten sich ar-
chimedische Copulas nicht von multivariaten Verteilungen ab und besitzen eine geschlosse-
ne Form. Man spricht in diesem Fall auch von expliziten Copulas. Ein weiterer Nachteil der
elliptischen Copulas entsteht aufgrund der Eigenschaft der radialen Symmetrie. In vielen
Finanz- und Versicherungsanwendungen scheint es sinnvoll, stärkere Abhängigkeiten zwi-
schen großen Verlusten als zwischen großen Gewinnen zu simulieren (z.B. Börsencrash).
(siehe Embrechts et al. [9], Seite 30)
Eine mögliche Abhilfe schaffen archimedische Copulas, die im Weiteren präsentiert wer-
den. Um sie einzuführen wird der Begriff der Pseudo-Inversen benötigt.

Definition 3.6. Sei φ : [0, 1] 7→ [0,∞] eine stetige, strikt monoton fallende Funktion mit
φ(1) = 0. Die Pseudo-Inverse von φ ist die Funktion φ[−1](t) : [0,∞] 7→ [0, 1] mit:

φ[−1](t) =

{
φ−1(t), 0 ≤ t ≤ φ(0),

0, φ(0) ≤ t ≤ ∞

Es gilt, dass φ[−1] stetig und monoton fallend auf [0,∞] und strikt monoton fallend auf
[0, φ(0)] ist.
Der Beweis zu folgendem Satz lässt sich in Nelsen [20], Seite 111f finden.

Satz 3.9. (ohne Beweis)
Sei φ : [0, 1] 7→ [0,∞] eine stetige, strikt monoton fallende Funktion mit φ(1) = 0 und sei
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φ[−1] die Pseudo-Inverse von φ. Sei C nun eine Funktion von [0, 1]2 7→ [0, 1] mit:

C(u1, u2) = φ[−1](φ(u1) + φ(u2)). (3.7)

Dann ist C eine Copula genau dann wenn φ konvex ist.

Man nennt Copulas von der Form (3.7) archimedische Copulas und die Funktion φ
aus obiger Definition wird Generator der Copula genannt. Für φ(0) = ∞ wird die-
ser Generator als strikt bezeichnet. In diesem Fall gilt φ[−1] = φ−1 und man nennt
C(u1, u2) = φ−1(φ(u1) + φ(u2)) strikte archimedische Copula.

Bemerkung: Eine Erweiterung auf den multivariaten Fall ist nur unter der Voraussetzung
einer zusätzlichen Bedingung an den Generator möglich. (siehe Kapitel 4.3)

Beispiele:

a) Gumbel-Copula: Sei φ(t) = (− ln(t))θ mit θ ≥ 1. Dann ist φ stetig und es gilt
φ(1) = 0. Außerdem gilt für die erste Ableitung φ′(t) = − θ

t
(− ln(t))θ−1 und daher ist

φ : [0, 1] 7→ [0,∞] strikt monoton fallend. Da φ′′(t) ≥ 0 in [0, 1] gilt, folgt dass φ konvex
ist. Durch φ(0) =∞ ist φ ein strikter Generator und man erhält durch (3.7) die bivariate
Gumbel Copula mit:

CGu
θ (u1, u2) = exp(−((− ln(u1))θ + (− ln(u2))θ)

1
θ )

Falls θ = 1 gilt, so erhält man die Unabhängigkeits-Copula (Seite 28). Für θ →∞ erhält
man hingegen die Komonotonie-Copula (Seite 29). Demnach schwankt die Gumbel-Copula
zwischen Unabhängigkeit und perfekter Abhängigkeit und der Parameter θ gibt die Stärke
der Abhängigkeit an.

b) Clayton-Copula: Sei φ(t) = t−θ− 1 mit θ > 0. Durch ähnliche Überlegungen wie bei
der Gumbelcopula, erhält man die bivariate Clayton Copula mit:

CCl
θ (u1, u2) = (u−θ1 + u−θ2 − 1)−

1
θ

Für den Grenzübergang θ → 0 erhält man die Unabhängigkeitscopula , wohingegen man
für θ →∞ die Komonotonie-Copula erhält.

Im Folgenden kommt es zu einem Vergleich verschiedener Copuladichten im bivariaten
Fall. Dabei lässt sich die Asymmetrie für die beiden Vertreter der archimedischen Co-
pulas im Gegensatz zur Gauß-Copula erkennen und man erhält daher die Möglichkeit
asymmetrische Abhängigkeiten zu modellieren. Wie sich in den beiden Funktionen der
archimedischen Copulas erkennen lässt, weisen diese jeweils starke Abhängigkeit an ei-
nem Ende der bivariaten Verteilung auf (siehe Abb. 3.1, Abb. 3.2). Diese Eigenschaft
wird in Abschnitt 3.5.3 (

”
Tailabhängigkeit“) näher erläutert. Es wird sich zeigen, dass die

Gauß-Copula solch eine Eigenschaft nicht aufweist.
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Abbildung 3.1: Dichte der Clayton Copula für θ = 2

Abbildung 3.2: Dichte der Gumbel Copula für θ = 2

Abbildung 3.3: Dichte der Gauß-Copula für ρ = 0, 7
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3.5 Vor- und Nachteile von Abhängigkeitsmaßen

3.5.1 Linearer Korrelationskoeffizient nach Pearson

Definition 3.7. Seien X,Y reellwertige stochastische Größen mit endlichen Varianzen.
Dann ist der lineare Korrelationskoeffizient zwischen X und Y gegeben durch:

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

Var(X)Var(Y )

wobei Cov(X, Y ) = IE[(X − IE[X])(Y − IE[Y ])] = IE[XY ] − IE[X]IE[Y ] die Kovarianz
zwischen X und Y beschreibt.

Der lineare Korrelationskoeffizient ist ein Maß für die lineare Abhängigkeit zweier Zufalls-
variablen. Es gilt: |ρ(X, Y )| = 1 genau dann wenn X und Y perfekt linear abhängig sind,
was soviel bedeutet wie Y = aX + b f.s. für ein a ∈ R \ {0} und b ∈ R.
Aus der Cauchy-Schwarz´schen Ungleichung mit |IE[XY ]| ≤

√
IE[X2]IE[Y 2] folgt

|Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X)Var(Y ) und somit −1 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1.
Im Falle unabhängiger Zufallsvariablen X und Y folgt aus Cov(X, Y ) = 0, dass ρ(X, Y ) =
0. In diesem Fall spricht man von unkorrelierten Zufallsvariablen.
Der nächste Satz zeigt, dass die Korrelation invariant unter streng monoton wachsenden
linearen Transformationen ist.

Satz 3.10. Für α, γ ∈ R \ {0} und β, δ ∈ R gilt:

ρ(αX + β, γY + δ) = sgn(αγ)ρ(X, Y )

mit

sgn(x) =


1, x > 0

0, x = 0

−1 x < 0
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Beweis: Es gilt:

ρ(αX + β, γY + δ) =
Cov(αX + β, γY + δ)√

Var(αX + β)Var(γY + δ)
=

αγCov(X, Y )√
α2γ2

√
Var(X)Var(Y )

=

= sgn(αγ)ρ(X, Y )

�

Die Verallgemeinerung der Korrelation auf mehr als zwei Zufallsvariablen ist weiters nicht
schwierig. Seien X = (X1, . . . , Xn)′ und Y = (Y1, . . . , Yn)′ zwei Zufallsvektoren, so lassen
sich alle paarweisen Kovarianzen und Korrelationen in n × n Matrizen Cov(X,Y) und
ρ(X,Y) zusammenfassen. Falls die zugehörigen Varianzen endlich sind, lässt sich folgendes
definieren:

Cov(X,Y)ij := Cov(Xi, Yj),

ρ(X,Y)ij := ρ(Xi, Yj) 1 ≤ i, j ≤ n.

Diese Matrizen sind symmetrisch und positiv semidefinit. Oft ist es auch interessant, die
paarweisen Korrelationen der Komponenten eines einzelnen Zufallsvektors zu betrachten.
In diesem Fall setzt man Y = X und erhält Cov(X) := Cov(X,X) und ρ(X) := ρ(X,X).

Im Folgenden werden einige Vor- und Nachteile der linearen Korrelation aufgelistet. Zu
Beginn wird auf die Stärken eingegangen.

a) Die Korrelation lässt sich in vielen Fällen leicht berechnen. Für eine große Zahl von
bivariaten Verteilungen ist es leicht zweite Momente wie Varianz und Kovarianz zu be-
rechnen und somit den Korrelationskoeffizient zu erhalten. Rangkorrelationskoeffizienten
wie Spearmans ρ oder Kendalls τ sind oft schwieriger zu berechnen.

b) Korrelation und Kovarianz sind unter linearen Operationen leicht zu manipulieren.
Unter affin-linearen Transformationen A : Rn 7→ Rm mit x 7→ Ax + a und B : Rn 7→ Rm

mit x 7→ Bx+ b für A,B ∈ Rm×n, a, b ∈ Rm gilt:

Cov(AX + a,BY + b) = ACov(X,Y)B′.

Speziell gilt für jede Linearkombination α′X mit α ∈ Rn:

Var(α′X) = α′Cov(X)α.

Daraus folgt aber, dass die Varianz einer Linearkombination durch die paarweisen Kovari-
anzen zur Gänze bestimmt ist. Diese Tatsache wird in der Portfoliotheorie gerne benutzt.
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c) Korrelation ist ein natürliches Abhängigkeitsmaß für multivariate Normalverteilungen
und allgemeiner für elliptische Verteilungen. Wie wir bereits gesehen haben sind ellipti-
sche Verteilungen durch Erwartungswertvektor, Kovarianzmatrix und einer charakteristi-
schen Funktion eindeutig bestimmt (siehe Bemerkung auf Seite 32). Da Erwartungswerte
und Varianzen Eigenschaften der Randverteilungen sind, ist die Copula einer elliptischen
Verteilung nur von der Korrelationsmatrix und charakteristischem Generator abhängig.
Daraus folgt, dass die Korrelationsmatrix eine natürliche parametrische Rolle in diesem
Fall einnimmt. (siehe Embrechts et al. [7], Seite 201)

Die Korrelation besitzt neben diesen vorteilhaften Eigenschaften auch nachstehende Defi-
zite. Diese werden zuerst in Form einer Liste aufgeführt und anschließend anhand zweier
Trugschlüsse veranschaulicht.

a) Die Varianzen der Verteilungen von X und Y müssen endlich sein, da ansonsten der
lineare Korrelationskoeffizient nicht definiert ist. Dies führt im Speziellen dann zu Proble-
men, falls man mit Risiken mit heavy tailed Verteilungen (siehe Definition 2.1) arbeitet.

b) Ein weiterer Nachteil der Korrelation ist es, dass die Unabhängigkeit zweier stochasti-
scher Größen die Unkorreliertheit impliziert, die Umkehrung dieses Sachverhalts jedoch
im Allgemeinen nicht gilt. Folgendes Beispiel soll diese Tatsache verdeutlichen.

Beispiel: Seien X ∼ N(0, 1) und Y = X2 zwei stochastische Größen die offensichtlich nicht
unabhängig sind. Betrachtet man die Kovarianz, so erhält man Cov(X, Y ) = IE[X3] −
IE[X]IE[X2]. Da das erste und dritte Moment einer Standardnormalverteilung Null sind
folgt die Unkorreliertheit.

Nur im Fall von multivariaten Normalverteilungen impliziert die Unkorreliertheit die Un-
abhängigkeit der einzelnen Komponenten. Sind hingegen die Ränder normalverteilt aber
die gemeinsame Verteilungsfunktion nicht normal, so ist diese Implikation nicht mehr
richtig.

c) Die lineare Korrelation ist nicht invariant unter nichtlinearen strikt monoton wachsen-
den Transformationen T : R 7→ R. Für zwei reellwertige Zufallsvariablen gilt im Allge-
meinen:

ρ(T (X), T (Y )) 6= ρ(X, Y )

Betrachtet man die bivariate Standardnormalverteilung mit Korrelation ρ und nimmt als
Transformation T die Standardnormalverteilungsfunktion, so erhält man:

ρ(T (X), T (Y )) =
6

π
arcsin

(
ρ(X, Y )

2

)
.
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Trugschluss 1. Die Randverteilungen und die paarweisen Korrelationen eines Zufalls-
vektors bestimmen die gemeinsame Verteilung.

Diese Aussage ist richtig, falls man sein Augenmerk auf elliptische Verteilungen richtet.
Im Allgemeinen gilt sie aber nicht, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll.

Beispiel: Seien X1, X2 Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen F1 und F2

und gemeinsamer Verteilungsfunktion C(F1(x1), F2(x2)) für eine Copula C und setze vor-
aus, dass für den Korrelationskoeffizienten ρ(X1, X2) = ρ gilt. Dann ist es aber im All-
gemeinen möglich eine alternative Copula C2 6= C zu finden und einen Vektor (Y1, Y2)
mit Verteilungsfunktion C2(F1(x1), F2(x2)) und ρ(Y1, Y2) = ρ zu bilden (siehe Embrechts
et al. [7], Seite 202). In Abbildung 3.4 sieht man 1000 Zufallszahlen von zwei unter-
schiedlichen bivariaten Verteilungen. In beiden Fällen haben wir Gamma(3,1) verteilte
Ränder und eine Korrelation von 0,7. Die Abhängigkeitsstruktur ist jedoch im ersten Bild
durch die Gauß-Copula und im zweiten Bild durch die Gumbel-Copula gegeben. Es ist
eindeutig ersichtlich, dass die Abhängigkeit der Zufallsvariablen in den beiden Modellen
unterschiedlich ist. Falls wir die Zufallsvariablen als Versicherungsschäden interpretieren,
ist das zweite Modell gefährlicher als das erste, da extreme Schäden die Tendenz aufweisen
gemeinsam aufzutreten. Diese Eigenschaft der Gumbel-Copula, die man auch in Abb. 3.2
erkennen kann, wird auch als obere Tailabhängigkeit bezeichnet. Die Gauß-Copula besitzt
hingegen keine Tailabhängigkeit. Kapitel 3.5.3 gibt hierzu nähere Aufschlüsse.

Abbildung 3.4: Identische Randverteilungen mit ρ = 0.7, jedoch unterschiedliche Copula-
typen. (siehe Embrechts et al. [10], Seite 2)

Trugschluss 2. Für gegebene Randverteilungen F1 und F2 von X und Y kann jeder
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beliebiger Korrelationswert zwischen -1 und 1 durch geeignete Wahl der gemeinsamen
Verteilung erreicht werden.

Wiederum ist diese Aussage richtig, falls F1 und F2 die Ränder einer elliptischen Verteilung
sind (siehe Embrechts et al. [7], Seite 203). Im Allgemeinen ist sie aber falsch, was sich
im folgenden Beispiel zeigen lässt.

Beispiel: Seien X und Y Zufallsvariablen mit Träger [0,∞), sodass F1(x) = F2(y) = 0 für
alle x, y < 0. Seien die rechten Endpunkte der beiden Verteilungsfunktionen unendlich,
was soviel bedeutet wie supx{x|F1(x) < 1} = supy{y|F2(y) < 1} = ∞. Zusätzlich sei
ρ(X, Y ) = −1. Dies impliziert Y = aX + b f.s. mit a < 0 und b ∈ R. Dann gilt aber für
alle y < 0:

F2(y) = P(Y ≤ y) = P
(
X ≥ y − b

a

)
≥ P

(
X >

y − b
a

)
=

= 1− F1

(
y − b
a

)
> 0

Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung F2(y) = 0 für alle y < 0.

Der folgende Satz beinhaltet die so genannte Höffdingsche Formel. Diese Formel wird
für den Satz 3.12 benötigt um die Grenzen für den linearen Korrelationskoeffizienten
herzuleiten. Ein Beweis lässt sich in Embrechts et al. [7], Seite 204 finden.

Satz 3.11. (ohne Beweis)
Sei (X1, X2)′ ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilung F und Randverteilungen F1

und F2. Dann ist die Kovarianz von X1 und X2, falls sie endlich ist, gegeben mit:

Cov(X1, X2) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(F (x1, x2)− F1(x1)F2(x2))dx1dx2 (3.8)

Satz 3.12. Sei (X1, X2)′ ein Zufallsvektor mit Randverteilungen F1 und F2 mit endlichen
Varianzen größer Null und einer nicht spezifizierten Abhängigkeitsstruktur. Dann gilt:

a) Die Menge aller möglichen Korrelationen ist ein geschlossenes Intervall [ρmin, ρmax]
mit ρmin < 0 < ρmax.

b) Die minimale Korrelation ρ = ρmin wird genau dann erreicht, falls X und Y kontra-
monoton sind. Hingegen wird die maximale Korrelation ρ = ρmax genau dann erreicht,
falls X und Y komonoton sind.
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Beweis: Für b) betrachte die Frechet Grenzen einer Verteilungsfunktion aus (3.4) mit:

max{F1(x1) + F2(x2)− 1, 0} ≤ F (x1, x2) ≤ min{F1(x1), F2(x2)}

Richtet man sein Augenmerk auf (3.8), so ist der Integrand für fixierte Randverteilungs-
funktionen punktweise maximal, falls X1 und X2 als Copula die obere Frechet Grenze
besitzen, beziehungsweise komonoton sind. Hingegen ist der Integrand minimal, falls X1

und X2 kontramonoton sind.
Für den Beweis von a) gilt klarerweise ρmax ≥ 0. Es bleibt also zu zeigen, dass ρmax =
0 ausgeschlossen werden kann. Falls ρmax = 0 gilt würde dies min{F1(x1), F2(x2)} =
F1(x1)F2(x2) für alle x1, x2 implizieren. Dies ist aber nur möglich, falls eine der beiden
Verteilungsfunktionen degeneriert, das heißt von der Form F (x) = 1{x≥x0} ist. Dies ist
aber durch die Voraussetzung dass die Varianzen größer Null sein müssen ausgeschlossen.
Durch analoge Vorangehensweise folgt ρmin < 0. �

Beispiel: Sei X ∼ LN(0, 1) (LN entspricht der Lognormalverteilung) und Y ∼ LN(0, σ2)
mit σ > 0. Dann lassen sich ρmin und ρmax für diese Randverteilungen bestimmen und
man erhält:

ρmin =
e−σ − 1√

(e− 1)(eσ2 − 1)
, ρmax =

eσ − 1√
(e− 1)(eσ2 − 1)

In Abbildung 3.5 sieht man die maximale und minimale Korrelation in Abhängigkeit von
σ. Dabei lässt sich erkennen, dass diese Grenzen der Korrelation gegen 0 gehen. Dies
bedeutet aber, dass die Korrelation eines Zufallsvektors (X, Y )′ sehr nahe bei Null sein
kann, obwohl die beiden Zufallsvariablen ko- oder kontramonoton sind. Daher kann man
aufgrund von kleinen Korrelationen nicht auf schwache Abhängigkeit schließen. Dies ist
natürlich ein erheblicher Nachteil für ein Abhängigkeitsmaß.
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Abbildung 3.5: ρmin und ρmax in Abhängigkeit von σ (siehe Embrechts et al. [10], Seite
25).

3.5.2 Rangkorrelationskoeffizienten

Im vorangegangen Abschnitt wurden einige Nachteile der linearen Korrelation in der nicht
elliptischen Welt dargelegt. Als mögliche Alternative bieten sich die Rangkorrelationsko-
effizienten an, die wie der lineare Korrelationskoeffizient skalare Abhängigkeitsmaße dar-
stellen. Wie sich herausstellen wird sind die Rangkorrelationskoeffizienten nur von der
Copula einer bivariaten Verteilung abhängig und nicht wie der lineare Korrelationskoeffi-
zient von Copula und Randverteilungen. Eine wichtige Eigenschaft, die sich daraus ergibt
ist die Invarianz unter strikt monoton wachsenden Transformationen. Die beiden wich-
tigsten Vertreter der Rangkorrelation sind Kendalls τ und Spearmans ρ. Im Anschluss
werden die Begriffe der Konkordanz und Diskordanz eingeführt, auf welchen die beiden
Rangkorrelationskoeffizienten aufgebaut sind.

Definition 3.8. Seien (x1, x2) und (x̃1, x̃2) zwei Punkte aus R2. Dann nennt man diese

a) konkordant, falls (x1 − x̃1)(x2 − x̃2) > 0, oder

b) diskordant, falls (x1 − x̃1)(x2 − x̃2) < 0 gilt.
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Sei nun ein Zufallsvektor (X1, X2)′ und eine unabhängige Kopie (X̃1, X̃2)′ (ein zweiter
Vektor mit gleicher Verteilung aber unabhängig vom ersten Vektor) gegeben. Falls X2 die
Tendenz aufweist mit X1 zu steigen, dann erwartet man eine hohe Wahrscheinlichkeit der
Konkordanz im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit der Diskordanz. Falls hingegen X2 dazu
tendiert mit steigendem X1 zu fallen, so erwartet man das Gegenteil.
Kendalls τ ist nun einfach gegeben durch die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus
der Wahrscheinlichkeit der Diskordanz mit:

ρτ (X1, X2) = P((X1 − X̃1)(X2 − X̃2) > 0)− P((X1 − X̃1)(X2 − X̃2) < 0). (3.9)

Es ist leicht erkennbar, dass sich Kendalls τ auch als Erwartungswert schreiben lässt.

Definition 3.9. (Kendalls τ)
Sei (X1, X2)′ ein Zufallsvektor und (X̃1, X̃2)′ eine unabhängige Kopie, so ist Kendalls τ
definiert durch:

ρτ (X1, X2) = IE[sgn((X1 − X̃1)(X2 − X̃2))]

Auch Spearmans ρ lässt in Bezug auf Konkordanz und Diskordanz beschreiben. Seien hier-
zu (X1, X2)′, (X̃1, X̃2)′ und (X∗1 , X

∗
2 )′ drei unahängige Kopien, dann lässt sich Spearmans

ρ schreiben als:

ρS(X1, X2) = 3(P((X1 − X̃1)(X2 −X∗2 ) > 0)− P((X1 − X̃1)(X2 −X∗2 ) < 0))

Spearmans ρ ist also gegeben durch die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus der
Wahrscheinlichkeit der Diskordanz der Zufallsvektoren (X1, X2) und (X̃1, X

∗
2 ) multipli-

ziert mit dem Faktor 3 (siehe Embrechts et al. [9], Seite 13).
Neben dieser Darstellung lässt sich Spearmans ρ über den linearen Korrelationskoeffizi-
enten definieren.

Definition 3.10. (Spearmans ρ)
Für zwei Zufallsvariablen X1 und X2 mit Randverteilungen F1 und F2 ist Spearmans ρ
gegeben mit:

ρS(X1, X2) = ρ(F1(X1), F2(X2)) (3.10)

Bemerkung: Für stetige Randverteilungen F1 und F2 entspricht Spearmans ρ der linea-
ren Korrelation der eindeutigen Copula.

Folgender Satz zeigt, dass für stetige Randverteilungen sowohl Kendalls τ , als auch Spe-
armans ρ nur von der eindeutigen Copula abhängen.
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Satz 3.13. Seien X1 und X2 zwei Zufallsvariablen mit stetigen Randverteilungen und
eindeutiger Copula C. Dann sind die Rangkorrelationskoefizienten gegeben mit:

ρτ (X1, X2) = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u1, u2)dC(u1, u2)− 1 und (3.11)

ρS(X1, X2) = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u1, u2)− u1u2)du1du2. (3.12)

Beweis: Betrachtet man (3.9), so gilt:

ρτ (X1, X2) = P((X1 − X̃1)(X2 − X̃2) > 0)− (1− P((X1 − X̃1)(X2 − X̃2) > 0) =

= 2P((X1 − X̃1)(X2 − X̃2) > 0)− 1

Aufgrund der Austauschbarkeit der Paare (X1, X2) und (X̃1, X̃2) erhält man:

ρτ (X1, X2) = 4P(X1 < X̃1, X2 < X̃2)− 1 =

= 4IE[P(X1 < X̃1, X2 < X̃2|X̃1, X̃2)]− 1 =

= 4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

P(X1 < x1, X2 < x2)dF (x1, x2)− 1

= 4

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

C(F1(x1), F2(x2))dC(F1(x1), F2(x2))− 1

Durch die Substitutionen u1 = F1(x1) und u2 = F2(x2) erhält man somit das gewünschte
Resultat (3.11).
Für Spearmans ρ gilt laut (3.10):

ρS(X1, X2) =
Cov(F1(X1), F2(X2))√

Var(F1(X1))Var(F2(X2))

Da aber Fi(Xi) (i=1,2) laut (3.1) gleichverteilt auf (0,1) ist, ist die Varianz von Fi(Xi)
gleich 1

12
und man erhält:

ρS(X1, X2) = 12Cov(F1(X1), F2(X2)).

Das Ergebnis folgt durch die Formel für die Kovarianz aus (3.8). �

Seien im Folgenden stetige Randverteilungen vorausgesetzt. Aufgrund dieses Satzes folgt,
dass die Rangkorrelationskoeffizienten die Eigenschaft der Invarianz unter streng mono-
ton wachsenden Transformationen der Copulas erben (siehe Satz 3.4). Dies ist einer der
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großen Vorteile der Rangkorrelationskoeffizienten im Vergleich zur linearen Korrelation.
Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die Rangkorrelationskoeffizienten den Wert 1 ge-
nau dann annehmen, falls die beiden Zufallsvariablen komonoton sind, bzw. den Wert -1
genau dann annehmen, falls die Zufallsvariablen kontramonoton sind (Beweis siehe Em-
brechts et al. [10], Seite 16).
Aufgrund dieser Eigenschaft ist Trugschluss 2 aus vorigem Kapitel für stetige Randver-
teilungen nicht mehr relevant. Durch eine Kombination der Form:

F (x1, x2) = λCl(F1(x1), F2(x2)) + (1− λ)Cu(F1(x1), F2(x2))

folgt ρτ (X1, X2) = ρS(X1, X2) = (1− 2λ) und somit lässt sich durch geeignete Wahl von
λ aus [0, 1] jeder beliebige Wert in [−1, 1] erreichen (siehe Embrechts et al. [7], Seite 208).
Trugschluss 1 bleibt hingegen auch für die beiden Rangkorrelationskoeffizienten erhalten.
Ein Defizit der Rangkorrelationskoeffizienten besteht darin, dass man zwar für unabhängi-
ge Zufallsvariablen den Wert 0 erhält, die Umkehrung aber nicht gilt.

3.5.3 Tailabhängigkeitskoeffizient

Der Tailabhängigkeitskoeffizient misst, wie auch der Name schon vermuten lässt, die
Abhängigkeit in den Verteilungsenden (Tails) einer bivariaten Verteilung und kann daher
nicht mit den anderen Abhängigkeitsmaßen verglichen werden da er eben nur einen be-
stimmten Aspekt der Abhängigkeit misst. Es wird hierbei zwischen oberem und unterem
Tailabhängigkeitskoeffizienten unterschieden. Der obere Tailabhängigkeitskoeffizient gibt
die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Zufallsvariable einen hohen Wert annimmt, bedingt
dadurch, dass die zweite Zufallsvariable auch einen hohen Wert annimmt. Analog lässt
sich der untere Tailabhängigkeitskoeffizient definieren.

Definition 3.11. Seien X1 und X2 zwei Zufallsvariablen mit den jeweiligen Verteilungs-
funktionen F1 und F2. Der Koeffizient der oberen Tailabhängigkeit wird beschrieben durch:

λu := λu(X1, X2) = lim
q→1−

P(X2 > F←2 (q)|X1 > F←1 (q)), (3.13)

vorausgesetzt, dass die Grenze λu ∈ [0, 1] existiert. Für λu=0 werden X1 und X2 asympto-
tisch unabhängig, bzw. für λu ∈ (0, 1] asymptotisch abhängig im oberen Verteilungsende
genannt. Analog lässt sich der Koeffizient der unteren Tailabhängigkeit definieren mit:

λl := λl(X1, X2) = lim
q→0+

P(X2 ≤ F←2 (q)|X1 ≤ F←1 (q)), (3.14)

vorausgesetzt, dass die Grenze λl ∈ [0, 1] existiert.
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Für stetige Zufallsvariablen lassen sich die Tailabhängigkeitskoeffizienten als Funktion der
eindeutigen Copula C darstellen. Damit folgt wie auch schon bei den Rangkorrelationsko-
effizienten die Invarianz unter streng monoton wachsenden Funktionen. Betrachtet man
hierzu die bedingte Wahrscheinlichkeit aus (3.13), so erhält man durch einfache Umfor-
mungen:

P(X2 > F←2 (q)|X1 > F←1 (q)) =
P(X2 > F←2 (q), X1 > F←1 (q))

P(X1 > F←1 (q))
=

=
1− P(X2 ≤ F←2 (q))− P(X1 ≤ F←1 (q)) + P(X2 ≤ F←2 (q), X1 ≤ F←1 (q))

1− P(X1 ≤ F←1 (q))
=

Aus diesen Umformungen lässt sich erkennen, dass sich der obere Tailabhängigkeitskoef-
fizient in Abhängigkeit der eindeutigen Copula mit:

λu = lim
q→1−

1− 2q + C(q, q)

1− q
(3.15)

schreiben lässt. Für den unteren Tailabhängigkeitskoeffizient gilt offensichtlich:

λl = lim
q→0+

C(q, q)

q
. (3.16)

Bemerkung: Der obere Tailabhängigkeitskoeffizient lässt sich auch mit Hilfe der Über-

lebenscopula durch λu = lim
q→0+

Ĉ(q,q)
q

darstellen.

Beispiel: Für Copulas, die eine einfache geschlossene Form besitzen, wie im Fall der ar-
chimedischen Copula, ist die Berechnung der Tailabhängigkeitskoeffizienten weiters nicht
schwierig.
Betrachten wir zuerst den oberen Tailabhängigkeitskoeffizienten für die bivariate Gumbel-

Copula mit Cθ(u1, u2) = exp(−((− ln (u1))θ + (− ln (u2))θ)
1
θ ). Somit gilt Cθ(q, q) = q2

1
θ

und es folgt:

λu = lim
q→1−

1− 2q + Cθ(q, q)

1− q
= lim

q→1−

2− 2q + q2
1
θ − 1

1− q
= 2− lim

q→1−

q2
1
θ − 1

q − 1

l´Hospital
=

= 2− lim
q→1−

2
1
θ q2

1
θ−1 = 2− 2

1
θ (3.17)

Für den unteren Tailabhängigkeitskoeffizient gilt:

λl = lim
q→0+

Cθ(q, q)

q
= lim

q→0+

q2
1
θ

q
= lim

q→0+
q2

1
θ−1 = 0
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Die Gumbel-Copula hat also vorausgesetzt, dass θ > 1 gilt eine obere Tailabhängigkeit,
wobei die Stärke der Abhängigkeit für θ → ∞ gegen 1 geht. Die obere Tailabhängigkeit
lässt sich in den Abbildungen 3.2 und 3.4 gut erkennen. Hingegen besitzt die Gumbel-
Copula keine untere Tailabhängigkeit.
Die Clayton Copula mit Cθ(u1, u2) = (u−θ1 + u−θ2 − 1)−

1
θ besitzt keine obere, dafür eine

untere Tailabhängigkeit (siehe Abb. 3.1), deren Stärke für θ →∞ gegen 1 geht wie man
im Folgenden sehen kann.

λu = lim
q→1−

1− 2q + Cθ(q, q)

1− q
= lim

q→1−

1− 2q + (2q−θ − 1)−
1
θ

1− q
=

= 2− lim
q→1−

(2q−θ − 1)−
1
θ − 1

q − 1

l´Hospital
= 2− lim

q→1−
2q−θ−1(2q−θ − 1)−

1
θ
−1 = 0

Für die untere Tailabhängigkeit gilt:

λl = lim
q→0+

Cθ(q, q)

q
= lim

q→0+

(2q−θ − 1)−
1
θ

q
= lim

q→0+

(q−θ(2− qθ))− 1
θ

q
=

= lim
q→0+

(2− qθ)−
1
θ = 2−

1
θ

Für den Fall von Gauß oder t-Copulas, wird ein etwas modifizierter Tailabhängigkeitsko-
effizient betrachtet. Sei hierzu ein Paar von gleichverteilten Zufallsvariablen (U1, U2) mit
Verteilung C(u1, u2) gegeben. Aufgrund der radialen Symmetrie dieser Copulas folgt mit
C = Ĉ, dass oberer und unterer Tailabhängigkeitskoeffizient übereinstimmen und es ist
daher ausreichend den unteren Koeffizienten zu betrachten. Dieser wird im Folgenden mit
λ bezeichnet. Mithilfe der Austauschbarkeit (C(u1, u2) = C(u2, u1)) dieser Copulas folgt
(Herleitung siehe Embrechts et al. [7], Seite 210f):

λ = 2 lim
q→0+

P(U2 ≤ q|U1 = q)

Um den Tailabhängigkeitskoeffizienten der Gaußschen Copula Cρ zu berechnen sei
(X1, X2)′ := (Φ−1(U1),Φ−1(U2))′, sodass der Vektor (X1, X2)′ eine bivariate Normalvertei-
lung mit standardnormalverteilten Rändern mit Korrelationskoeffizienten ρ besitzt. Aus
obiger Formel folgt:

λ = 2 lim
q→0+

P(Φ−1(U2) ≤ Φ−1(q)|Φ−1(U1) = Φ−1(q)) =

= 2 lim
x→−∞

P(X2 ≤ x|X1 = x)
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Da X2|X1 = x ∼ N(ρx, 1− ρ2) folgt:

λ = 2 lim
x→−∞

Φ

(
x
√

1− ρ√
1 + ρ

)
= 0

Hieraus wird ersichtlich, dass die Gaußsche Copula, vorausgesetzt dass ρ < 1 gilt, weder
eine obere noch eine untere Tailabhängigkeit besitzt und somit extreme Ereignisse un-
abhängig voneinander aufzutreten scheinen, falls man weit genug in den Tails geht. Dabei
ist es egal wie groß der Korrelationskoeffizient ist.

Durch ähnliche Vorgehensweise lässt sich für die t-Copula zeigen, dass der Tailabhängig-
keitskoeffizienten folgende Gestalt annimmt (siehe Embrechts et al. [7], Seite 211):

λ = 2tν+1

(
−

√
(ν + 1)(1− ρ)

1 + ρ

)

Vorausgesetzt dass ρ > −1 gilt, besitzt die t-Copula sowohl untere als auch obere Tailabhängig-
keit.
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Kapitel 4

Tail-Asymptotik der Summe
abhängiger heavy tailed verteilter
Zufallsvariablen

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird das asymptotische Verhalten von

P(Sn > x) = P(X1 + . . .+Xn > x)

für großes x untersucht, wobei X1, . . . , Xn Risiken mit heavy tailed Verteilungsfunktionen
(siehe Definition 2.1) darstellen.

In der Literatur ist der Fall von unabhängigen Risiken bereits gut untersucht. Foss und
Korshunov [13] zeigten für zwei unabhängige Risiken X1, X2 mit den jeweiligen Vertei-
lungsfunktionen F1, F2 auf [0,∞), wobei eine der beiden Verteilungsfunktionen heavy
tailed ist, dass folgendes gilt:

lim inf
x→∞

F1 ∗ F2(x)

F1(x) + F2(x)
= 1. (4.1)

Für unabhängige, subexponentiell verteilte Risiken, die nicht notwendigerweise identisch
verteilt sein müssen, gilt unter bestimmten Voraussetzungen (siehe Satz 2.6):

lim
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= 1. (4.2)
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Die Voraussetzung der Unabhängigkeit ist aber für Anwendungen in der Praxis oft zu
unrealistisch. In diesem Kapitel wird deshalb versucht, diese Voraussetzung aufzulockern.
Seien hierzu X1, . . . , Xn n abhängige Zufallsvariablen mit den jeweiligen heavy tailed
Verteilungen F1, . . . , Fn (siehe Definition 2.1), wobei die Abhängigkeit durch Copulas
(siehe Definition 3.1) modelliert wird. Die Idee folgender Untersuchungen findet sich bei
Kortschak [18], Seite 10ff wieder.

Im Unterkapitel 4.2 dieses Abschnitts wird untersucht, welche Bedingungen an die
Abhängigkeitsstruktur und an die Randverteilungen der Xk gestellt werden müssen, so-
dass das asymptotische Verhalten des Tails von Sn gleich wie im unabhängigen Fall ist
(siehe (4.1), (4.2)). Hierzu werden aktuelle Arbeiten herausgegriffen und wichtige Ergeb-
nisse präsentiert. Zuerst wird auf den bivariaten Fall anhand der Arbeit von Albrecher
et al. [1] eingegangen. Insbesondere ist bei diesen Untersuchungen der asymptotisch un-
abhängige Fall (vergleiche Definition 3.11) von Interesse. Ein zentrales Ergebnis wird
hierbei anhand eines Beispiels numerisch untersucht. Anschließend werden einige Resul-
tate des multivariaten Falls aus der Arbeit von Yuen und Yin [23] herausgegriffen und
mit anderen aktuellen Arbeiten verglichen.

Weiters von Interesse ist der asymptotisch abhängige Fall (vergleiche Definition 3.11).
Hierzu betrachten wir in Kapitel 4.3 den Fall von archimedischen Copulas (siehe Kapitel
3.4) aus der Arbeit von Alink et al. [2]. Hierbei lässt sich unter bestimmten Vorausset-
zungen zeigen: Für n identisch verteilte abhängige Risiken X1, . . . , Xn verhält sich die
Wahrscheinlichkeit eines großen Gesamtschadens wie die Wahrscheinlichkeit eines großen
Einzelschadens gemeinsam mit einem Proportionalitätsfaktor q. Zur Veranschaulichung
wird ein numerisches Beispiel präsentiert. Es wird gezeigt, dass der Proportionalitätsfak-
tor nur von der Abhängigkeitsstärke und vom Tailverhalten der Einzelrisiken abhängt.
Für n = 2 werden explizite Formeln für q angeführt.

4.2 Rückführung auf den unabhängigen Fall

4.2.1 Bivariater Fall

Die Grundlage dieses Abschnitts liefert das Paper
”
Tail Asymptotics for the sum of two

heavy tailed dependent risks“ von Albrecher at al. [1].
Seien nun im Folgenden X1, X2 zwei positive heavy tailed Zufallsvariablen (siehe Defini-
tion 2.1) mit jeweils stetigen Randverteilungen F1 und F2 (im austauschbaren Fall wird
die Verteilung mit F bezeichnet). Untersucht wird in diesem Abschnitt das asymptotische
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Verhalten von

P(X1 +X2 > x) (4.3)

für x gegen Unendlich und für eine gegebene Abhängigkeitsstruktur zwischen X1 und X2.
Besonders von Interesse ist es, wenn das asymptotische Verhalten von (4.3) von derselben
Größenordung wie im unabhängigen Fall ist (siehe (2.10)).

Voraussetzung: c = lim
x→∞

F2(x)

F1(x)
≤ 1 existiert.

Dies bedeutet, dass im Fall nicht identisch verteilter Risiken o.B.d.A X1 den schwereren
Tail hat als X2.

Die Idee der nun folgenden Untersuchungen ist jene: Intuitiv gibt es eine Wechselwir-
kung zwischen der Abhängigkeit in den Tails und der Schwere des Tails von F1. Dabei
gilt: Umso schwerer der Tail von F1 ist, desto stärker muss die Abhängigkeit in den Tails
sein um das asymptotische Tailverhalten der Summe zu beeinflussen. Diese Idee soll nun
im Folgenden untersucht werden.
Um die Tailabhängigkeit zu modellieren betrachten wir den oberen Tailabhängigkeitsko-
effizient, der hier definiert ist mit (siehe auch (3.13)):

λ := lim
u→1

P(F (X2) > u|F (X1) > u)

Für den Fall von nicht identischen Verteilungen F1, F2 empfiehlt es sich folgende Größe
zu betrachten (siehe Albrecher at al. [1], Seite 109):

λ̂ := lim
x→∞

P(X2 > x|X1 > x)

Im Gegensatz zu λ ist λ̂ nicht nur eine Funktion der Copula sondern auch der Randver-
teilungen F1, F2. Für den Fall von identischen Randverteilungen F1 und F2 stimmen die
Koeffizienten jedoch überein.

Im Anschluss werden einfache Grenzen hergeleitet, die im Laufe dieses Abschnitts noch
von Bedeutung sein werden.

Satz 4.1. a) P(max(X1, X2) > x) ∼ (1 + c− λ̂)F1(x)

b) lim
x→∞

P(X1 > x|max(X1, X2) > x) = 1

1+c−λ̂

Beweis:
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a) Durch Umformungen erhält man:

P(max(X1, X2) > x) = P(X1 > x) + P(X2 > x)− P(X1 > x,X2 > x) =

= F1(x) + F2(x)− F1(x)P(X2 > x|X1 > x)

Division durch F1(x) liefert:

P(max(X1, X2) > x)

F1(x)
= 1 +

F2(x)

F1(x)
− P(X2 > x|X1 > x)

Für x gegen Unendlich erhält man das gewünschte Resultat

b) ist eine direkte Konsequenz von a) �

Bemerkung: Da P(max(X1, X2) > x) ≤ P(X1 + X2 > x) ≤ P(max(X1, X2) > x
2
)) kann

man aufgrund von Satz 4.1 (a) folgende Grenzen aufstellen:

1 + c− λ̂ ≤ lim inf
x→∞

P(X1 +X2 > x)

F1(x)
(4.4)

lim sup
x→∞

P(X1 +X2 > x)

F1(x
2
)

≤ 1 + c− λ̂

�

Um den Einfluss der Abhängigkeit zu betrachten und zu modellieren, wird eine Copula-
Darstellung von (4.3) benützt. Sie ist der Ausgangspunkt für die nachfolgenden Untersu-
chungen.

Satz 4.2. (Copula-Darstellung)
Seien Zufallsvariablen X1, X2 abhängig bezüglich einer beliebigen absolut stetigen Copula
Funktion C(a, b) mit partieller Ableitung ca(a, b) := ∂C(a,b)

∂a
. Dann gilt:

P(X1 +X2 > x)

F1(x)
= 1 +

∫ x

0

1− ca(F1(z), F2(x− z))

F1(x)
F1(dz)

Beweis: Es gilt:

P(X1 +X2 > x)

F1(x)
=

1− P(X1 +X2 ≤ x)

F1(x)
=
F1(x) + F1(x)− P(X1 +X2 ≤ x)

F1(x)
=

= 1 +

∫ x

0

1− P(X2 ≤ x− z|X1 = z)

F1(x)
F1(dz)
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Für die bedingte Verteilung gilt nun: Seien auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen U, V
abhängig bezüglich einer Copula C, so folgt (siehe Nelsen [20], Seite 41):

P(V ≤ v|U = u) =
∂C(u, v)

∂u

Daher gilt:

P(X2 ≤ x−z|X1 = z) = P(F2(X2) ≤ F2(x−z)|F1(X1) = F1(z)) = ca(F1(z), F2(x−z))

�

Gemeinsam mit dieser Copula-Darstellung lässt sich folgende Grenze herleiten (für einen
Beweis siehe Albrecher et al. [1], Seite 114).

Satz 4.3. (ohne Beweis)
Seien F1 ∈ S und F2 absolut stetig und X1 und X2 abhängig bezüglich einer absolut
stetigen Copulafunktion C(a, b) mit cab(a, b) < M für alle (a, b) ∈ [0, 1] × [b0, 1], b0 < 1.
So gilt:

lim
x→∞

P(X1 +X2 > x)

P(X1 > x)
= 1 + c

∫ ∞
0

cab(F1(z), 1)F2(dz).

Satz 4.4. Seien X1 und X2 abhängige Zufallsvariablen bezüglich einer absolut stetigen Co-
pula C(a, b) mit absolut stetigen Randverteilungen F1 und F2 . Existieren nun Konstanten
x0 < 1 und M <∞ mit cab(a, b) < M ∀(a, b) ∈ [x0, 1]2, dann ist λ̂ = 0

Beweis: Seien X∗1 und X∗2 unabhängige Zufallsvariablen mit denselben Randverteilun-
gen wie X1 und X2. Aufgrund der Existenz der Copuladichte gilt laut Definition für λ̂
folgendes:

λ̂ = lim
x→∞

P(X2 > x|X1 > x) = lim
x→∞

P(X2 > x,X1 > x)

P(X1 > x)
=

= lim
x→∞

1

P(X1 > x)

∫ ∞
x

∫ ∞
x

cab(F1(u1), F2(u2))F1(du1)F2(du2)

Sei nun min(F1(x), F2(x)) > x0. Dann folgt laut Voraussetzung:

λ̂ ≤M lim
x→∞

1

P(X1 > x)

∫ ∞
x

∫ ∞
x

1F1(du1)F2(du2) =
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= M lim
x→∞

P(X∗2 > x,X∗1 > x)

P(X∗1 > x)
= M lim

x→∞
P(X∗2 > x) = 0

�

Der nachstehende Satz lässt sich in Albrecher et al. [1], Seite 115 finden und ist ein
zentrales Ergebnis und eine Verstärkung von Satz 4.3. In diesem geht man von zwei
Zufallsvariablen X1, X2 mit absolut stetigen Randverteilungen und einer absolut stetigen
Copula als Abhängigkeitsstruktur aus. Ist die Dichtefunktion der Copula beschränkt in
[x0, 1]2 für ein x0 < 1 und gilt, dass X1 subexponentiell verteilt ist (siehe Definition 2.4),
so verhält sich (4.3) asymptotisch wie im unabhängigen Fall.

Satz 4.5. Seien X1 und X2 abhängige Zufallsvariablen mit absolut stetigen Randvertei-
lungen F1 ∈ S und F2 sodass c existiert und für die absolut stetige Copula C(a, b) gilt,
dass Konstanten x0 < 1 und M < ∞ existieren sodass cab(a, b) < M ∀(a, b) ∈ [x0, 1]2,
dann gilt:

lim
x→∞

P(X1 +X2 > x)

P(X1 > x)
= 1 + c (4.5)

Beweisidee: Da λ̂ = 0 (Satz 4.4) wissen wir aus (4.4), dass

1 + c ≤ lim inf
x→∞

P(X1 +X2 > x)

P(X1 > x)

Es bleibt also zu zeigen dass der Limes Superior des oben stehenden Ausdrucks kleiner
gleich 1+c ist. Sei hierfür a(x) eine Funktion mit lim

x→∞
a(x) =∞ und mit

lim
x→∞

P(X1 > x− a(x))

P(X1 > x)
= 1 (4.6)

Betrachte nun:

P(X1 +X2 > x) ≤ P(X1 > x− a(x) ∪X2 > x− a(x))+

+P(X1 +X2 > x,max(X1, X2) ≤ x− a(x)) (4.7)

Mithilfe der Voraussetzungen F1 ∈ S und dass die Copula Dichte für bestimmte Werte
beschränkt ist erhält man:

lim
x→∞

P(X1 +X2 > x,max(X1, X2) ≤ x− a(x))

P(X1 > x)
= 0 (4.8)

54



KAPITEL 4. TAIL-ASYMPTOTIK DER SUMME ABHÄNGIGER HEAVY TAILED
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Für den ersten Summand in der Ungleichung (4.7) erhalten wir mithilfe des Inklusions-
Exklusionsprinzips:

lim
x→∞

P(X1 > x− a(x) ∪X2 > x− a(x))

P(X1 > x)
≤

≤ lim
x→∞

P(X1 > x− a(x)) + P(X2 > x− a(x))

P(X1 > x− a(x))

P(X1 > x− a(x))

P(X1 > x)
=

((4.6),Def. von c)
= 1 + c (4.9)

Mithilfe von (4.8) und (4.9) erhält man nun die gewünschte obere Abschätzung �

Bemerkung: Es gilt:

lim
x→∞

P(X1 > x) + P(X2 > x)

P(X1 > x)
= lim

x→∞
1 +

P(X2 > x)

P(X1 > x)
= 1 + c

Da nun laut (4.5) P(X1 + X2 > x) ∼ (1 + c)P(X1 > x) und durch obige Bemerkung
P(X1 > x) + P(X2 > x) ∼ (1 + c)P(X1 > x) gilt, erhält man

P(X1 +X2 > x) ∼ P(X1 > x) + P(X2 > x)

Dieses Ergebnis entspricht aber unserer Zielsetzung für subexponentielle Verteilungen in
(4.2) (vergleiche (2.10)).

Sind X1 und X2 identisch verteilt, so erhält man ein c = lim
x→∞

F (x)

F (x)
= 1 und somit wie im

unabhängig identischen Fall lim
x→∞

P(X1+X2>x)
P(X1>x)

= 2. (vergleiche (2.6))

Da aus den Forderungen aus Satz 4.5 λ̂ = 0 folgt, kann man die Frage stellen, ob für subex-
ponentielle Verteilungen (siehe Definition 2.4) die asymptotische Unabhängigkeit eine hin-
reichende Bedingung für die Unempfindlichkeit der Tailasymptotik der Summe hinsichtlich
der Abhängigkeit ist. Im Allgemeinen gilt dieser Tatbestand aber nicht. Dazu betrach-
ten wir identisch verteilte X1 und X2 mit Randverteilungsfunktion F ∈ S ∩MDA(Λ)1

(hier enthalten sind unter anderem moderate heavy tailed Verteilungen wie Lognormal-
verteilung, Weibullverteilung (siehe Embrechts et al. [8], Seite 150)). Hingegen kann man
für F1 ∈ R (siehe Definiton 2.3) zeigen, dass λ̂ = 0 eine hinreichende Bedingung ist.
(betrachte Idee auf Seite 51)

Fallbeispiel: F ∈ S ∩MDA(Λ):

1Maximaler Anziehungsbereich der Gumbelverteilung (siehe Embrechts et al. [8], Seite 138ff)
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Ein wichtiges Werkzeug für die anschließende Untersuchung ist die mittlere Überschussfunk-
tion. Folgende Definition lässt sich in Embrechts et al. [8], Seite 294 finden.

Definition 4.1. (mittlere Überschussfunktion)
Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt xF , dann nennt man

e(x) = IE[X − x|X > x], 0 ≤ x < xF

mittlere Überschussfunktion von F .

Einen Beweis zu nachstehendem Satz findet man in Albrecher et al. [1], Seite 116f.

Satz 4.6. (ohne Beweis)
Falls die mittlere Überschussfunktion

”
self-neglacting“ ist, das heißt:

lim
x→∞

e(x+ ae(x))

e(x)
= 1 ∀a ≥ 0, (4.10)

und falls:

inf
a>0

lim inf
x→∞

P(X2 > ae(x)|X1 > x) > 0, (4.11)

dann gilt:

lim inf
x→∞

P(X1 +X2 > x)

F (x)
=∞

Bemerkung: Die Gleichung (4.10) ist für alle subexponentiellen Verteilungen die im
maximalen Anziehungsbereich der Gumbelverteilung liegen erfüllt. Es reicht also eine
Copula zu finden, sodass Ungleichung (4.11) erfüllt ist. Sei hierfür δ(x) = C(x, x) der
Diagonalteil einer Copula. Dann lässt sich zeigen, dass Cδ(a, b) = min(a, b, 1

2
(δ(a) + δ(b)))

auch eine Copula definiert mit Diagonalteil δ(x). Diese Copula wird auch Diagonal-Copula
genannt. Folgender Satz gibt Aufschlüsse unter welchen Bedingungen (4.11) erfüllt ist.

Satz 4.7. Seien X1, X2 Zufallsvariablen mit einer Diagonalcopula Cδ(a, b) und Randver-
teilung F ∈ S ∩MDA(Λ). Falls ∀a > 0 ein x0 > 0 existiert, sodass ∀x > x0 gilt:

min(F (x), F (ae(x)),
1

2
(δ(F (x)) + δ(F (ae(x))))) = F (ae(x)) (4.12)

so gilt

lim
x→∞

P(X2 > ae(x)|X1 > x) = 1, ∀ a > 0

und somit ist auch (4.11) erfüllt.
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Beweis: Aus der Darstellung der bedingten Verteilung mit

P(X2 > ae(x)|X1 > x) =
1− F (x)− F (ae(x)) + Cδ(F (x), F (ae(x)))

1− F (x)

und der Tatsache, dass für x > x0 laut Voraussetzung Cδ(F (x), F (ae(x)) = F (ae(x)))
folgt, schließt den Beweis. �

In Albrechercher et al. [1], Seite 117ff wird gezeigt, dass es einen Diagonalteil einer Copula
gibt, der die Bedingungen aus Satz 4.7 erfüllt. Für diese Abhängigkeitsstruktur ist der
obere Tailabhängigkeitskoeffizient gleich Null. Also lässt sich schließen (siehe Albrecher
et al. [1], Seite 119):

Satz 4.8. Seien X1 und X2 Zufallsvariablen mit Randverteilungsfunktion F ∈ S ∩MDA(Λ).
Dann gibt es eine Copula für X1 und X2 mit λ = 0, sodass:

lim
x→∞

P(X1 +X2 > x)

P(X1 > x)
=∞

Fallbeispiel: regulär variierende Randverteilungen

Satz 4.9. Sei F1 ∈ R−α mit α > 0, dann gilt:

lim sup
x→∞

P(X1 +X2 > x)

F1(x)
≤

{
(λ̂

1
α+1 + (1 + c− 2λ̂)

1
α+1 )α+1, 0 ≤ λ̂ ≤ 1+c

3

2α(1 + c− λ̂), 1+c
3
< λ̂ ≤ 1.

Beweis: Ähnlich wie im Beweis zu Satz 2.3 und mit dem Inklusions-Exklusionsprinzip
kommt man für 0 < δ < 1

2
auf folgende Abschätzung:

P(X1 +X2 > x) ≤ F1((1− δ)x) + F2((1− δ)x) + P(X1 > δx,X2 > δx)−

−2P(X1 > (1− δ)x,X2 > (1− δ)x)

Daher gilt:

lim sup
x→∞

P(X1 +X2 > x)

F1(x)
≤

≤ lim sup
x→∞

(
(1− 2λ̂)

F1((1− δ)x)

F1(x)
+
F2((1− δ)x)

F1(x)
+
F1(δx)

F1(x)
P(X2 > δx|X1 > δx)

)
=
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=
1 + c− 2λ̂

(1− δ)α
+

λ̂

δα

Für den definierten Bereich für δ wird diese obere Schranke minimiert für:

δ∗ =


1

1+( 1+c

λ̂
−2)

1
α+1

, 0 ≤ λ̂ ≤ 1+c
3

1
2
, 1+c

3
< λ̂ ≤ 1.

�

Für λ̂ = 0 erhält man lim sup
x→∞

P(X1+X2>x)

F1(x)
≤ 1 + c und gemeinsam mit (4.4) erhält man

folgendes Resultat, welches sich in Albrecher et al. [1], Seite 120 finden lässt.

Satz 4.10. Falls F1 ∈ R−α und λ̂ = 0, dann gilt:

P(X1 +X2 > x) ∼ (1 + c)F1(x)

Beispiel: Betrachte nun im folgenden Satz 4.10 für identisch verteilte Risiken X1 und
X2. Als Verteilungsfunktion F wird die Pareto-Verteilung mit

F (x) =

(
κ

κ+ x

)α
, für κ, α > 0

gewählt. Laut Kapitel 2.3 gilt, dass F ∈ R−α gilt. Als Abhängigkeitsstruktur wird die biva-
riate Gauß-Copula mit Parameter ρ gewählt, die laut Kapitel 3.5.3 keine Tailabhängigkeit
besitzt. Damit sind die Voraussetzungen für Satz 4.10 erfüllt und man erhält (vergleiche
mit Satz 2.4):

P(X1 +X2 > x) ∼ 2

(
κ

κ+ x

)α
(4.13)

Dieses Ergebnis soll nun im Folgenden numerisch untersucht werden. Zur Erzeugung von
Pseudozufallszahlen einer bivariaten Verteilung mit Gauß-Copula und Pareto-Verteilung
als Randverteilung werden die theoretischen Grundlagen aus Kapitel 4.4 genützt (siehe
Algorithmus 1 in Kapitel 4.4.1).
In den Abbildungen 4.1 bis 4.8 wird das Resultat (4.13) für verschiedene Parameterwerte
α, κ und ρ betrachtet. Zusätzlich wird auch die Anzahl n der erzeugten Pseudozufalls-
zahlen variiert. Die Abbildungen 4.3 und 4.4 stellen 2 Ausschnitte für ein und dasselbe
Experiment dar. Alle anderen Abbildungen entsprechen jeweils Ausschnitten aus verschie-
denen Experimenten.
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In den folgenden Abbildungen sind jeweils 2 Kurven zu finden. Dabei entspricht die grüne
Kurve der linken Seite und die blaue Kurve der rechten Seite von (4.13). Weist n einen
kleinen Wert auf (siehe besonders Abbildungen 4.7 und 4.8), so sind mehr Sprünge der
grünen Kurve zu erkennen. Begründet werden kann dies eben durch die geringe Zahl an
Pseudozufallszahlen. Durch die Wahl von α und κ lässt sich die Gefährlichkeit der Rand-
verteilungen steuern (siehe auch Bemerkung auf Seite 8). Mit Gefährlichkeit ist hier die
größere Wahrscheinlichkeit des Eintritts eines Extremereignisses gemeint.
Laut (4.13) wird für große Werte für x eine Annäherung der beiden Kurven erwartet.
Eine Tendenz in diese Richtung lässt sich in den Abbildungen auch durchaus erkennen.
Auffällig hierbei ist jedoch, dass die beiden Kurven schon für kleine Werte für x einander
sehr nahe kommen (siehe z.B Abbildungen 4.1, 4.3, 4.7, 4.8), was aus Ergebnis (4.13)
nicht direkt hervorgeht.

Abbildung 4.1: n = 50000, α = 2, ρ = 0.8, κ = 1
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Abbildung 4.2: n = 50000, α = 0.8, ρ = 0.4, κ = 1

Abbildung 4.3: n = 50000, α = 0.1, ρ = −0.6, κ = 4
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Abbildung 4.4: n = 50000, α = 0.1, ρ = −0.6, κ = 4

Abbildung 4.5: n = 10000, α = 2, ρ = 0.8, κ = 1
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Abbildung 4.6: n = 10000, α = 0.8, ρ = 0.4, κ = 1

Abbildung 4.7: n = 1000, α = 1, ρ = −0.3, κ = 1
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Abbildung 4.8: n = 500, α = 1.5, ρ = 0.5, κ = 1

4.2.2 Multivariater Fall

Die Basis dieses Abschnitts liefert das Paper
”
Asymptotic results for tail probabilities

of sums of dependent heavy tailed random variables“ von Yuen und Yin [23]. In diesem
Abschnitt seien X1, . . . , Xn abhängige heavy tailed Zufallsvariablen mit der jeweiligen
Verteilungsfunktion F1, . . . , Fn auf R = (−∞,∞). Es wird das asymptotische Verhalten
der Tailwahrscheinlichkeit von

Sn =
n∑
k=1

Xk und S(n) = max
1≤k≤n

Sk

untersucht.

Um zu einigen Resultaten zu gelangen ist es nötig, sich auf wichtige Subklassen der heavy
tailed Verteilungen zu beschränken. Die wichtigste Subklasse ist die Klasse der subexpo-
nentiellen Verteilungen (siehe Definition 2.4). Hierbei gilt, dass eine Verteilungsfunktion
auf (−∞,∞) zu S gehört, falls F+(x) = F (x)1x≥0 aus S ist.
Weiters von Interesse ist die Klasse D der Verteilungen mit dominatedly varying Tails
und die Klasse L der Verteilungen mit long Tails. Dabei gilt:
Eine Verteilungsfunktion F auf (−∞,∞) gehört zu D falls

lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
<∞
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für ein (oder äquivalent für alle) 0 < y < 1 erfüllt ist.
Eine Verteilungsfunktion F gehört zu L falls

lim
x→∞

F (x+ y)

F (x)
= 1

für ein (oder äquivalent für alle) y erfüllt ist.
Es lässt sich zeigen, dass R ⊂ D ∩ L ⊂ S ⊂ L ⊂ K gilt. (siehe Embrechts et al. [8], Seite
49ff)

Im Folgenden wird versucht Voraussetzungen in Bezug auf die Abhängigkeit der Zufalls-
variablen zu setzen, um später mit diesen zu einigen Erkenntnissen zu gelangen. Dabei
wird vor allem auf die asymptotische Abhängigkeit eingegangen.

V1. Die Zufallsvariablen X1, . . . , Xn erfüllen:

lim
x→∞

P(Xi > x,Xj > x)

Fi(x) + Fj(x)
= 0

∀ 1 ≤ i 6= j ≤ n.

V2. Die Zufallsvariablen X1, . . . , Xn erfüllen:

λ̂ij = lim
xi∧xj→∞

P(|Xi| > xi|Xj > xj) = 0

∀ 1 ≤ i 6= j ≤ n, wobei xi ∧ xj = min(xi, xj).

V3. Es gibt positive Konstanten x0 und c0 sodass die Ungleichung

P(Xi > xi|Xj = xj, j ∈ J) ≤ c0Fi(xi)

∀ 1 ≤ i ≤ n, ∅ 6= J ⊂ {1, 2, . . . , n} \ {i}, xi > x0 und xj > x0 mit j ∈ J erfüllt ist.

Beispiel: Mithilfe einer bestimmten Copula, der so genannten Farlie Gumbel Morgen-
stern Copula (FGM) ist es möglich eine n-dimensionale Verteilungsfunktion zu konstru-
ieren, sodass Voraussetzungen V1-V3 erfüllt sind. Dabei nennt man eine n-dimensionale
Verteilung FGM falls:

F (x1, . . . , xn) = C(F (x1), . . . , F (xn)), (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

wobei F1, . . . , Fn die eindimensionalen Randverteilungen sind, und für die Copula gilt:

C(u1, . . . , un) =
n∏
k=1

uk

(
1 +

∑
1≤i<j≤n

aij(1− ui)(1− uj)

)
, (u1, . . . , un) ∈ [0, 1]n,
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wobei aij reelle Zahlen sind die gewisse Voraussetzungen erfüllen, sodass F (x1, . . . , xn)
eine korrekte n-dimensionale Verteilung ist.
Besitzen nun X1, . . . , Xn eine n-dimensionale FGM Verteilung, wobei die Randverteilun-
gen Fk(1 ≤ k ≤ n) absolut stetig sind und Fk(−x) = o(Fk(x)) erfüllt ist, so kann man
zeigen, dass die drei Voraussetzungen erfüllt sind (siehe Yuen und Yin [23], Seite 7).

Bemerkung:
a) Es gilt: V3⇒V2⇒V1 (siehe Yuen und Yin [23], Seite 6f). Die Stärke der Vorausset-
zungen nimmt also mit steigender Nummer zu.

b) Die Abhängigkeitsvoraussetzung in V1 wird auch paarweise quasi-asymptotische Un-
abhängigkeit genannt. Diese Voraussetzung wurde von Chen und Yuen [6] eingeführt.
Eine der Hauptresultate dieses Papers bezieht sich auf eine Subklasse von S, nämlich die
Klasse C von Verteilungen mit konsistent variierenden Tails, charakterisiert durch:

lim
y↘1

lim inf
x→∞

F (xy)

F (x)
= 1, oder äquivalent, lim

y↗1
lim sup
x→∞

F (xy)

F (x)
= 1.

Hauptresultat: Seien X1, . . . , Xn n paarweise quasi-asymptotisch unabhängige reellwertige
Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilungsfunktion F1 ∈ C, . . . , Fn ∈ C, so ist (4.2) erfüllt.

c) Die Voraussetzungen V2 und V3 finden sich in Geluk und Tang [14] wieder. Die zwei
Hauptresultate dieses Papers sind folgende:

1. Seien X1, . . . , Xn n reellwertige Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilungsfunktion
F1, . . . , Fn. Gilt nun Fk ∈ D ∩ L für alle 1 ≤ k ≤ n und V2 ist erfüllt, so gilt (4.2).

2. Seien X1, . . . , Xn n reellwertige Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilungsfunktion
F1, . . . , Fn. Gilt Fk ∈ S für alle 1 ≤ k ≤ n, Fi ∗ Fj ∈ S für alle 1 ≤ i 6= j ≤ n und V3 ist
erfüllt, so gilt (4.2)

Für die folgende Betrachtung sei (X∗1 , . . . , X
∗
n) eine unabhängige Kopie von (X1, . . . , Xn),

in dem Sinn, dass (X∗1 , . . . , X
∗
n) und (X1, . . . , Xn) zwei unabhängige Zufallsvektoren mit

denselben Randverteilungen sind und die Komponenten von (X∗1 , . . . , X
∗
n) unabhängig

sind.

Satz 4.11. Seien X1, . . . , Xn heavy tailed Zufallsvariablen mit den jeweiligen Verteilungs-
funktionen F1, . . . , Fn. Unter V3 gilt nun:

a) falls F1, . . . , Fn ∈ L, dann folgt:

lim inf
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= lim inf

x→∞

P(S(n) > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= 1; (4.14)
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b) falls zusätzlich P
(

n∑
k=1

X∗+k > x

)
∼

n∑
k=1

Fk(x) gilt, so folgt:

lim
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= lim

x→∞

P(S(n) > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= 1 (4.15)

Beweis: Anfangs gilt es für F1, . . . , Fn ∈ L und V2 (Erinnerung: V3 impliziert V2) Fol-
gendes zu zeigen:

lim inf
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
≥ 1 (4.16)

Aus der Definition der Klasse L folgt die Existenz einer Folge (a(x)) mit a(x) → ∞ für
x→∞, 2a(x) ≤ x und F k(x+ a(x)) ∼ F k(x) für k = 1, . . . , n. Nun gilt:

P(Sn > x) ≥ P(Sn > x,X(n) > x+ a(x)) ≥

≥
n∑
k=1

P(Sn > x,Xk > x+a(x))−
∑

1≤i<j≤n

P(Xi > x+a(x), Xj > x+a(x)) ≡ I1(x)+I2(x).

Mithilfe von Voraussetzung V2 erhält man I2(x) = o(
∑n

k=1 F k(x)).
Mit der Schreibweise Sn,k = Sn −Xk für 1 ≤ k ≤ n folgt:

I1(x) ≥
n∑
k=1

P(Sn,k > −a(x), Xk > x+ a(x)) =

=
n∑
k=1

P(Xk > x+ a(x))−
n∑
k=1

P(Sn,k ≤ −a(x), Xk > x+ a(x)).

Aus V2 folgt:

n∑
k=1

P(Sn,k ≤ −a(x), Xk > x+ a(x)) = o

(
n∑
k=1

F k(x+ a(x))

)

und damit:

I1(x) ≥
n∑
k=1

P(Xk > x+ a(x))− o

(
n∑
k=1

F k(x+ a(x))

)
∼

n∑
k=1

F k(x).
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Somit ist (4.16) bewiesen. Es bleibt also für a) aus obigem Satz Folgendes zu zeigen

lim inf
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
≤ 1 (4.17)

Für Punkt b) bleibt unter der Zusatzvoraussetzung noch der Nachweis von

lim sup
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
≤ 1 (4.18)

Ein ausführlicher Beweis dieser zwei Punkte lässt sich in Yuen und Yin [23], Seite 9f
finden. Die Ergebnisse (4.14) und (4.15) folgen nun durch (4.16),(4.17) und (4.18) und:

P

(
n∑
k=1

X+
k > x

)
≥ P(S(n) > x) ≥ P(Sn > x).

�

Bemerkung:
a) Vergleicht man Gleichung (4.14) mit (4.1) für n=2, so sieht man, dass unter den Vor-
aussetzungen des oben stehenden Satzes das asymptotische Tailverhalten der Summe dem
unabhängigen Verhalten entspricht.

b) Betrachtet man Satz 4.11 mit identisch verteilten X1, . . . , Xn mit Verteilungsfunktion

F . Falls F ∈ S, so ist auch F+ ∈ S. Damit gilt aber, dass P
(

n∑
k=1

X∗+k > x

)
∼ nF (x) und

somit folgt:

lim
x→∞

P(Sn > x)

F (x)
= lim

x→∞

P(S(n) > x)

F (x)
= n

c) Da laut Geluk und Tang [14], Lemma 2.1 aus F1, . . . , Fn ∈ S und Fi ∗ Fj ∈ S für alle

1 ≤ i 6= j ≤ n folgt, dass P
(

n∑
k=1

X∗+k > x

)
∼

n∑
k=1

Fk(x), sieht man, dass Satz 4.11 etwas

allgemeiner ist als das Hauptresultat in Geluk und Tang [14] (siehe Theorem 3.2).

Konzentriert man sich auf die Klasse D ∩ L anstatt auf die Klasse S, so wird nur V2
benötigt, eine schwächere Voraussetzung als V3. Der Beweis zu nachstehendem Satz lässt
sich in Yuen und Yin [23], Seite 11f finden.
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Satz 4.12. (ohne Beweis)
Seien X1, . . . , Xn n nichtnegative heavy tailed Zufallsvariablen mit der jeweiligen Vertei-
lungsfunktion F1, . . . , Fn. Gilt unter V2 Fk ∈ D für k = 1, . . . , n, so folgt:

lim inf
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= lim inf

x→∞

P(S(n) > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= 1

Darüberhinaus gilt falls Fk ∈ L für k = 1, . . . , n:

lim
x→∞

P(Sn > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= lim

x→∞

P(S(n) > x)
n∑
k=1

Fk(x)
= 1

Beispiel: Summe von abhängigen lognormal verteilten Zufallsvariablen mit Gaußscher
Copula (siehe Asmussen und Rojas-Nandayapa [4]):

Sei Xk = eYk , wobei der Zufallsvektor (Y1, . . . , Yn) eine multivariate Normalverteilung
besitzt mit IE[Yk] = µk, Var(Yk) = σ2

k, Cov(Yk, Yl) = σkl (σkk = σ2
k) und Corr(Yk, Yl) = ρkl.

Für ρkl < 1 ist der obere Tailabhängigkeitskoeffizient gleich 0 (siehe Kapitel 3.5.3).

Um das asymptotische Tailverhalten der Summe zu untersuchen definiert man folgende
Größen:

σ2 = max
k=1,...,n

σ2
k, µ = max

k:σ2
k=σ2

µk, mn = #{k : σ2
k = σ2, µk = µ}

Das Hauptresultat ist nun folgendes (siehe Asmussen und Rojas-Nandayapa [4], Seite
2710):

Satz 4.13. Seien Xk, σ
2, µ und mn wie oben definiert und gilt, dass ρkl < 1 falls σ2

k = σ2
l

(k 6= l), so folgt:

P(Sn > x) ∼ mnF µσ2(x) (4.19)

Bemerkung:
a) Für zwei Verteilungsfunktionen Fk, Fl spricht man davon, dass Fk einen leichteren Tail

hat als Fl, falls Fk(x)

Fl(x)
→ 0, für x→∞.

In diesem Beispiel gilt für den Tail der Xk:

F µk,σk(x) ∼ σk√
2π log(x− µk)

exp

{
−(log(x)− µk)2

2σ2
k

}
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Mithilfe dieser Darstellung kann man zeigen, dass Fµk,σ2
k

einen leichteren Tail hat als Fµl,σ2
l
,

falls entweder σ2
k < σ2

l oder σ2
k = σ2

l , µk < µl (siehe Asmussen und Rojas-Nandayapa [4],
Seite 2710, Remark 2.).
Daher folgt:

lim
x→∞

n∑
k=1

P(Xk > x)

F µ,σ(x)
= mn

Daraus lässt sich erkennen, dass (4.19) der Zielsetzung in (4.2) entspricht.

b) Dieses Beispiel ist eine direkte Konsequenz aus Satz 4.11. V3 ist erfüllt, da für jedes
1 ≤ i ≤ n und für jedes ∅ 6= J ⊂ {1, 2, . . . , n} \ {i} die bedingte Varianz von Yi gegeben
Yj = yj für j ∈ J kleiner ist als die dazugehörige unbedingte Varianz (siehe Geluk und
Tang [14], Seite 876).

c) Im Beweis zu Satz 4.13 wird die Tailunabhängigkeit der Gaußschen Copula benützt.
Die Frage ist, ob der Satz für eine beliebige Copula mit Tailunabhängigkeit gültig bleibt.
Da die Lognormalverteilung eine subexponentielle Verteilung aus dem maximalen Anzie-
hungsbereich der Gumbelverteilung ist gilt laut Satz 4.8, dass es eine Copula mit λ = 0
gibt, sodass sich das asymptotische Tailverhalten der Summe nicht wie im unabhängigen
Fall darstellen lässt. Ein Beispiel im bivariaten Fall hierfür lässt sich in Albrecher et al.
[1] finden.

4.3 Abhängigkeit modelliert durch archimedische Co-

pulas

Grundstein der nächsten Überlegungen stellt das Paper
”
Diversification of aggregate de-

pendent risks“ von Alink et al. [2] dar. Dabei wird eine spezielle Art von Copulas betrach-
tet, die so genannten archimedischen Copulas, die bereits in Kapitel 3.4 für den bivariaten
Fall Erwähnung fanden. Im Unterschied zum bivariaten Fall wird für den multivariaten
Fall noch eine zusätzliche Bedingung an den Generator gestellt.

Definition 4.2. Sei n ≥ 2 und φ : [0, 1] → [0,∞] eine strikt fallende, konvexe Funktion
mit φ(0) =∞ und φ(1) = 0. Definiere für xi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n:

Cφ(x1, . . . , xn) := φ−1

(
n∑
i=1

φ(xi)

)
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Die Funktion φ nennt man hierbei Generator von Cφ.

Für den Fall n = 2 ist Cφ mit dieser Definition automatisch eine Copula. Für den Fall
n ≥ 3 braucht man noch eine zusätzliche Voraussetzung. Falls für alle k und x > 0 die
k-te Ableitung der Inversen von φ existiert und

(−1)k
dk

dxk
φ−1(x) ≥ 0

gilt, so folgt, dass Cφ eine Verteilungsfunktion und somit eine Copula ist.
Eine der best studiertesten archimedischen Copulas ist die Clayton-Copula mit Parameter
α > 0. Sie wird generiert von φ(t) = t−α− 1 und hat hier im multivariaten Fall die Form:

CCl,α(x1, . . . , xn) := (x−α1 + . . .+ x−αn − n+ 1)−
1
α .

Das Hauptresultat bezieht sich jetzt sowohl auf die Abhängigkeitsstruktur, als auch auf
das Verhalten der Randverteilungen, je nachdem ob sie im maximalen Anziehungsbereich
der Frechet-, der Gumbel- oder der Weibullverteilung liegen. Eine gute Einführung in die
Extremwerttheorie lässt sich in Kapitel 3 von Embrechts et al. [8] finden. Der maximale
Anziehungsbereich der Weibullverteilung besteht aus Verteilungen mit endlichem rechten
Endpunkt. Daher sind diese Verteilungen für die Modellierung von extremen Ereignissen
in Versicherungsanwendungen nicht besonders geeignet (siehe Embrechts et al. [8], Seite
136) und werden daher im Gegensatz zu Alink et al. [2] hier nicht betrachtet.
Bevor nun das Hauptresultat präsentiert wird, erfolgt eine etwas modifizierte Definiton
von Funktionen von regulärer Variation (siehe Alink et al. [2], Seite 80).

Definition 4.3. Man nennt eine Funktion f regulär variierend bei einem Punkt x− (oder
x+) mit Index α ∈ R falls für alle t > 0 folgendes gilt:

lim
s↗x

f(st)

f(s)
= tα (oder lim

s↘x

f(st)

f(s)
= tα) (4.20)

Folgender Satz lässt sich in Alink et al. [2], Seite 80 finden, und bildet das Hauptresultat
dieses Papers. Es wird ein Beweis für den Frechet Fall angeführt. Der gesamte Beweis,
einschließlich des Gumbel Falls lässt sich in Alink et al. [2], Seite 86ff finden. Sei c im
Anschluss der linke Endpunkt der Verteilungsfunktion F.

Satz 4.14. Sei n ≥ 2, α, β > 0. Dann existieren Konstanten qFn (α, β) und qGn (α), sodass
folgendes gilt:
Sei X = (X1, . . . , Xn) ein stochastischer Vektor mit reellwertigen identisch verteilten Kom-
ponenten mit stetiger Randverteilung F (x) = P(Xi ≤ x). Besitzt X eine archimedische
Copula Cφ, wobei φ von regulärer Variation bei 0+ mit Index −α ist, so folgt:
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a) (Frechet Fall) Falls F von regulärer Variation bei −∞ mit Index −β ist, so gilt

lim
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u

)
= qFn (α, β) (4.21)

mit

qFn (α, β) = lim
ε↘0

∫
∑
i

1
xi
≥1,x1≤ 1

ε

dn

dx1 . . . dxn

(
n∑
i=1

x−αβi

)− 1
α

dx1 . . . dxn. (4.22)

b) (Gumbel Fall) Gilt für t ∈ R lim
u↘c

F (u+ta(u))
F (u)

= et für ein c ≥ −∞ und für eine positive

Funktion s 7→ a(s), so folgt

lim
u↘c

1

F (u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ nu

)
= qGn (α)e−

1
n (4.23)

mit

qGn (α) =

∫
∑
i
xi≤1

dn

dx1 . . . dxn

(
n∑
i=1

e−xiα

)− 1
α

dx1 . . . dxn. (4.24)

Um Satz 4.14 für den Frechet Fall zu beweisen wird zuerst ein Hilfssatz betrachtet.

Satz 4.15. Sei n ≥ 2, α > 0, β > 0 und X = (X1, . . . , Xn) ein stochastischer Vektor
mit archimedischer Copula Cφ, wobei φ von regulärer Variation bei 0+ mit Index −α ist.
Setze darüber voraus, dass die Xi dieselbe stetige Randverteilung F (x) besitzen, die von
regulärer Variation bei −∞ mit Index −β ist. Zusätzlich seien ε ∈ (0, 1), x1 ∈ (0, 1

ε
) und

x2, . . . , xn > 0. Dann folgt:

lim
u→∞

P(Xi ≤ −
u

xi
, i = 1, . . . , n|X1 ≤ −εu) =

(
n∑
i=1

x−αβi

)− 1
α

εβ.

Beweis: Da F von regulärer Variation bei −∞ ist gilt:

lim
u→∞

F (− 1
xi
u)

F (−u)
=

(
1

xi

)−β
= xβi
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Dann gibt es aber für alle δ > 0 ein u0, sodass für alle i und u > u0 gilt:

F

(
− u
xi

)
≤ (xi + δ)βF (−u) (4.25)

Durch ähnliche Überlegung und der Tatsache, dass φ auch von regulärer Variation und
F (−u) so nahe bei 0 ist, kommt man auf folgende Abschätzungen:

(ε+ δ)−βF (−u) ≤ F (−εu) (4.26)

φ((xi + δ)βF (−u)) ≥ ((xi + δ)β + δ)−αφ(F (−u)) (4.27)

n∑
i=1

((xi + δ)β + δ)−αφ(F (−u)) ≥ φ

( n∑
i=1

((xi + δ)β + δ)−α − δ

)− 1
α

F (−u)

 (4.28)

Mithilfe dieser Abschätzungen und der Bedingung, dass φ und φ−1 strikt fallend sind,
erhält man:

lim sup
u→∞

P(Xi ≤ −
u

xi
, i = 1, . . . , n|X1 ≤ −εu) = lim sup

u→∞

φ−1

(
n∑
i=1

φ(F (− u
xi

))

)
F (−εu)

≤

(4.25),(4.26)

≤ lim sup
u→∞

φ−1

(
n∑
i=1

φ((xi + δ)βF (−u))

)
(ε+ δ)−βF (−u)

(4.27)

≤ lim sup
u→∞

φ−1

(
n∑
i=1

((xi + δ)β + δ)−αφ(F (−u))

)
(ε+ δ)−βF (−u)

(4.28)

≤

(
n∑
i=1

((xi + δ)β + δ)−α − δ
)− 1

α

(ε+ δ)−β

Da diese Abschätzungen für alle δ > 0 gelten bekommt man die obere Schranke. Die
untere Schranke für den Limes Inferior kann man analog beweisen. �

Beweis von Satz 4.14 (Frechet Fall): Für den Beweis wurde zusätzlich das Paper von
Wüthrich [22] herangezogen, welches die Grundlage für Alink et al. [2] bildet.
Definiere

Gα,β
ε (x1, . . . , xn) :=

(
n∑
i=1

x−αβi

)− 1
α

εβ
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Gα,β
ε ist eine Verteilungsfunktion auf (0, 1

ε
) × (0,∞)n−1. Sei gα,βε die Dichtefunktion und

definiere damit:

G(ε) := ε−β
∫
∑
i

1
xi
≥1,x1≤ 1

ε

gα,βε (x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn =

=

∫
∑
i

1
xi
≥1,x1≤ 1

ε

dn

dx1 . . . dxn

(
n∑
i=1

x−αβi

)− 1
α

dx1 . . . dxn

Da G(ε) für ε↘ 0 wachsend ist, kann man G(0) = lim
ε↘0

G(ε) ≤ ∞ definieren.

Die grundlegende Idee ist es nun folgende Ausdrücke zu verbinden.

P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u
∣∣∣ X1 ≤ −εu

)
und P(Xi ≤ −

u

xi
, i = 1, . . . , n

∣∣ X1 ≤ −εu)

Um dies zu bewerkstelligen betrachtet man einen stochastischen Vektor
Y(u) = (Y

(u)
1 , . . . , Y

(u)
n ) mit Verteilungsfunktion:

H(x1, . . . , xn) := P(Xi ≤ −
u

xi
, i = 1, . . . , n

∣∣ X1 ≤ −εu)

Zusätzlich betrachtet man einen stochastischen Vektor Y = (Y1, . . . , Yn) mit Verteilungs-
funktion Gα,β

ε (x1, . . . , xn). Aus Satz 4.15 folgt nun, dass Y(u) in der Verteilung für u→∞
gegen Y konvergiert. Mithilfe des continuous mapping Theorem (siehe Embrechts et al.
[8], Seite 561) folgt:

lim
u→∞

P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u
∣∣∣ X1 ≤ −εu

)
= lim

u→∞
P

(
n∑
i=1

1

Y
(u)
i

≥ 1

)
=

= P

(
n∑
i=1

1

Yi
≥ 1

)
=

∫
∑
i

1
xi
≥1,x1≤ 1

ε

gα,βε (x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = εβG(ε) (4.29)

Betrachten wir anfangs die untere Grenze für (4.21), so gilt mithilfe der regulären Variation
von F:

lim inf
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u

)
≥ lim inf

u→∞

F (−εu)

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u
∣∣∣ X1 ≤ −εu

)
=
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(4.29)
= lim inf

u→∞

F (−εu)

F (−u)
εβG(ε) = G(ε)

Da ε > 0 beliebig gewählt wurde gilt:

lim inf
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u

)
≥ G(0) (4.30)

Für die obere Grenze sei ε < 1
n
. Dann gilt:

lim sup
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u

)
=

= lim sup
u→∞

(
1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u,X1 ≤ −εu

)
+

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u,X1 > −εu

))
Für den ersten Teil erhält man:

lim sup
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u,X1 ≤ −εu

)
=

= lim sup
u→∞

F (−εu)

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u
∣∣∣ X1 ≤ −εu

)
= ε−βεβG(ε) = G(ε) (4.31)

Für den zweiten Teil betrachte:

lim sup
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u,X1 > −εu

)
≤

≤ lim sup
u→∞

1

F (−u)

n∑
i=2

P(Xi ≤ −
u

n
,X1 > −εu) = lim sup

u→∞

n− 1

F (−u)
P(X2 ≤ −

u

n
,X1 > −εu)

= lim sup
u→∞

n− 1

F (−u)
(P(X2 ≤ −

u

n
)− P(X2 ≤ −

u

n
,X1 ≤ −εu)) =

(Satz 4.15)
= (n− 1)(nβ − (n−αβ + εαβ)−

1
α ) (4.32)

Da ε ∈ (0, 1
n
) lässt man ε↘ 0 gehen und erhält aus (4.31) und (4.32):

lim sup
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u

)
≤ G(0). (4.33)

74



KAPITEL 4. TAIL-ASYMPTOTIK DER SUMME ABHÄNGIGER HEAVY TAILED
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Aus (4.30) und (4.33) folgt nun:

lim
u→∞

1

F (−u)
P

(
n∑
i=1

Xi ≤ −u

)
= G(0) = lim

ε↘0
G(ε).

�

Bemerkung: Für n = 2 lässt sich zeigen, dass unter den Voraussetzungen von Satz 4.14
an den Generator der untere Tailabhängigkeitskoeffizient (siehe Definition 3.11) gleich 2−

1
α

und somit für α > 0 strikt positiv ist. Da laut Bingham et al. [5] aus den Voraussetzungen
folgt, dass φ−1 regulär variierend in ∞ mit Index − 1

α
ist gilt (siehe Juri und Wüthrich

[17], Seite 416):

λl = lim
u→0

C(u, u)

u
= lim

u→0

φ−1(2φ(u))

u
= lim

s→∞

φ−1(2s)

φ−1(s)
= 2−

1
α

.)Proportionalitätsfaktor für n=2

Die Darstellungen des Proportionalitätsfaktors in (4.22) bzw. in (4.24) wirken sehr kom-
plex. Für n = 2 lassen sich eplizite Berechnungen angeben.
Für α 6= 0 und y ≥ 0 sei fα(y) := (1 + yα)−

1
α
−1. Für α > 0 lässt sich zeigen, dass fα(y)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf [0,∞) ist (für einen Beweis siehe Alink et al. [2], Seite
91f). Folgender Satz lässt sich in Alink et al. [2], Seite 81 finden.

Satz 4.16. (Frechet Fall) Für α > 0 und Yα ∼ fα gilt:

qF2 (α, β) = 1 + IE[f− 1
β
(Yα)] = 1 + IE[(1 + Y

− 1
β

α )β−1]. (4.34)

Beweis: Sei (Z1, Z2) mit Gα,β
ε verteilt (siehe Beweis zu Satz 4.14) und wähle ε < 1, so gilt:

G(ε) = ε−βP
(

1

Z1

+
1

Z2

≥ 1

)
= ε−β

(
P(Z1 ≤ 1) + P

(
1

Z1

+
1

Z2

≥ 1, 1 < Z1 ≤
1

ε

))
=

= 1 + ε−βP
(
Z2 ≤

Z1

Z1 − 1
, 1 < Z1 ≤

1

ε

)
Einsetzen der Dichten liefert:

G(ε) = 1 + β

∫ 1
ε

1

(
x−αβ1 +

(
x1

x1 − 1

)−αβ)− 1
α
−1

x−αβ−1
1 dx1 =
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= 1 + β

∫ 1
ε

1

xβ−1
1 (1 + (x1 − 1)αβ)−

1
α
−1dx1

Da der Integrand von der Ordnung x
−(1+αβ)
1 für x1 gegen unendlich ist, und dieser in L1

liegt, kann man ε gegen 0 gehen lassen und erhält somit:

qF2 (α, β) = G(0) = 1 + β

∫ ∞
1

xβ−1
1 (1 + (x1 − 1)αβ)−

1
α
−1dx1

Durch zweimaliges Substituieren mit x1 − 1 7→ z und zβ 7→ y erhält man:

qF2 (α, β) = 1 +

∫ ∞
0

(1 + y−
1
β )β−1(1 + yα)−

1
α
−1dy.

Gemeinsam mit der Definition von fα(y) erhält man nun das gewünschte Resultat:

qF2 (α, β) = 1 +

∫ ∞
0

f− 1
β
(y)fα(y)dy = 1 + IE[f− 1

β
(Yα)]

�

Bemerkung:
a) Für β ∈ N \ {0} lässt sich folgendes zeigen:
Mithilfe der binomischen Formel, der Darstellung der Betafunktion mit

B(x, y) =

∫ ∞
0

tx−1(1 + t)−(x+y)dt

und dem Zusammenhang B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

mit der Gammafunktion Γ(x) =
∫∞

0
tx−1e−tdt

folgt:

qF2 (α, β) = 1 +

∫ ∞
0

(1 + y−
1
β )β−1(1 + yα)−

1
α
−1dy =

= 1 +

∫ ∞
0

β−1∑
k=0

(
β − 1

k

)
y−

k
β (1 + yα)−

1
α
−1dy

Substitution durch yα 7→ t liefert:

qF2 (α, β) = 1 +

β−1∑
k=0

(
β − 1

k

)
1

α

∫ ∞
0

t−
k
αβ

+ 1
α
−1(1 + t)−

1
α
−1dt =
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= 1 +

β−1∑
k=0

(
β − 1

k

)
1

α

Γ
(
β−k
αβ

)
Γ
(

k
αβ

+ 1
)

Γ
(
1 + 1

α

) =

= 1 +

β−1∑
k=0

(
β

k

)
β − k
αβ

Γ
(
β−k
αβ

)
Γ
(

k
αβ

+ 1
)

Γ
(
1 + 1

α

) =

=

β∑
k=0

(
β

k

)Γ
(
β−k
αβ

+ 1
)

Γ
(

k
αβ

+ 1
)

Γ
(
1 + 1

α

) (4.35)

Damit ist die Herleitung der Formel (2.9) aus Alink et al. [2], Seite 81 gezeigt. �

Der nächste Satz liefert die Formel für den Proportionalitätsfaktor im Gumbel Fall. Für
einen Beweis siehe Alink et al. [2], Seite 93.

Satz 4.17. (ohne Beweis): (Gumbel Fall)
Für α > 0 gilt:

qG2 (α) = e
1
2

Γ2(1 + 1
2α

)

Γ(1 + 1
α

)
= e

1
2

(
qF2 (α, β)

2
− 1

)
. (4.36)

Außerdem ist qG2 (α) strikt steigend in α und es gilt:

lim
α→0

qG2 (α) = 0 und lim
α→∞

qG2 (α) = e
1
2

Beispiel: Im Folgenden wird Satz 4.14 (Frechet Fall) für den bivariaten Fall betrach-
tet. Sei hierzu die Randverteilung durch eine modifizierte Pareto-Verteilung gegeben mit

F (x) =
(
θ
−x

)β
für θ, β > 0 und x ≤ −θ (siehe Wüthrich [22], Seite 83). Damit gilt offen-

sichtlich, dass F(x) regulär variierend bei−∞mit Index−β ist. Als Abhängigkeitsstruktur
wird die Clayton-Copula (siehe Kapitel 3.4) mit Generator φ(t) = t−α− 1 gewählt. Es ist
leicht ersichtlich, dass φ regulär variierend bei 0+ mit Index −α ist. Damit sind aber die
Voraussetzungen für Satz 4.14 erfüllt. Daraus folgt nun:

P(X1 +X2 ≤ −u) ∼ qF2 (α, β)

(
θ

u

)β
(4.37)

Dieses Ergebnis wird nun mithilfe von Kapitel 4.4 numerisch untersucht (siehe Algorith-
mus 2 in Kapitel 4.4.2).
In den Abbildungen 4.9 bis 4.16 wird das Resultat (4.37) für verschiedene Parameterwerte
α, β und θ betrachtet. Zusätzlich wird auch die Anzahl n der erzeugten Pseudozufalls-
zahlen variiert. Die Abbildungen 4.11 und 4.12 stellen 2 Ausschnitte für ein und dasselbe
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Experiment dar. Alle anderen Abbildungen entsprechen jeweils Ausschnitten aus verschie-
denen Experimenten.
Wie auch schon in dem numerischen Beispiel des Kapitels 4.2.1 finden sich in den Ab-
bildungen jeweils zwei Kurven, welche die linke und rechte Seite des Resultats (4.37)
beschreiben. Die Anzahl der Sprünge der grünen Kurve nimmt für eine kleinere Anzahl
von Pseudozufallszahlen zu (siehe Abbildungen 4.15, 4.16). Mit der Wahl des Parameters
α lässt sich die Stärke der Abhängigkeit variieren (siehe Kapitel 3.4). Die Parameter θ
und β bestimmen die Gefährlichkeit der Randverteilung.
Gemeinsam mit (4.37) erwartet man eine Annäherung der beiden Kurven für große Werte
für u (und damit kleine Werte für -u). Vergleichsweise ähnlich zu den Abbildungen 4.1
bis 4.8 lässt sich erneut eine Tendenz in diese Richtung feststellen. Auch hier lässt sich
erkennen, dass bereits für kleine Werte von u (und damit große Werte für -u) die beiden
Kurven sehr nah beisammen liegen (siehe z.B Abbildungen 4.9, 4.10, 4.14). Dies geht aber
aus Ergebnis (4.37) nicht direkt hervor.

Abbildung 4.9: n = 50000, α = 1, β = 1.8, θ = 1
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Abbildung 4.10: n = 50000, α = 2, β = 0.8, θ = 1

Abbildung 4.11: n = 50000, α = 100, β = 0.6, θ = 10
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Abbildung 4.12: n = 50000, α = 100, β = 0.6, θ = 10

Abbildung 4.13: n = 10000, α = 1, β = 1.8, θ = 1
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Abbildung 4.14: n = 10000, α = 2, β = 0.8, θ = 1

Abbildung 4.15: n = 1000, α = 0.5, β = 0.7, θ = 4
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Abbildung 4.16: n = 500, α = 30, β = 2, θ = 1

4.4 Erzeugung abhängiger Pseudozufallszahlen

Im Anschluss werden zwei Algorithmen für die Erzeugung von abhängigen Pseudozufalls-
zahlen angegeben. Grundlage hierbei ist Embrechts et al [7].
Die Umkehraussage aus Sklars Theorem enthält eine sehr starke Technik zur Erzeugung
von multivariaten Verteilungen mit beliebigen Randverteilungen und Copulas. Falls man
von einer Copula C und Randverteilungen F1, . . . , Fd ausgeht, so ist

F (x) := C(F1(x1), . . . , Fd(xd))

eine multivariate Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F1, . . . , Fd. Solche Arten von
multivariaten Verteilungsfunktionen werden auch Meta-Copula Verteilungen genannt. Die
Realisation von Beobachtungen solch einer Verteilung ist weiters nicht schwierig, falls Rea-
lisationen U der zugehörigen Copula zur Verfügung stehen. Falls U die Verteilungsfunktion
C besitzt, so folgt, dass der Vektor X := (F←1 (U1), . . . , F←d (Ud)) die multivariate Vertei-
lung C(F1(x1), . . . , Fd(xd)) und Randverteilungen F1, . . . , Fd hat.
Daher gilt es im Folgenden Algorithmen für die Erzeugung von Beobachtungen von be-
stimmten Copulatypen anzugeben.
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4.4.1 Simulation von Gauß-Copula

Folgender Algorithmus beschreibt die Erzeugung von Pseudozufallszahlen einer Gauß-
Copula CGa

R (vergleiche Kapitel 3.3) und lässt sich in Embrechts et al. [7], Seite 193
finden.

Algorithmus 1.
a) Führe die Cholesky-Zerlegung K der Korrelationsmatrix R durch.

b) Erzeuge einen Vektor Z = (Z1, . . . , Zn)′ von unabhängigen standardnormalverteilten
Zufallsvariablen.

c) Setze X = KZ.

d) Gebe U = (Φ(X1), . . . ,Φ(Xn))′, wobei Φ die Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung beschreibt, zurück. U besitzt Verteilungsfunktion CGa

R .

4.4.2 Simulation von archimedischen Copulas

Nachstehende Überlegungen sind aus Embrechts et al. [9] für bivariate archimedische
Copulas (siehe Kapitel 3.4) entnommen.

Satz 4.18. (ohne Beweis)
Falls (U,V)’ die Verteilungsfunktion C besitzt, wobei C die archimedische Copula gene-

riert von φ darstellt, so ist die Funktion KC(t) = t − φ(t)
φ′(t+)

die Verteilungsfunktion der

Zufallsvariablen C(U, V ). Hierbei bezeichnet φ′(t+) die rechtsseitige Ableitung von φ an t.

Folgender Satz liefert die Grundlage für den Algorithmus im bivariaten Fall. Für einen
Beweis siehe Embrechts et al. [9], Seite 33.

Satz 4.19. (ohne Beweis)
Unter den Hypothesen von Satz 4.18 gilt, dass die gemeinsame Verteilungsfunktion H(s, t)
der Zufallsvariablen S = φ(U)/(φ(U) + φ(V )) und T = C(U, V ) gegeben ist mit:

H(s, t) = sKC(t), ∀(s, t) ∈ [0, 1]2

Daraus folgt, dass S und T unabhängig sind und S auf [0, 1] gleichverteilt ist.
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Algorithmus 2.
a) Simuliere zwei unabhängige U(0, 1) verteilte Zufallszahlen s und q

b) Setze t = K−1
C (q), wobei KC die Verteilungsfunktion von C(U, V ) darstellt.

c) Gebe u = φ[−1](sφ(t)) und v = φ[−1]((1− s)φ(t)) zurück.

Beispiel: Betrachte die bivariate Clayton Copula mit Generator φ(t) = t−α−1 mit α > 0.
Um nun Pseudozufallszahlen einer solchen Copula zu erzeugen, gilt es Algorithmus 2. mit
folgenden Funktionen anzuwenden:

φ(t) = t−α − 1, φ′(t) = −αt−α−1, KC(t) = t− tα+1 − t
α
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Verfügbar in:
http://www.mathematik.hu-berlin.de/~riedle/research/scriptrisiko.pdf

[abgerufen am 06.09.2011]

[22] Wüthrich, M. (2003): Asymptotic Value-at-Risk Estimates for sums of dependent
random variables, Astin Bulletin, Vol. 33, No. 1, pp. 75-92

[23] Yuen, K.C. and Yin, C. (2011): Asymptotic results for tail probabilities of sums of
dependent heavy tailed random variables. Verfügbar in:
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