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Kapitel 1

Einleitung

Die Summe von Schiden mit heavy tailed Verteilungen spielt eine wichtige Rolle fiir Ver-
sicherungsanwendungen. Besonders von Bedeutung ist hierbei die Betrachtung der Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Schadenssumme eine hohe Grenze iiberschreitet. In der Literatur
finden sich zahlreiche Ausfithrungen beziiglich dieser Thematik. In vielen dieser Litera-
turquellen wird dabei die Unabhéngigkeit zwischen den einzelnen Risiken vorausgesetzt.
Allerdings stellt sich diese Voraussetzung in vielen Féllen der praktischen Anwendung
als unrealistisch dar, weshalb sich aktuelle Forschungsvorhaben mit der Voraussetzung
der Abhéngigkeit, vor allem modelliert durch Copulas, befassen. Zu den Hauptresulta-
ten dieser gegenwiartigen Arbeiten lassen sich wenig bis keine numerische Beispiele finden.
Ziel dieser Diplomarbeit ist es, Grundlagen aufzuarbeiten, einige dieser Forschungsansétze
theoretisch zu analysieren und wichtige Ergebnisse dieser Inhalte um numerische Beispiele
ZUu erganzen.

Zum FEinstieg wird in Kapitel 2 das Konzept der heavy tailed Verteilungen vorgestellt.
Ein besonderer Schwerpunkt liegt dabei auf der Betrachtung der subexponentiellen Ver-
teilungen, die eine wichtige Subklasse der heavy tailed Verteilungen darstellen. Die grofie
Bedeutung dieser Subklasse beruht auf der Tatsache, dass fiir n unabhéngige, identisch
subexponentiell verteilte Risiken, der Tail der Verteilungsfunktion des Maximums den
Tail der Verteilungsfunktion des Gesamtschadens asymptotisch bestimmt. Diese Tatsache
ist eine der intuitiven Vorstellungen von Grofischidden, in dem Sinn, dass die Verteilung
eines extremen Schadens die Verteilung der Summe bestimmt. Dariiber hinaus werden in
diesem Kapitel wichtige FEigenschaften von heavy tailed Verteilungen unter der Voraus-
setzung von Unabhéngigkeit zwischen den Risiken présentiert.

Aufbauend auf diesen theoretischen Inhalten wird am Ende dieses Kapitels der Einfluss
von subexponentiellen Verteilungen auf das so genannte Cramer-Lundberg Modell, wel-
ches ein Basis-Versicherungsmodell darstellt, untersucht. Hierzu werden in Kapitel 2.5
zuerst einige Grundlagen dieses Modells vorgestellt um anschliefend in Kapitel 2.6 die
Auswirkungen der Voraussetzung von subexponentiell verteilten Risiken auf Ruinwahr-



KAPITEL 1. EINLEITUNG

scheinlichkeit und den Gesamtschaden zu beleuchten. Dies kann als eine Anwendung fiir
die Summe unabhéngiger heavy tailed verteilter Risiken angesehen werden.

Wie bereits zu Beginn der Einleitung erwéhnt, spielt die Modellierung von Abhéngigkeiten
zwischen Risiken eine bedeutende Rolle. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Thematik
findet sich in Kapitel 3. Das Hauptaugenmerk liegt dabei, wie auch in aktuellen, the-
matisch relevanten Forschungsberichten zu finden, auf dem Konzept der Copulas. Die
grundsétzliche Idee hinter dem Copulakonzept besteht darin, multivariate Verteilungs-
funktionen in zwei Teile aufzuspalten. Dabei beschreibt eine Komponente die Abhéngig-
keitsstruktur (Copula), die andere hingegen das Randverhalten der Einzelrisiken. Wichtige
Eigenschaften von Copulas und zwei bedeutende Copulaklassen, die elliptische und archi-
medische, werden im Zuge des dritten Kapitels vorgestellt.

Neben dem Copulakonzept lassen sich Abhédngigkeiten auch auf andere Weise mittels
Abhéngigkeitsmaflen betrachten. Hierzu werden in Kapitel 3.5.1 die Theorie der linea-
ren Korrelation und in 3.5.2 Vertreter der Rangkorrelationskoeffizienten beschrieben. Den
Abschluss des dritten Kapitels bildet die Illustration des Tailabhéngigkeitskoeffizienten,
der ein Maf fiir die Abhéngigkeit in den Verteilungsenden einer bivariaten Verteilung
darstellt (asymptotische Abhéngigkeit).

Auf diesen Grundlagen aufbauend findet sich in Kapitel 4 die Betrachtung des asym-
ptotischen Tailverhaltens der Summe abhéngiger heavy tailed verteilter Risiken wieder,
wobei die Abhéngigkeit durch Copulas modelliert wird. Hierzu wird anfangs des Kapi-
tels (siehe Kapitel 4.2) untersucht, welche Bedingungen an das Abhéngigkeits- und das
Randverhalten gestellt werden miissen, sodass das asymptotische Verhalten gleich wie
im unabhéngigen Fall ist. Hierbei wird zuerst der bivariate und anschliefend der mul-
tivariate Fall anhand aktueller Forschungsarbeiten analysiert. Im bivariaten Fall wird
fiir ein zentrales Ergebnis ein numerisches Beispiel angefiihrt. Bei dieser Untersuchung
spielt die asymptotische Unabhéangigkeit, deren Konzept wie bereits genannt in Kapitel 3
Erwahnung findet, eine wichtige Rolle. Im Gegensatz dazu wird in Kapitel 4.3 der asym-
ptotisch abhéngige Fall fiir archimedische Copulas mit Hilfe eines zusétzlichen Papers
untersucht. Auch hier wird fiir das zentrale Resultat dieses Forschungspapers eine nume-
rische Anschauung anhand eines Beispiels geliefert.

Den Abschluss bildet eine Einfiihrung in die Erzeugung abhéngiger Pseudozufallszahlen
in Kapitel 4.4. Diese bildet die Grundlage fiir die Schaffung der numerischen Beispiele des
vierten Kapitels.



Kapitel 2

Subexponentiell verteilte

Zufallsgroflen im Cramer Lundberg
Modell

2.1 Einleitung

Das nachstehende Kapitel basiert auf dem ersten Kapitel des Buches ,Modelling Ex-
tremal Events for Insurance and Finance“ von Embrechts et al. [8] und dem fiinften
Kapitel des Skriptes ,,Sachversicherungsmathematik®“ von Grandits und Zwirchmayr [15].
Zu Beginn des Kapitels werden einige Grundlagen iiber Grofischdden mit heavy tailed
Verteilungen hergeleitet um anschlieend auf die Auswirkungen dieser Modelle auf das
Cramer-Lundberg Modell néher einzugehen.

2.2 Grofischiaden

Treten Schiden X extremer Hohe, so genannte Grofischdden, mit einer nicht zu ver-
nachlédssigenden Wahrscheinlichkeit auf, so konvergiert die Tailwahrscheinlichkeit

F(r)=1-F(z) =P(X > 1)

nicht “zu schnell* gegen 0 (siche Riedle [21], Seite 29).
Die Definitionen fiir GroBschéden sind in der Literatur nicht einheitlich. Folgende Defini-
tion ldsst sich in Grandits und Zwirchmayr [15], Seite 96 finden:

bt



KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGROSSEN IM CRAMER
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Definition 2.1. Unter einem Grofischaden X versteht man einen Schadenfall mit einer
Verteilung, die kein exponentielles Moment besitzt, was soviel bedeutet wie

Ele*] = 0o Ve >0

Bemerkung: Die Verteilung eines Grofischadens wird heavy tailed Verteilung genannt.

Auflerdem wird die Klasse aller heavy tailed Verteilungen mit IC bezeichnet.

Da die Definition fiir Groischiden sehr allgemein ist, konzentriert man sich auf eine
Subklasse der heavy tailed Verteilungen, die so genannten subexponentiellen Verteilungen.
Zuerst wird aber der Begriff regulidre Variation eingefiihrt.

2.3 Verteilungen mit Enden von regulidrer Variation

Folgende Definition der regulidren Variation lasst sich in Embrechts et al. [8], Seite 564f
finden.

Definition 2.2. Reguldre Variation nach Karamata

a) FEine positive Lebesque-messbare Funktion L auf (0,00) heifit von langsamer Variation

(Schreibweise L(z) € L) falls gilt:

~—

L(t
lim (:z:

=1 vVt >0

b) Eine positive Lebesgue-messbare Funktion h auf (0,00) heifst von regulirer Variation in
oo mit Index o € R (Schreibweise h(z) € Ry) falls gilt:

lim = ¢ vt >0

T—500 h(gj

~—

Bemerkung:
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a) Fir Funktionen von langsamer Variation schreibt man auch L(z) € Ry. Laut Definition
2.2 gilt hierbei, dass aus h € R, folgt, dass L(z) := h(x)z™® € Ry gilt. Da fiir reguldr
variierende Funktionen lim h(tuf) =t* Vt > 0 gilt, folgt:

z—00 M)
L —a =
lim Z02) gy PO D)
T—00 L((jj) T—00 h(x)x*a T—00 h(l‘)

Somit lésst sich auch erkennen, dass man eine regulér variierende Funktion mit Index
durch L(x)z® darstellen kann.

b) Bei den Definitionen a) und b) wird jeweils regulire Variation in oo beschrieben. Ahn-
lich kann man reguldre Variation von h bei einem a > 0 durch regulidre Variation im
Unendlichen der Funktion h,(z) = h(a — z™!) definieren.

c¢) Heuristisch: Regulér variierende Funktionen sind Funktionen die sich asymptotisch in
etwa wie Potenzfunktionen verhalten.

d) Die Klasse aller reguldr variierenden Funktionen wird mit R bezeichnet.

Beispiele fiir langsam variierende und regulir variierende Funktionen mit In-
dex a:

e h(z) =In(In(z))

Beweis: 1" Hospital
. h(t) _ q: In(in(te)) U'Hospital 1. in@) _ g — =
Jm G = lm They  © 0 im ne = M ey

Nl

o h(z) = M)
Beweis:
Fiir langsame Variation gilt es lim (In(tz))z —(In(z))2 = 0 zu zeigen (¢ = 1). Gehen
T—r 00

wir von der linken Seite aus, so erhélt man durch einfache Logarithmus Regeln:

(1+‘“<”)%—1 1" Hospital In(t) —3 1
A ) PHEP gy (1 + m(x)) In(t)(In(z))"2 = 0

T—00

Nl

z—o0  (In(z))”

o h(z)=zx*
Beweis:
lim 22 — iy 22 _ 4a
z—00 M) z—o00 T

o h(z)=a%mn(l+x)

Beweis: . )

. . et 1"Hospital . = . (L4t

lim };l(m) =1 —(m)alln gHtI) 2P e lim B = o 1 —(“f LR—
z—00 M@) a0 T In(1+z) T—00 Ttz 00 T(5+1)
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Weiters von Interesse sind Verteilungen mit Enden von regulérer Variation.

Definition 2.3. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Gilt fir den Tail
— L
F(z) = Lz) mit L(x) € L und o > 0,
xOA

so ist F laut Definition 2.2 regulir variierend in oo mit Index -o und man nennt F eine
Verteilung mit einem Ende von regulirer Variation mit Index o.

Bemerkung: Der in Definition 2.3 auftretende Index « beschreibt, wie schnell sich der
Tail der Verteilung gegen 0 bewegt. Er gibt damit auch an wie wahrscheinlich es ist, dass
extreme Schéden auftreten. Dabei gilt: Je kleiner der Index « ist, umso hoher ist die

Wahrscheinlichkeit eines extremalen Ereignisses. Je grofler der Index umso geringer ist
diese Wahrscheinlichkeit.

Beispiele fiir Verteilungen mit Enden von regulirer Variation:

e Pareto-Verteilung: F(z) = (7)) fiir s, >0
Beweis:
F(z) = % Da xk%(£ + 1)™* eine langsam variierende Funktion ist, ist der

Tail der Pareto-Verteilung regulér variierend mit Index —a.

e Burr-Verteilung: F(z) = (=£5)*  fiir 5,7, > 0

K+xT
Beweis: siehe Pareto-Verteilung

e Loggamma-Verteilung: Sei U Gammaverteilt, dann ist eV Loggammaverteilt

of 1oa
(f(2) = £ In(z)P~1z—)
Beweis: Ist eine Folge des Satzes von Karamata (siche Embrechts et al. [8], Seite
567). Dieser besagt, dass das Integral einer reguldr variierenden Funktion wiederum

von regulérer Variation ist.

Im Folgenden kommt es zur Betrachtung unterschiedlicher Eigenschaften der Funktionen
von langsamer und reguldrer Variation. Der Beweis zu nachstehendem Satz l&sst sich in
Bingham et al. [5], Seite 13 finden.

Satz 2.1. (ohne Beweis): Darstellungssatz
L ist von langsamer Variation, falls es sich folgendermaflen darstellen ldisst:

L(z) = c(z) exp ( / #dt) x> 20,70 > 0, (2.1)

wobei c(x) positiv ist und lim c(z) = ¢y > 0, sowie tlim e(t) =0 gilt.
T—00 —00

8
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Der néchste Satz zeigt, dass Funktionen von langsamer Variation, im Vergleich zu positi-
ven Potenzen 2%, § > 0, , klein“ sind.

Satz 2.2. lim 22 =0 VLe L, V5>0

z—oo0 T

Beweis: Anwendung des Logarithmus auf beiden Seiten liefert:
lim InL(z) —dlnx = —o0
Tr—00

Durch Einsetzen der Darstellung fiir L aus (2.1) gilt:

lnL(:v)—élnx:lnc($)+/ #dt—élnlenc(x)jt/ #dt—/ gdt:
1

Zo zo

1 T T
= Inc(x) +/ ﬂdt+/ @dt—/ édt
z U 1t 1t

Wihlt man ein N so, dass |e(t)| < £,V¢ > N, so folgt:

1 T T
et [ s [ W [
w b 1t 1t

1 E(t) NE(t) N5 z 5
<] — — 2 dt — —dt — —
< nc($)+/$0 n dt+/1 lll /1 -t /N 5l

Die ersten vier Terme sind beschrankt und der letzte strebt fiir x — oo gegen —oco. [

Eine wichtige Eigenschaft der Verteilungen mit Enden von reguldrer Variation ist das
asymptotische Verhalten (fiir z — oo) der Summe von n unabhéngigen identisch verteilten
Zufallsvariablen mit ebensolchen Verteilungen. Hierzu betrachten wir folgenden Satz.

Satz 2.3. Seien X und X, unabhingige Zufallsvariablen mit der jeweiligen Verteilungs-
funktion Fy und Fy. Gilt nun Fy(z) = L;—(x) Fy(z) = Li—ff) mit o« > 0 und Ly, Ly € L wobei

a9

Ly und Ly nicht notwendigerweise gleich sein miissen. Daraus folgt:

lim =
z—oo P(X) > ) + P(Xy > x)
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Beweis: Sei G(z) = P(X; + Xy < x). Da {X; + Xy >z} D {X; > 2 U Xy > z}, folgt
G(z) > Fi(z)+ Fy(z) — Fi(z) Fo(x) = (Fi(z) + Fa(2))(1 —o(1)), wobei o(1) eine Funktion
bezeichnet die fiir x — oo gegen 0 strebt. Dies impliziert:

lim inf — Glz)

m in _7_Y17€(3:>1 (2.2)

Seinun 0 < § < 3. Dann folgt {X;+X> > 2} C {X; > (1-8)z}U{X> > (1-6)z}U{X; >
dz, Xy > ox}
Daraus folgt: G(z) < (Fi(z(1 —6)) + Fa(x(1 —9)))(1 + o(1))

= lim sup = Glz)

<1
oo Fi(a(1—0)) + Fa(a(l—9)) ~
Da Fy und F, € R_,, folgt Fya(z(1 =) ~ (1 —6)"*Fy5(z) (Notation: f(z) ~ g(z) &

lim £% = 1), und damit erhilt man
o0 9(@)
lim sup = Gla) <(1-9)° (2.3)

P Fi(w) + Fa(w)

Aus (2.2) und (2.3) erhédlt man:

Gw)  _, G o
1<l1£r_1)}>rolf_<)+ﬁ2()<lm%oop_()+ ()g(l J)

Fiir § — 0 erhalt man: 1 < liminf < limsup <1

= lim — @()

R S |
v—o0 Iy () 4+ Fy(x)

Mit Hilfe dieses Satzes und Induktion kann man auf folgenden Satz schlieflen:

Satz 2.4. Seien Xi,...,X, #d mit Verteilungsfunktion F und gilt, dass F € R_,. So
folgt:

P(X;+...+ X, > 1) ~nF(x) (2.4)

10
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Bemerkung: Seien jetzt im Folgenden X3, ..., X, iid mit Verteilungsfunktion F und sei
M, = max(Xy, ..., X,). Dann gilt Vn > 2:

P(M,>z)=1-P(M, <z)=F(z)=1-P(X <z2)"=

=1-PX<2)+P(X<2)-P(X <z +P(X<2)?—...-PX<2)"=
1-PX<2)1+P(X <z)+...+P(X <z)" ) :F(x)niFk(x)

Daraus folgt:

P(M, > — —
lim M = lim E F*(x) =n und damit: P(M, > z) ~ nF(x)
T—00 F((L’) T—00 P

Aus dieser Bemerkung und aus Satz 2.4 folgt nun:

Falls X1,..., X, iid mit Verteilungsfunktion F, F(z) € R_, und sei S,, = >_ X;, so folgt:

P(S, > x) ~P(M, > z) (2.5)

In Worten bedeutet diese Aussage, dass unter Voraussetzung der reguldren Variation der
Tail der Verteilungsfunktion des Maximums den Tail der Verteilungsfunktion des Gesamt-
schadens asymptotisch bestimmt. Diese Tatsache ist eine der intuitiven Vorstellungen von
Grofischéden, in dem Sinn, dass die Verteilung eines extremen Schadens die Verteilung
der Summe bestimmt.

Die Klasse aller regulér variierender Funktionen wird im Folgenden durch die Klasse der
subexponentiellen Verteilungsfunktionen erweitert. Dabei wird auf Ergebnis (2.5) beson-
ders Riicksicht genommen.

2.4 Subexponentielle Verteilungen

Die in weiterer Folge angefiihrte Definition der subexponentiellen Verteilungen lésst sich
in Embrechts et al. [8], Seite 39 finden.

11
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Definition 2.4. Fine Verteilungsfunktion F mit Trager (0,00) heif$t subexponentiell, falls
Vn > 2 gilt:

o F(x)
xh_)rrolo Fw) =n (2.6)

Bemerkung:
a) Die Klasse aller subexponentiellen Verteilungen wird mit S bezeichnet.
b) Die Notation F™ stellt die n-fache Faltung von F mit sich selbst dar. Dabei gilt:

Fr(x) =P(X; + ...+ X, <), wobei die X; unabhéngig identisch verteilt mit Vertei-
lungsfunktion F sind.

¢) Da wir wissen, dass P(M,, > z) ~ nF(z) gilt, kann man die Definition der subexpo-
nentiellen Verteilungsfunktionen auch mit Aussage (2.5) dquivalent ersetzen. Daraus ist
ersichtlich, dass R C § gilt.

d) Falls eine Verteilung Gleichung (2.6) fiir n = 2 erfiillt, so gilt die Gleichung Vn > 2.
Ein Beweis ldsst sich in Embrechts et al. [8], Seite 40f finden.

Beispiele fiir subexponentielle Verteilungen:

e Verteilungen mit Enden von regulirer Variation (F € R_,)
Beweis:
Siehe Punkt ¢) aus obiger Bemerkung,.

e Weibull-Verteilung mit Tail F(z) = exp (—ax®) und Parameter 8 < 1.
Beweis:
Siehe Hipp [16], Seite 54.

e Lognormalverteilung mit Tail F(z) =1 — ® (log%)
Beweis:
Siehe Hipp [16], Seite 54.

Satz 2.5. (FEinige Eigenschaften von subexponentiellen Verteilungen)

a) Falls F € S dann gilt gleichmdf$ig in y auf jeder kompakten Menge in (0,00)

g}ij&% =1 (2.7)

b) Falls (2.7) gilt, dann folgt Ve > 0:

e F(x) — oo, fiir 7— oo (2.8)

12
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c) Falls F € S und sei € > 0 gegeben, dann existiert eine endliche Konstante K sodass
Vn > 2 gilt:

<K{l+¢" x>0 (2.9)

Beweis:
a) Sei x >y > 0, dann gilt:

F2(e) _ 1=Jy Fla—t)dF(t) _ 1=[7(1-F@—)dF@) _ 1-F@)+[; (Fle—t)dF(t) _
F(z) F(z) B F(x) F(x)
=1+ [y BeDar () + [T HEDdR () > 1+ ) B2dF(t) + [ FedF () =

— 14 P ¢ B (F) — Fiy)

Jetzt folgt fiir x grofl genug, sodass F(x) — F(y) # 0:

Flx —vy) F2(z) 1
1§T< < (@) —1—F(y)> (F(z) = F(y)))

Da lim T(”)”) = 2 (F € S) strebt der erste Faktor auf der rechten Seite fiir + — oo gegen
T—r00

1-F ( ). Der zweite Faktor strebt gegen (1— F(y))~!. Die gleichméiBige Konvergenz folgt,

da & )) monoton in y ist.

b) Zuerst wird gezeigt, dass F/(Iny) € £. Dazu betrachte:

F(l F(l 1
im —_(n(ty)) = lim —< nt+lny) 21 w0
y=oo F(lny)  v=  F(lny)

Aus Satz 2.2 folgt:

lim y“F(Iny) = co. Ve >0

Y—0o0

Setzt man nun y = e” dann folgt das gewiinschte Ergebnis.

c¢) Fir den Beweis siche Embrechts et al. [8], Seite 42.

Bemerkung:

a) In Satz 2.5 b) wird der Name subexponentielle Verteilung gerechtfertigt. F' geht lang-
samer gegen 0 als jede exponentielle Funktion e~ fiir € > 0.

13
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b) Betrachte IE[e“X] und Satz 2.5 b) dann gilt:

E[e*] > E[e“*1xs,] > eYP(X > y) — oo fiir y— o0
Daraus folgt:

E[e“] =00 Ve>0

Durch diese Gleichung l&sst sich erkennen, dass die Klasse der subexponentiellen Vertei-
lungen eine Subklasse der heavy tailed Verteilungen (siche Definition 2.1) darstellt.

c¢) Ein weiterer Vergleich zwischen subexponentiellen und exponentiellen Verteilungen lie-
fert folgende Uberlegung:
Falls F € S, dann gilt:

P(X >z +y)
P(X > x)
Damit erkennt man, dass fiir eine Zufallsvariable X mit subexponentieller Verteilung die
Wahrscheinlichkeit dass X > x+y fiir ein festes y, wobei X > z (fiir ein grofies x) gegeben

ist, hoch ist.

Betrachtet man hingegen eine exponentiell verteilte Zufallsvariable (F(z) = e™*), so lisst
sich erkennen, dass der oben stehende Grenzwert kleiner als 1 ist:

PX>z+y|X>z) = — 1 fiir x— o0

_$+
e~ (@+y) _y

PX>z+y|X>zx)= =e

e*ﬁ

Eine weitere interessante Thematik ist, wie eine asymptotische Aussage fiir die Summe
nicht identisch verteilter unabhéingiger subexponentieller Risiken X; und X mit Vertei-
lungsfunktionen F; und F; auszusehen hat. Hierbei gilt unter der Voraussetzung, dass die
Faltung von F} und F» aus S ist (siche Asmussen [3], Seite 256):

Folgender Satz behandelt den multivariaten Fall fiir reellwertige Zufallsvariablen (Be-
weis siche Geluk und Tang [14], Seite 874). Dabei heifit eine Verteilung F auf (—oo, 00)
subexponentiell, falls F*(z) = F(x)1,>0 subexponentiell ist. Man kann zeigen, dass die
Beziehung (2.6) auch fiir reellwertige Zufallsvariablen giiltig bleibt.

Satz 2.6. (ohne Beweis)

Seien X1, ..., X, nunabhdngige Zufallsvariablen mit den jeweiligen Verteilungsfunktionen
Fi,....,F,. Falls Fl, e SY1<k<nund F;xF; ¢ SV 1<1i#j<n, dann gilt, dass
Fi*x...xF, eS8 und

P(X;+...+ X, >7) Nzn:?k(x) (2.11)

14
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2.5 Ruintheorie im Cramer-Lundberg Modell

In den vorangegangenen Abschnitten wurden heavy tailed Verteilungen definiert und eini-
ge Eigenschaften und Vertreter vorgestellt. Im Folgenden wird ein klassisches Versicherungs-
Risikomodell von Cramer und Lundberg betrachtet. Besonders von Interesse ist hierbei
der Einfluss von heavy tailed Verteilungen auf die Ruinwahrscheinlichkeit und den Ge-
samtschaden.

Die folgende Definition ist aus Embrechts et al. [8], Seite 22 entnommen und bildet die
Grundlage nachstehender Uberlegungen.

Definition 2.5. (Cramer-Lundberg Modell)

a) Der Schadenhohenprozess:

Die Schadenhidhen (Xy)ken sind positive iid Zufallsvariablen mit gemeinsamer Vertei-
lungsfunktion F' (keine Gitterverteilung), endlichem Erwartungswert p = IE[X;], und Va-
rianz o = var(X;) < oo

b) Die Schadenankunftszeiten:
Die Schiden treten zu zufdilligen Zeitpunkten

O0<Ti<Ty<... fs

auf.

¢) Der Schadenzahlprozess:
Die Anzahl der Schiden im Intervall [0,t] ist gegeben mit:

N(t)=sup{n>1:T,<t}, t>0
Per Konvention gilt, sup ) = 0.
d) Die Zwischenankunftszeiten:

}q:Tla Yk:Tk_kab k:2737

sind iid exponentialvertedlt mit endlichem Erwartungswert IE[Yy] = +.

e) Die Folgen (Xy) und (Yy) sind unabhingig voneinander.

Bemerkung: Eine Konsequenz obiger Definition ist, dass (/V(t)) ein homogener Poisson-
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prozess mit Intensitdt A > 0 ist. Daraus folgt:

v O B
B(N(t) = k) = e k=0,12,...

Ein wichtiger Punkt fiir die weitere Untersuchung ist der Gesamtschadenprozess (S(t))
des zugrunde liegenden Portfolios. Er ist definiert durch

N(t)
S(t) = 1:21 X;, N(t)>0
0, N(t)=0

Die Gesamtschadenverteilung ist dann gegeben als:

Gy(x) = Zpt VF™ (2 :i —”(? F™(x), x>0,t>0 (2.12)
wobei pi(n) =P(N(t) =n), n € Ny.

Aus vorangegangenen Uberlegungen kann man nun den resultierenden Risikoprozess
(U(t))e>0 definieren. Dieser kennzeichnet sich durch die Zusammensetzung aus dem Ge-
samtschadenprozess (S(t)) und den Primien mit konstanter Intensitdt ¢ > 0. Hinzu
kommt hierbei noch ein Anfangskapital v > 0. Man erhélt:

Ut) =u+ct—SEt), t>0 (2.13)

Definition 2.6. (Ruin)
Es sei (U(t))i>0 wie in (2.13) definiert. Dann kann man definieren:

a) Die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit:

Y(u, T)=PU(t) <0 fireint<T), 0<T <oo, u>0

b) Die Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit:

Y(u) = P(u,00), u>0
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c¢) Die Ruinzeit:

T(T)=inf{t:0<t<T, U(t) <0}, 0<T <o

Eine fundamentale Erkenntnis fiir die Abschétzung der Ruinwahrscheinlichkeit, bzw. fiir
die Asymptotik der Ruinwahrscheinlichkeit im Cramer-Lundberg Modell liefert folgender
Satz. Ein Beweis zu Punkt b) ldsst sich in Embrechts et al. [8], Seite 29ff finden.

Satz 2.7. (ohne Beweis) Cramer-Lundberg Theorem
Im Cramer-Lundberg Modell sei die Nettoprofitbedingung p = ﬁ — 1> 0 erfillt. Existiert
nun em v > 0, sodass gilt:

o c
edF(z) = — =1+ 2.14
| eman = =1+ (214)
so folgt:
a) Yu > 0,
Plu) < e (2.15)

b) Falls zusdtzlich gilt:

/ re""F(z)dr < oo,
0

dann folgt:
_ -1
uh_gloe P(u) =C < oo, mit C = [ﬁ IR :L'e’“F(ac)dx] (2.16)
Bemerkung:

a) p wird auch Sicherheitszuschlag genannt. Man kann zeigen, dass Ruin P- f.s eintritt
falls der Sicherheitszuschlag < 0 ist.

b) Fi(x) bezeichnet die integrierte Tail Verteilung mit

1 (=
Fi@) = [ Py, 2 >0
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c¢) Die Bedingung (2.14) wird Cramer-Lundberg Bedingung genannt. Man kann sie auch
schreiben als:

/0 " e P () — $ (2.17)

2.6 Ruintheorie fiir subexponentielle Verteilungen

In diesem Kapitel gehen wir wieder vom Cramer-Lundberg Modell (siehe Definition 2.5)
aus. Fiir das Cramer-Lundberg Theorem, und damit fiir die Abschéatzung bzw. fiir das
asymptotische Verhalten der Ruinwahrscheinlichkeit ist die Cramer-Lundberg Bedingung
eine notwendige Voraussetzung. Im Folgenden lasst sich aber zeigen, dass durch diese
Bedingung Schidden mit heavy tailed Verteilungen (siehe Definition 2.1) ausgeschlossen
werden.

Nach Satz 2.7 und (2.17) muss ein v > 0 existieren mit
/ " F(z)dw = ; < 00 (2.18)
0

Mit Hilfe von Feller [12], Seite 150 Lemma 1 lisst sich zeigen, dass IE[e*X1] dargestellt
werden kann mit:

E[e"*] = 1// " Fy(x)dr = 1+ 1// " Fy(x)dx
—00 0

Daher ist Bedingung (2.18) dquivalent mit IE[e’*!] < oo. Somit sind aber Risiken mit
heavy tailed Verteilungen (vergleiche Definition 2.1) fiir Satz 2.7 ausgeschlossen.

Mit Hilfe der Markovschen Ungleichung erhélt man:

— IE
F(x) =P(X; > 2) = P(e"* > ") <

Diese Ungleichung zeigt, dass extrem hohe Schidden sehr unwahrscheinlich auftreten (ex-
ponentiell kleine Wahrscheinlichkeiten). Aus diesem Grund wird die Cramer-Lundberg
Bedingung auch als Kleinschadenbedingung bezeichnet.

Nach diesen Erkenntnissen wird in den néchsten beiden Abschnitten nach Alternativen
zu Satz 2.7 fiir heavy tailed Verteilungen gesucht. Besonders wird hierbei auf den subex-
ponentiellen Fall eingegangen.
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2.6.1 Asymptotik der Ruinwahrscheinlichkeit fiir den subexpo-
nentiellen Fall

Im Laufe dieses Abschnittes wird sich herausstellen, dass folgender Satz (fiir einen Beweis
siche Embrechts et al. [8], Seite 29ff) die Grundlage fiir die Abschitzung der Ruinwahr-
scheinlichkeit unter heavy tailed Verteilungen bildet.

Satz 2.8. (ohne Beweis)
Unter der Voraussetzung der Nettoprofitbedingung p = ﬁ—l > 0 gilt im Cramer-Lundberg
Modell fiir die Ruinwahrscheinlichkeit 1:

Z (14 p) "F(u), u>0. (2.19)
n=0

Mit Hilfe dieses Satzes liasst sich nun eine asymptotische Aussage fiir die Ruinwahrschein-
lichkeit im subexponentiellen Fall herleiten.

Satz 2.9. Betrachtet man das Cramer-Lundberg Modell mit der Nettoprofitbedingung p >
0 und gilt, dass F; € S, dann folgt:
1—

P(u) ~ ;Fl(u), U — 0. (2.20)

Beweis: Da (1 + p)~' < 1, existiert ein € > 0 mit (1 + p)~ (1 +¢) < 1.
Aus (2.9) folgt nun, dass ein endliches K existiert mit:

o 7 (1)
F](U)

(I+p)™" <(1+p)"K(1+¢€", u>0. (2.21)

Betrachtet man nun (2.19) und dividiert durch Fj(u), so folgt:

[e.9]

(u) _p £ ()

Mit Hilfe von (2.21) ist nun aufgrund der majorisierten Konvergenz die Vertauschung von
limes und Summe erlaubt.

Da lim 20 = p (FreS)und > n(l+p)™= 1+p erhilt man: lim 24 — 1 0

u—oo Fr(u) =0 u—oo Fr(w) p
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Bemerkung: Vergleicht man nun das Ergebnis (2.16) unter Voraussetzung der Cramer-
Lundberg Bedingung und Ergebnis (2.20). Ergebnis (2.20) zeigt, dass sich die Ruinwahr-
scheinlichkeit asymptotisch in etwa wie die integrierte Tailverteilung verhélt. Diese Wahr-
scheinlichkeit ist aber selbst fiir groles u nicht vernachléssigbar. So folgt zum Beispiel fiir
die Pareto-Verteilung mit o > 1 als Schadenverteilung, dass F; von regulirer Variation
mit Index o — 1 ist. Dies bedeutet aber, dass die Ruinwahrscheinlichkeit wie eine Po-
tenzfunktion und nicht wie eine Exponentialfunktion (vergleiche 2.16) abklingt und daher
ein Portfolio von Schéden mit heavy tailed Verteilungen sehr gefidhrlich sein kann. (siehe
Mikosch [19], Seite 175f)

In Satz 2.9 wird vorausgesetzt, dass die integrierte Tailverteilung F; subexponentiell ist.
Eine Frage die sich hier natiirlich stellt ist, ob aus F' € S, F; € § folgt. Im Allgemeinen
gilt diese Behauptung allerdings nicht. Fiir F' € R lasst sich mit dem Satz von Karama-
a (siche Embrechts et al. [8], Seite 567) nachweisen, dass die integrierte Tailverteilung
subexponentiell ist. Folgender Satz, der sich in Embrechts et al. [8], Seite 55 finden lasst,
beschreibt Konditionen an F sodass F; € S gilt.

Satz 2.10. (ohne Beweis)
Sei q(z) = i )) (hazard rate) und Q = —InF (hazard function). Es gilt F; € S, falls eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

a) limsup xq(z) < oo

T—00

b) lim ¢(x) =0, lim zq(x) = oo, und eine der folgenden Bedingungen gilt:

T—00 T—00
e limsup g el

e gcERs, —1<0<0
e QeRs, 0< <1, und qist fiir hinreichend grofies Argument fallend
e q ist fiir hinreichend grofies Argument fallend gegen 0, q € Ry und Q(x)—zq(x) € Ry

2.6.2 Gesamtschaden fiir den subexponentiellen Fall

Betrachtet man die Gesamtschadenverteilung (siche (2.12)), so gilt:

Gi(r) = Zpt V" (x x>0

20



KAPITEL 2. SUBEXPONENTIELL VERTEILTE ZUFALLSGROSSEN IM CRAMER
LUNDBERG MODELL

Mit dhnlichen Uberlegungen wie in Satz 2.9 bekommt man fiir den Fall F € S eine
asymptotische Aussage fiir die Gesamtschadenverteilung.

Satz 2.11. Sei F' € S, t > 0 fiz, und setze voraus, dass ein € existiert sodass (p:(n))
folgendes erfiillt:

D (1 +6)"pi(n) < 0o (2.22)
Dann gilt:
Gy(z) ~ IE[N(t)|F(z), = — oo (2.23)

Beweis: Betrachte:

 Gir) . &
) e ;;pt(n)

£ (x)

T (2.24)

Aus (2.9) folgt, dass fiir ein € > 0 ein endliches K existiert mit:

m(n)ngg) < p()K(1 4 )"

Da die Majorante laut Voraussetzung summierbar ist, kann man bei Gleichung (2.24)
limes und Summe vertauschen und man erhélt:

Jim > () 25 = S g = ELNG)

O

Bemerkung: Fiir das Cramer-Lundberg Modell gilt p,(n) = e"\t% und somit ist

(2.22) erfiillt. Fur F € S und Satz 2.11 folgt:

Gy(r) ~ MF(x), = — o0
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Kapitel 3

Copulas und weitere
Abhingigkeitskonzepte

3.1 Einleitung

Als Grundlage der nachstehenden Inhalte dient das fiinfte Kapitel des Buches ,,Quanti-
tative Risk Management“ von Embrechts et al. [7]. Die Betrachtung von Abhéngigkeiten
zwischen Risiken spielt eine wichtige Rolle im Finanz- und Versicherungsbereich. Hier-
zu werden verschiedene Konzepte vorgestellt und Vor- und Nachteile herausgefiltert. Am
Anfang dieses Kapitels wird das Konzept der Copula dargestellt. Hierbei gilt, dass jede
multivariate Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors von Risikofaktoren sowohl Informa-
tionen iiber das Randverhalten der einzelnen Risikofaktoren, als auch Informationen iiber
die Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Faktoren enthélt. Die Grundidee im Umgang
mit Copulas ist es nun die Informationen iiber die Abhéngigkeitsstruktur zwischen den
Risiken abzugrenzen (siehe Satz 3.3, ,,Sklars Theorem®). Es werden einige grundlegende
Eigenschaften der Copulas vorgestellt. In den Kapiteln 3.3 und 3.4 werden mit Hilfe von
Embrechts et al. [9] zwei wichtige Copulaklassen, die ellliptischen und die archimedischen
gemeinsam mit einigen Vertretern angefiihrt.

Nach der Einfithrung in das Copulakonzept sollen verschiedene Abhéngigkeitsmafle be-
trachtet werden. Im Unterschied zu den Copulas fassen Abhéingigkeitsmafle die gesamte
Abhéngigkeitsstruktur zweier Risiken in einer einzelnen Zahl zusammen. Das bekannteste
Abhéngigkeitsmaf ist der lineare Korrelationskoeffizient nach Pearson, welcher in Kapitel
3.5.1 ndher untersucht wird. Dieses Kapitel baut auf Embrechts et al. [10] auf. Wie sich
herausstellt, ist das Konzept der Korrelation nur im Kontext mit elliptischen Verteilun-
gen ein natiirliches. Mithilfe der Copulatheorie sollen einige Schwéchen herausgearbeitet
werden. Nebenbei werden aber auch einige Vorteile préasentiert.
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Am Ende dieses Kapitels werden die Rangkorrelationskoeffizienten Spearmans p und Ken-
dalls 7 und der Tailabhéngigkeitskoeffizient dargestellt. Es wird gezeigt, dass die Rangkor-
relationskoeffizienten eine mogliche Alternative zur linearen Korrelation darstellen. Der
Tailabhéngigkeitskoeffizient wird fiir einige bekannte Copulatypen berechnet.

3.2 Definition und wichtige Eigenschaften von Copu-
las

Die anschlieBende Definition einer Copula ist in Embrechts et al. [7], Seite 185 angefiihrt.

Definition 3.1. (Copula)
Eine d-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion auf [0,1]¢, wobei die jeweiligen
Randverteilungen auf [0, 1] gleichverteilt sind.

Bezeichne mit C'(u) = C(uq,...,uq) eine Copula, so ist C eine Abbildung der Form
C :[0,1]¢ — [0, 1] und folgende Eigenschaften miissen gelten:

a) C(uy,...,uq) ist in jeder Komponente u; wachsend.
b) C(1,..., Lusl,....1) =w Yie{l,....d}, uelo1].
c) Fiir alle (ay,...,aq), (b1,...bq) € [0,1]% mit a; < b; gilt:

2 2

Z o Z(—l)i1+"'+id0(u1i17 cUgiy) 2 0,

wobel u;1 = a; und ujo =b; Vj € {1,...,d}.

Die erste Eigenschaft ist von jeder multivariaten Verteilungsfunktion gefordert und die
zweite Eigenschaft entspricht der Forderung, dass die Randverteilungen auf [0, 1] gleich-
verteilt sein sollen. Die dritte Eigenschaft ist nicht so offensichlich. Sie versichert, dass
Play < Uy < by,...,aq < Uy < by) nichtnegativ fiir einen Zufallsvektor (Uy, ..., Uy)" mit
Verteilungsfunktion C ist.

Es lasst sich zeigen, dass diese drei Eigenschaften eine Copula charakterisieren. Erfiillt
also eine Funktion die obigen 3 Eigenschaften, so ist sie eine Copula.
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Fiir die weiteren Untersuchungen spielt die verallgemeinerte Inverse eine wichtige Rolle.
Die verallgemeinerte Inverse einer monoton wachsenden Funktion T ist definiert mit

T (y) = nf{x : T(z) > y},

wobei die Konvention inf () = oo gilt. Fiir eine Verteilungsfunktion F ist F* auch als
Quantilfunktion von F bekannt. Folgende Eigenschaften lassen sich in Embrechts et al.
[7], Seite 494f finden.

Satz 3.1. (ohne Beweis): Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen

Sei T eine monoton wachsende Funktion. Fir Eigenschaften d)-f) setze zusdtzlich voraus,
dass T (y) < co. Dann gilt:

a) T ist monoton wachsend und linksseitig stetig.

b) T ist stetig < T ist strikt monoton wachsend.

c) T ist strikt monoton wachsend < T ist stetig.

d) T ist rechtsseitig stetig und T'(x) >y < T (y) < z.

e) T ist stetig = T(T* (y)) = y.

f) T ist strikt monoton wachsend = T (T'(z)) = x.

Bevor wir auf einen der grundlegenden Sétze iiber Copulas eingehen, betrachten wir einen
interessanten Zusammenhang zwischen einer Zufallsvariable und ihrer Verteilung. Den
Beweis zu nachstehendem Satz findet man in Embrechts et al. [7], Seite 186.

Satz 3.2. (ohne Beweis)
Sei G eine Verteilungsfunktion und set G die verallgemeinerte Inverse. Dann gilt:

a) Quantiltransformation: Sei U eine auf dem Intervall (0,1) gleichverteilte Zufallsvaria-
ble, dann gilt:

PGS (U) < 2) = G(z)

b) Wahrscheinlichkeitstransformation: Besitzt Y eine Verteilungsfunktion G, wobei G eine
stetige univariate Verteilungsfunktion ist, so folgt:

G(Y) ~ U(0,1) (3.1)

Bemerkung:
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a) Die Aussage in Satz 3.2 a) ist duBerst niitzllich fiir die stochastische Simulation von
Zufallszahlen. Um eine Zufallszahl mit einer Verteilung F zu generieren geniigt es, eine
auf (0,1) gleichverteilte Zufallszahl zu erzeugen und anschliefend die Quantilfunktion von
F darauf anzuwenden.

b) Die Wahrscheinlichkeitstransformation spielt fiir den stetigen Fall eine wichtige Rolle
in der Theorie der Copulas, wie sich im folgenden Satz zeigen wird.

Der nun folgende Satz, der die grundlegende Idee der Copulas beinhaltet, stammt von
Abe Sklar. Ein vollsténdiger Beweis lédsst sich in Nelsen [20], Seite 18ff finden.

Satz 3.3. Sklars Theorem
Sei F' eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randverteilungen Fi, ..., Fy. Dann exi-
stiert eine Copula C : [0,1]% + [0, 1], sodass fiir alle xy,...,14 € R = [~00, cq] gilt:

F(zy,...,2q) = C(F(11), ..., Fy(Xy)) (3.2)

Fulls die Randverteilungen stetig sind, so ist C eindeutig. Ansonsten ist C' auf Ran F} X
Ran Fy x ... x Ran Fy eindeutig bestimmt, wobei Ran F; = F;(R) ist.

Sei andererseits C' eine Copula und seien FY, ..., Fy univariate Verteilungsfunktionen.
Dann ist die Funktion F aus (3.1) eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randvertei-

lungen Fy, ..., Fy.

Beweis: Es wird im Folgenden die Existenz und die Eindeutigkeit einer Copula fiir stetige
Randverteilungen und im Anschluss die Umkehraussage aus obigem Satz bewiesen.
Fiir einen Zufallsvektor X mit Verteilungsfunktion F gilt fir alle (z1,...,z4) € R:

F(ZEl,. .. ,l’d) = P(Xl S L1y ,Xd S ZEd) = P(Fl(Xl) S Fl(xl),. . .,Fd(Xd) S Fd<l’d))

Da die Randverteilungen stetig sind, folgt aus (3.1) und Definition 3.1, dass die Ver-
teilungsfunktion von (Fy(Xy),...,Fy(X4)) eine Copula darstellt. Bezeichnen wir diese
Copula mit C, so folgt Gleichung (3.2) und somit folgt auch die Existenz.

Falls man Gleichung (3.2) fir die Argumente z; = F" (u;) mit 0 <wu; <1, i=1,....,d
auswertet, so erhdlt man mit Satz 3.1 e):

C(uy, ... uqg) = F(F (w),..., Fy (uq)) (3.3)

Durch (3.3) wird C eindeutig durch F und Fi, ..., Fy bestimmt.
Fiir die Umkehraussage wird vorausgesetzt, dass C eine Copula und F}, ..., Fy univariate

Verteilungsfunktionen sind. Sei U ein Zufallsvektor mit Verteilungsfunktion C und setze
X:= (Ff(Uh),...,Fi (Ug)), so gilt mit Satz 3.1 d):

P(Xl Sl’l,...,Xd Sl‘d) :P(Ff_(Ul) SZL’l,...,Fé_(Ud) Sxd) =
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== ]P)(Ul S F1(1'1)7 ceey Ud S F(ZEd)) == C(Fl(Il), .. .,Fd<l'd))
U

Bemerkung: Die Gleichungen (3.2) und (3.3) spielen eine entscheidende Rolle im Um-
gang mit Copulas. Gleichung (3.2) zeigt, wie gemeinsame Verteilungen F durch Kopplung
von Randverteilungen und Copulas geformt werden. Durch die Umkehraussage des obi-
gen Satzes entsteht dadurch die Moglichkeit beliebige multivariate Verteilungen, falls die
Randverteilungen und die Copula bekannt sind, zu formen. Aus (3.3) sieht man, wie man
aus multivariaten Verteilungsfunktionen mit stetigen Randverteilungen die Abhéngig-
keitsinformationen in Form einer Copula extrahieren kann. Auflerdem liegt es durch obi-
gen Satz unter der Voraussetzung von stetigen Randverteilungen nahe, die Copula einer
Verteilung zu definieren.

Definition 3.2. Sei X ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F und
stetigen Randverteilungen Fy, ..., F;. Dann ist die Copula von F die Verteilungsfunktion
C von (F1(Xy),..., Fq(Xa)).

Im Anschluss werden zwei wichtige Eigenschaften von Copulas betrachtet. Zuerst wird
gezeigt, dass die Copula einer Verteilung invariant unter streng monoton wachsenden
Transformationen der Rénder ist. Gemeinsam mit Satz 3.3 und der Invarianzeigenschaft
liegt es nahe, unter der Voraussetzung von stetigen Randverteilungen die Copula einer
Verteilung als eine natiirliche Art, die repréasentativ fiir die Abhéngigkeitsstruktur dieser
Verteilung ist, anzusehen. Anschliefend werden die so genannten Frechet-Grenzen fiir eine
Copula eingefiihrt.

Satz 3.4. Sei (Xy,...,Xy) ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und Copula
C und seien 11, ..., T, strikt monoton wachsende Funktionen. Dann besitzt

(Th(X1), ..., Ty(X4a)) auch die Copula C.

Beweis: Zu Beginn wollen wir zeigen, dass Fj(y) := F;(T{ (y)) die stetige Verteilungsfunk-
tion von T;(X;) ist. Die Stetigkeit folgt, da die F; stetig sind und aus Satz 3.1 ¢). Durch
Satz 3.1 f) folgt:

Fi(y) = P(X; < T (y)) = BT/ (Ti(X))) < T ().
Da T; wachsend ist folgt aus Embrechts et al. [7], Lemma A.2., Seite 494:

Fi(y) = P(Ti(X:) <y) +P(X; = T (), Ti(X3) > ).
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Der zweite Summand ist aber 0 da die F; stetig sind.
Durch Satz 3.1 f) folgt F;(T;(x)) = F;(T7 (Ti(z))) = F;(x) und somit:

C(Ul, Ce ,ud) = P(Fl(X1> S Ugy ... ,Fd(Xd) S Ud> =

=P(F(Ty(X1)) < wis - .., Fa(Tu(Xa)) < ug).
Laut Definition 3.2 ist C aber nun die Copula von ((71(X1), ..., Tu(Xa)).

O

Bemerkung: Als Beispiel zur Verdeutlichung der Relevanz dieser Eigenschaft, betrachte
ein Wahrscheinlichkeitsmodell (multivariate Verteilung) fiir abhéingige Versicherungsver-
luste verschiedenster Art. Falls man nun an der Modellierung der Logarithmen dieser
Verluste interessiert ist, so lisst sich sagen, dass es zu einer Anderung der Randvertei-
lungen kommt, wohingegen die Copula gleich bleibt. (siehe Embrechts et al. [10], Seite

6)

Satz 3.5. (Frechet-Grenzen)
Fiir jede Copula C(uy,...,uq) gelten folgende Grenzen:

d
max {Zuz +1— d,O} < C(u) < minfuy, ..., uq}

i=1
Beweis: Fiir die obere Schranke betrachte:

Cu) =P(Uy < ug,...,Us < uy) :IP( M {U; guj}) <PU; <w)=1u; Vi
1<j<d
Fiir die untere Schranke betrachte:

C(u)zIP’( N {Uigul-}) :1-1@( U {Ui>ui}> 21—i1@(m>ui):

1<i<d 1<i<d i=1

d
i=1

O

Bemerkung: Die Frechet Grenzen aus Satz 3.5 lassen sich allgemein fiir beliebige mul-
tivariate Verteilungsfunktionen angeben. Fiir eine multivariate Verteilungsfunktion mit

Randverteilungen Fi, ..., Fy gilt:

max {Z Fi(z;)+1—d, 0} < F(z) <min{F(zy),...,F(zy)} (3.4)

=1
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Im Anschluss werden einige so genannten fundamentale Copulas vorgestellt. Dazu gehéren
zum Beispiel die Komonotonie- und die Kontramonotonie-Copula, die im néchsten Ab-
schnitt fiir die Beschreibung perfekter Abhéngigkeit von zentraler Bedeutung sind.

Ein weiterer Vertreter ist die Unabhéingigkeits-Copula definiert mit:

d
M(u, ... ugq) == Hu,
i=1

Satz 3.6. Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungen sind genau dann unabhdngig, wenn
thre Abhdngigkeitsstruktur durch die Unabhdngigkeits-Copula gegeben ist.

Beweis: Seien Zufallsvariablen X7, ..., X  mit stetigen Verteilungen F}, ..., F,; unabhéngig,
so folgt, dass F(xy,...,xq4) = Hle F;(x;). Laut Satz 3.3 folgt nun die eindeutige Existenz
einer Copula C mit C(Fy(z1), ..., Fy(xq)) = [, Fi(z;). Diese Copula entspricht aber
der Unabhéngigkeits-Copula.

Sei umgekehrt die Abhéngigkeitsstruktur gegeben durch eine Unabhéngigkeits-Copula, so
gilt, dass F(z1,...,zq4) = [[°_, Fi(x;). Daraus folgt aber die Unabhingigkeit. O

3.2.1 Perfekte Abhingigkeit

Dieser Abschnitt beruht auf Embrechts et al. [10]. Fir jede Copula gelten die Frechet
Grenzen aus Satz 3.5 mit:

d
Ci(z1,...,x4) = max {Z zi+1— d,O} < C(z) <minf{zy,...,xq} = Cu(z1,...,24)
i=1
Fiir den Fall d = 2 sind die Grenzen fiir sich selbst Copulas. Sei hierfiir U ~ U(0,1), so
gilt:

Cizy,22) =P(U < 21,1 —U < x3), Culx1,m9) =P(U < x1,U < 19).

C; und C, sind also die bivariaten Verteilungsfunktionen der Vektoren (U,1 — U)" und
(U,U)". Die Verteilung von (U, 1 -U)’ besitzt die ganze Masse auf der Diagonalen zwischen
(0,1) und (1, 0), wohingegen die Verteilung von (U, U)" die ganze Masse auf der Diagonalen
zwischen (0,0) und (1,1) besitzt. C; beschreibt perfekte negative und C, perfekte positive
Abhéngigkeit, was in folgendem Satz formalisiert wird. (fiir einen Beweis siehe Embrechts
et al. [10], Seite 14)
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Satz 3.7. (ohne Beweis)

Besitzt der Zufallsvektor (X,Y)" entweder die Copula C; oder die Copula C,, das heifst
F(z1,19) = max{Fi(z1) + Fa(z2) — 1,0} oder F(xy,z3) = min{Fi(xy), Fo(xs2)}. Dann
existieren zwei monotone Funktionen u,v und eine Zufallsvariable Z sodass

(X,Y) £ (u(Z),0(2))

gilt, mit v und v steigend fir die Copula C,, und u steigend und v fallend fiir die Copula
C;. Die Umkehrung dieser Aussage ist auch richtig.

Dieser Satz motiviert folgende Definition:

Definition 3.3. Fulls der Zufallsvektor (X,Y)" die Copula C,, besitzt dann werden X und
Y komonoton genannt. Falls er die Copula Cy besitzt, werden sie kontramonoton genannt.

Bemerkung:

a) C, und C; werden fiir d = 2 auch als Komonotonie- und Kontramonotonie-
Copula bezeichnet. Wéhrend die untere Frechetgrenze fiir d > 2 keine Copula darstellt,
ist die obere Grenze immer eine Copula. (siche Embrechts et al. [7], Seite 190 und Seite
200)

b) Seien die Verteilungsfunktionen von X und Y mit F} und F5 gegeben. Ist nun eine der
Verteilungen nicht stetig, sodass die Copula nicht eindeutig ist, dann sieht man C; und
C,, aus obiger Definition und dem vorab angefiihrten Satz als mogliche Copulas an. Fiir
den Fall von stetigen Verteilungsfunktionen F} und F, erhilt man ein stérkeres Resultat
mit:

C=C &Y =T(X)fs., T=F,"((1 - F})) monoton fallend,

C=C,< Y =T(X)fs., T = F,(F,) monoton wachsend.

3.2.2 Uberlebenscopula

Der Satz von Sklar (Satz 3.3) lisst sich auch auf multivariate Tailfunktionen anwenden.
Sel hierzu X ein Zufallsvektor mit multivariater Tailfunktion F' und Randverteilungen
Fy, ... Fy, so gilt:

F(xy,...,2q9) = C(Fi(21), ..., Fy(zq)) (3.5)
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¢ wird hierbei als Uberlebenscopula bezeichnet. Falls die Randverteilungen stetig sind
ldsst sich diese Gleichung leicht nachvollziehen mit:

F(l‘l,...,l‘d) :P<X1 >33'1,...,Xd>33'd):

=P(1 - F1(Xy) < Fy(z1), ..., 1 = Fa(Xa) < Fa(wa))

Also folgt (3.5) durch C als Verteilungsfunktion von 1 — U mit U := (F1(XY), ..., Fy(Xa)).
Im Allgemeinen wird der Begriff Uberlebenscopula einer Copula C durch die Verteilungs-
funktion von 1 — U beschrieben, falls U die Verteilungsfunktion C besitzt. Im bivariaten
Fall gilt folgender Zusammenhang:

N

0(1 —Ul,l —UQ) =1 — U1 —U2+C(U1,UQ) (36)

Im Nachstehenden wird der Begriff radiale Symmetrie eingefiihrt, den man durch Copulas
und Uberlebenscopulas beschreiben kann.

Definition 3.4. Ein Zufallsvektor X ist radial symmetrisch um a falls X — a 2a-X.

Falls U die Verteilungsfunktion C besitzt, so ist die einzig mégliche Mitte der Symmetrie
mit (0.5,...,0.5) gegeben. Also ist C radial symmetrisch falls gilt:

(U —05,...,U;j—05) < (05—U4,...,05—Uy) U< 1—U.

Damit folgt fiir eine radial symmetrische Copula C, dass C' = C gilt.

3.2.3 Dichte einer Copula

Copulas besitzen nicht immer eine Dichte. Die Komonotonie- und die Kontramonotonie-
Copula sind zwei Beispiele fiir Copulas die nicht absolut stetig sind. Die Copulas die im
Laufe dieses Kapitels noch vorgestellt werden besitzen hingegen eine Dichte gegeben mit:

00 (uy, . . ., uq)
c(ug,...,uq) = :
( ! d> 8u1 s 6ud
Fiir die Copula einer absolut stetigen gemeinsamen Verteilungsfunktion F mit strikt
monoton wachsenden stetigen Randverteilungen F,..., Fy kann man C(uy,...,ug) =

F(F{ (u1), ..., Fy (uq)) differenzieren und erhalt:

(). Ei )
ACF () falFy (a))
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wobei f die gemeinsame Dichte von F ist und fi, ..., f; die Randdichten beschreiben.

3.3 Elliptische Copulas

Die Klasse der elliptischen Copulas bietet eine Vielzahl von multivariaten Verteilungen.
Zwei wichtige Vertreter dieser Klasse sollen in diesem Abschnitt vorgestellt werden. El-
liptische Copulas sind einfach die Copulas von elliptischen Verteilungsfunktionen. Solche
Copulas, die mit Hilfe von Sklars Theorem (Satz 3.3) aus multivariaten Verteilungsfunk-
tionen herausgezogen werden, nennt man implizite Copulas.

Im Anschluss erfolgt eine Definition von elliptischen Verteilungen, die als eine Verall-
gemeinerung der multivariaten Normalverteilung angesehen werden konnen. Fiir einen
n-dimensionalen Zufallsvektor X ist die charakteristische Funktion gegeben mit:

px(t) = B[], teR"

Definition 3.5. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor. Fir p € R™ und eine n X n
nichtnegativ definite symmetrische Matriz ¥ sei die charakteristische Funktion ox_,(t)
von X — u von der Form

px-u(t) = O(t'S1)

Dann besitzt X eine elliptische Verteilung mit Parametern p,> und ¢. ¢ wird in die-
sem Zusammenhang als charakteristischer Generator bezeichnet und man schreibt X ~

En(p, 2, 9).

Der folgende Satz beschreibt eine dquivalente Definition von elliptischen Verteilungen. Ein
Beweis ldsst sich in Fang et al. [11] finden.

Satz 3.8. (ohne Beweis)
X ~ E,(p, 2, ¢) mit Ran 3 =k genau dann wenn U, R und A ezistieren mit:

X £ i+ RAU

wobet gilt:
a) U ist ein k-dimensionaler Zufallsvektor, welcher auf der Hypershire {z € R¥|z'z = 1}
gleichverteilt ist.
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b) R >0 ist eine Zufallsvariable unabhingig von U.
c) A ist eine n x k Matriz, wobei AA" =X gilt.

Beispiel: Fiir den Zufallvektor X gilt X ~ N,,(0, I,,) (multivariat normalverteilt mit Null-
vektor als Erwartungswertvektor und der n-dimensionalen Einheitsmatrix als Kovarianz-
matrix) genau dann wenn die einzelnen Komponenten X7, ..., X, unabhingig identisch
standardnormalverteilt sind (siche Embrechts et al. [7], Seite 66). Die charakteristische
Funktion einer univariaten Standardnormalverteilung ist gegeben mit exp (—%) Damit
erhélt man fiir die charakteristische Funktion von X:

1 1
ox(t) = exp (—5(75% + . 4 12) = exp (—ét't)
Daraus folgt: X ~ E,(0, I,, ¢) mit dem charakteristischen Generator ¢(u) = exp (—3).

Bemerkung: Fiir eine gegebene Verteilung von X ist die Représentation durch E,, (1, 2, ¢)
nicht eindeutig. Es wird zwar p eindeutig bestimmt, ¥ und ¢ sind hingegen nicht eindeutig
bestimmt. Fir X ~ E,(p, 2, ¢) und X ~ E, (u*, X%, ¢*) gilt fiir eine Konstante ¢ > 0:

Vorausgesetzt, dass die Varianzen endlich sind, l&sst sich eine elliptische Verteilung vollsténdig
durch ihren Mittelwertvektor, Kovarianzmatrix und charakteristischen Generator beschrei-
ben und es ist moglich eine Représentation F, (i, Y, ¢) zu finden, sodass 3 die Kovari-
anzmatrix von X darstellt (siehe Embrechts et al. [7], Seite 93).

Zwei wichtige Vertreter von elliptischen Copulas, die beide aus bekannten elliptischen
Verteilungen entstammen, werden im Folgenden préasentiert.

Beispiele:

a) Gauf-Copula: Die Copula der d-variaten Normalverteilung mit linearer Korrelati-
onsmatrix R ist gegeben mit:

C’g“(u) = (IDdR((I)_l(ul), o @ N wy),

wobei ®% die gemeinsame Verteilungsfunktion einer d-variaten Standardnormalverteilung
mit linearer Korrelationsmatrix R beschreibt und ®~! die Inverse der Verteilungsfunktion
der univariaten Standardnormalverteilung beschreibt. Fiir den bivariaten Fall ergibt sich:

oM ) p®TH(u2) 1 —(s7 — 2ps152 + 3)
C%(uy,u :/ / ex ! Po152 T 5 dsyds
p ( 1 2) . o 27’(’(1 —pQ)% p 2(1 _pz) 1Wo2
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Fiir R = I, erhélt man die Unabhéngigkeits-Copula (Seite 28), wohingegen man fiir eine
Matrix R mit lauter Einsen die Komonotonie-Copula (Seite 29) erhélt. Im bivariaten Fall
erhdlt man fir p = —1 die Kontramonotonie-Copula (Seite 29). Daher kann die Gau$-
Copula im bivariaten Fall als eine Abhéngigkeitsstruktur angesehen werden, die zwischen
perfekter positiver und negativer Abhéngigkeit schwankt, wobei der Korrelationskoeffi-
zient p die Stédrke der Abhéngigkeit beschreibt. (siche Embrechts et al. [7], Seite 191)

b) t-Copula: Analog dazu, wie sich die Gaui-Copula aus der multivariaten Normalver-
teilung gewinnen lésst, erhilt man die t-Copula aus der multivariaten t-Verteilung.

3.4 Archimedische Copulas

Elliptische Copulas entstammen aus bekannten multivariaten Verteilungen und besitzen
nicht notwendigerweise eine einfache geschlossene Form. Im Gegensatz dazu leiten sich ar-
chimedische Copulas nicht von multivariaten Verteilungen ab und besitzen eine geschlosse-
ne Form. Man spricht in diesem Fall auch von expliziten Copulas. Ein weiterer Nachteil der
elliptischen Copulas entsteht aufgrund der Eigenschaft der radialen Symmetrie. In vielen
Finanz- und Versicherungsanwendungen scheint es sinnvoll, stirkere Abhangigkeiten zwi-
schen groBen Verlusten als zwischen grofien Gewinnen zu simulieren (z.B. Borsencrash).
(siche Embrechts et al. [9], Seite 30)

Eine mogliche Abhilfe schaffen archimedische Copulas, die im Weiteren préisentiert wer-
den. Um sie einzufithren wird der Begriff der Pseudo-Inversen benotigt.

Definition 3.6. Sei ¢ : [0, 1] — [0, 00| eine stetige, strikt monoton fallende Funktion mit
¢(1) = 0. Die Pseudo-Inverse von ¢ ist die Funktion ¢l=1(t) : [0, 0o] + [0, 1] mit:

o(t) = {?b_l (),

0 <t < ¢(0),
0, ¢(0) <

<t
t < oo

Es gilt, dass ¢/~ stetig und monoton fallend auf [0, cc] und strikt monoton fallend auf

0, $(0)] ist.
Der Beweis zu folgendem Satz ldsst sich in Nelsen [20], Seite 111f finden.

Satz 3.9. (ohne Beweis)
Sei ¢ : [0,1] — [0, 00] eine stetige, strikt monoton fallende Funktion mit ¢(1) = 0 und sei
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¢!~ die Pseudo-Inverse von ¢. Sei C nun eine Funktion von [0,1]? + [0, 1] mit:

Cur, uz) = ¢ N(p(ur) + ¢(uz)). (3.7)

Dann ist C' eine Copula genau dann wenn ¢ konvez ist.

Man nennt Copulas von der Form (3.7) archimedische Copulas und die Funktion ¢
aus obiger Definition wird Generator der Copula genannt. Fiir ¢(0) = oo wird die-
ser Generator als strikt bezeichnet. In diesem Fall gilt ¢ = ¢~ und man nennt

Cluy,uz) = ¢~ 1(p(u1) + ¢(uy)) strikte archimedische Copula.

Bemerkung: Eine Erweiterung auf den multivariaten Fall ist nur unter der Voraussetzung
einer zusétzlichen Bedingung an den Generator moglich. (siehe Kapitel 4.3)

Beispiele:

a) Gumbel-Copula: Sei ¢(t) = (—In(#))? mit § > 1. Dann ist ¢ stetig und es gilt
¢(1) = 0. AuBerdem gilt fiir die erste Ableitung ¢/(t) = —%(—1In(¢))’~! und daher ist
¢ : [0,1] — [0, 00] strikt monoton fallend. Da ¢”(t) > 0 in [0, 1] gilt, folgt dass ¢ konvex
ist. Durch ¢(0) = oo ist ¢ ein strikter Generator und man erhélt durch (3.7) die bivariate
Gumbel Copula mit:

™ (w1, uz) = exp(=((— (1))’ + (= In(u2))’)?)

Falls 6 = 1 gilt, so erhilt man die Unabhingigkeits-Copula (Seite 28). Fiir § — oo erhilt
man hingegen die Komonotonie-Copula (Seite 29). Demnach schwankt die Gumbel-Copula
zwischen Unabhéingigkeit und perfekter Abhéngigkeit und der Parameter ¢ gibt die Stéarke
der Abhéngigkeit an.

b) Clayton-Copula: Sei ¢(t) = t~? — 1 mit § > 0. Durch dhnliche Uberlegungen wie bei
der Gumbelcopula, erhélt man die bivariate Clayton Copula mit:

1
C5t(ur,up) = (up® +uy’ —1)70

Fiir den Grenziibergang § — 0 erhélt man die Unabhéngigkeitscopula , wohingegen man
fiir # — oo die Komonotonie-Copula erhélt.

Im Folgenden kommt es zu einem Vergleich verschiedener Copuladichten im bivariaten
Fall. Dabei lésst sich die Asymmetrie fiir die beiden Vertreter der archimedischen Co-
pulas im Gegensatz zur GauB-Copula erkennen und man erhélt daher die Moglichkeit
asymmetrische Abhéngigkeiten zu modellieren. Wie sich in den beiden Funktionen der
archimedischen Copulas erkennen lésst, weisen diese jeweils starke Abhéngigkeit an ei-
nem Ende der bivariaten Verteilung auf (siche Abb. 3.1, Abb. 3.2). Diese Eigenschaft
wird in Abschnitt 3.5.3 (,, Tailabhéngigkeit“) néher erlautert. Es wird sich zeigen, dass die
GauB-Copula solch eine Eigenschaft nicht aufweist.
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Abbildung 3.1: Dichte der Clayton Copula fiir § = 2

Abbildung 3.3: Dichte der Gau-Copula fiir p = 0,7
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3.5 Vor- und Nachteile von Abhéingigkeitsmaflen

3.5.1 Linearer Korrelationskoeffizient nach Pearson

Definition 3.7. Seien X,Y reellwertige stochastische Grofien mit endlichen Varianzen.
Dann ist der lineare Korrelationskoeffizient zwischen X und Y gegeben durch:

Cov(X,Y)

X.Y) =
XY = ROV )

wobei Cov(X,Y) = E[(X — EX])(Y — E[Y])] = EXY] — EX]E]Y] die Kovarianz

zwischen X und Y beschreibt.

Der lineare Korrelationskoeffizient ist ein Ma# fiir die lineare Abhéngigkeit zweier Zufalls-
variablen. Es gilt: [p(X,Y))| = 1 genau dann wenn X und Y perfekt linear abhéngig sind,
was soviel bedeutet wie Y = aX + b f.s. fiir ein a € R\ {0} und b € R.

Aus der Cauchy-Schwarz “schen Ungleichung mit |IE[XY]| < /IE[X?]IE[Y?] folgt
|Cov(X,Y)| < y/Var(X)Var(Y) und somit —1 < p(X,Y) < 1.

Im Falle unabhéngiger Zufallsvariablen X und Y folgt aus Cov(X,Y) = 0, dass p(X,Y) =
0. In diesem Fall spricht man von unkorrelierten Zufallsvariablen.

Der néchste Satz zeigt, dass die Korrelation invariant unter streng monoton wachsenden
linearen Transformationen ist.

Satz 3.10. Fir o,y € R\ {0} und 5,6 € R gilt:

plaX + B,7Y +0) = sgn(ay)p(X,Y)

mit
1, >0
sgn(z) =40, =0
-1 <0

36



KAPITEL 3. COPULAS UND WEITERE ABHANGIGKEITSKONZEPTE

Beweis: Es gilt:

~ Cov(aX +8,7Y +6) ayCov(X,Y) B
plaX +5,7Y +0) = V/ Var(aX + B)Var(vY + 9) B va2y?2y/Var(X)Var(Y) N

= sgn(ay)p(X,Y)

O

Die Verallgemeinerung der Korrelation auf mehr als zwei Zufallsvariablen ist weiters nicht
schwierig. Seien X = (X1,..., X)) und Y = (Y1,...,Y,)" zwei Zufallsvektoren, so lassen
sich alle paarweisen Kovarianzen und Korrelationen in n x n Matrizen Cov(X,Y) und
p(X,Y) zusammenfassen. Falls die zugehorigen Varianzen endlich sind, lésst sich folgendes
definieren:

Cov(X,Y);; := Cov(X,,Y)),

p(X,Y)y = p(X3,Y;) 1<4, j<n.

Diese Matrizen sind symmetrisch und positiv semidefinit. Oft ist es auch interessant, die
paarweisen Korrelationen der Komponenten eines einzelnen Zufallsvektors zu betrachten.
In diesem Fall setzt man Y = X und erhélt Cov(X) := Cov(X, X) und p(X) := p(X, X).

Im Folgenden werden einige Vor- und Nachteile der linearen Korrelation aufgelistet. Zu
Beginn wird auf die Stérken eingegangen.

a) Die Korrelation ldsst sich in vielen Féllen leicht berechnen. Fiir eine grofie Zahl von
bivariaten Verteilungen ist es leicht zweite Momente wie Varianz und Kovarianz zu be-
rechnen und somit den Korrelationskoeffizient zu erhalten. Rangkorrelationskoeffizienten
wie Spearmans p oder Kendalls 7 sind oft schwieriger zu berechnen.

b) Korrelation und Kovarianz sind unter linearen Operationen leicht zu manipulieren.
Unter affin-linearen Transformationen A : R® — R™ mit x — Ax +a und B : R* — R™
mit x — Bx + b fiir A, B € R™", a,b € R™ gilt:

Cov(AX 4 a, BY + b) = ACov(X,Y)B'.
Speziell gilt fiir jede Linearkombination o/X mit o € R™:
Var(a'X) = o/Cov(X)a.

Daraus folgt aber, dass die Varianz einer Linearkombination durch die paarweisen Kovari-
anzen zur Génze bestimmt ist. Diese Tatsache wird in der Portfoliotheorie gerne benutzt.
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c¢) Korrelation ist ein natiirliches Abhéngigkeitsmaf fiir multivariate Normalverteilungen
und allgemeiner fiir elliptische Verteilungen. Wie wir bereits gesehen haben sind ellipti-
sche Verteilungen durch Erwartungswertvektor, Kovarianzmatrix und einer charakteristi-
schen Funktion eindeutig bestimmt (siehe Bemerkung auf Seite 32). Da Erwartungswerte
und Varianzen Eigenschaften der Randverteilungen sind, ist die Copula einer elliptischen
Verteilung nur von der Korrelationsmatrix und charakteristischem Generator abhéngig.
Daraus folgt, dass die Korrelationsmatrix eine natiirliche parametrische Rolle in diesem
Fall einnimmt. (siehe Embrechts et al. [7], Seite 201)

Die Korrelation besitzt neben diesen vorteilhaften Eigenschaften auch nachstehende Defi-
zite. Diese werden zuerst in Form einer Liste aufgefiihrt und anschlieBend anhand zweier
Trugschliisse veranschaulicht.

a) Die Varianzen der Verteilungen von X und Y miissen endlich sein, da ansonsten der
lineare Korrelationskoeffizient nicht definiert ist. Dies fithrt im Speziellen dann zu Proble-
men, falls man mit Risiken mit heavy tailed Verteilungen (siehe Definition 2.1) arbeitet.

b) Ein weiterer Nachteil der Korrelation ist es, dass die Unabhéngigkeit zweier stochasti-
scher Groflen die Unkorreliertheit impliziert, die Umkehrung dieses Sachverhalts jedoch
im Allgemeinen nicht gilt. Folgendes Beispiel soll diese Tatsache verdeutlichen.

Beispiel: Seien X ~ N(0,1) und Y = X? zwei stochastische Gréfien die offensichtlich nicht
unabhiingig sind. Betrachtet man die Kovarianz, so erhélt man Cov(X,Y) = E[X?] —
[E[X]IE[X?]. Da das erste und dritte Moment einer Standardnormalverteilung Null sind
folgt die Unkorreliertheit.

Nur im Fall von multivariaten Normalverteilungen impliziert die Unkorreliertheit die Un-
abhéangigkeit der einzelnen Komponenten. Sind hingegen die Rénder normalverteilt aber
die gemeinsame Verteilungsfunktion nicht normal, so ist diese Implikation nicht mehr
richtig.

c¢) Die lineare Korrelation ist nicht invariant unter nichtlinearen strikt monoton wachsen-
den Transformationen 7' : R — R. Fiir zwei reellwertige Zufallsvariablen gilt im Allge-
meinen:

p(T(X), T(Y)) # p(X,Y)

Betrachtet man die bivariate Standardnormalverteilung mit Korrelation p und nimmt als
Transformation T die Standardnormalverteilungsfunktion, so erhélt man:

p(T(X),T(V)) = 2 arcsin (@) |

™
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Trugschluss 1. Die Randverteilungen und die paarweisen Korrelationen eines Zufalls-
vektors bestimmen die gemeinsame Verteilung.

Diese Aussage ist richtig, falls man sein Augenmerk auf elliptische Verteilungen richtet.
Im Allgemeinen gilt sie aber nicht, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll.

Beispiel: Seien X;, X, Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen F; und F,
und gemeinsamer Verteilungsfunktion C'(Fy(xy), Fo(x9)) fiur eine Copula C und setze vor-
aus, dass fiir den Korrelationskoeffizienten p(Xi, X3) = p gilt. Dann ist es aber im All-
gemeinen moglich eine alternative Copula Cy # C zu finden und einen Vektor (Y, Y3)
mit Verteilungsfunktion Cy(Fy (1), Fo(zs)) und p(Yi,Ys) = p zu bilden (siche Embrechts
et al. [7], Seite 202). In Abbildung 3.4 sicht man 1000 Zufallszahlen von zwei unter-
schiedlichen bivariaten Verteilungen. In beiden Féllen haben wir Gamma(3,1) verteilte
Rénder und eine Korrelation von 0,7. Die Abhéngigkeitsstruktur ist jedoch im ersten Bild
durch die Gau-Copula und im zweiten Bild durch die Gumbel-Copula gegeben. Es ist
eindeutig ersichtlich, dass die Abhéngigkeit der Zufallsvariablen in den beiden Modellen
unterschiedlich ist. Falls wir die Zufallsvariablen als Versicherungsschéden interpretieren,
ist das zweite Modell gefdhrlicher als das erste, da extreme Schéiden die Tendenz aufweisen
gemeinsam aufzutreten. Diese Eigenschaft der Gumbel-Copula, die man auch in Abb. 3.2
erkennen kann, wird auch als obere Tailabhingigkeit bezeichnet. Die Gaufl-Copula besitzt
hingegen keine Tailabhéngigkeit. Kapitel 3.5.3 gibt hierzu nédhere Aufschliisse.

Gaussian Gumbel

12
12

10
10

Y1

0 2 4 6 8 10 12 o 2 4 6 8 10 12
X1 X2

Abbildung 3.4: Identische Randverteilungen mit p = 0.7, jedoch unterschiedliche Copula-
typen. (siche Embrechts et al. [10], Seite 2)

Trugschluss 2. Fiir gegebene Randverteilungen F; und F, von X und Y kann jeder
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beliebiger Korrelationswert zwischen -1 und 1 durch geeignete Wahl der gemeinsamen
Verteilung erreicht werden.

Wiederum ist diese Aussage richtig, falls ' und F5 die Rénder einer elliptischen Verteilung
sind (siche Embrechts et al. [7], Seite 203). Im Allgemeinen ist sie aber falsch, was sich
im folgenden Beispiel zeigen lésst.

Beispiel: Seien X und Y Zufallsvariablen mit Trager [0, 00), sodass Fi(x) = F»(y) = 0 fiir
alle z; y < 0. Seien die rechten Endpunkte der beiden Verteilungsfunktionen unendlich,
was soviel bedeutet wie sup,{z|F1(z) < 1} = sup,{y[F2(y) < 1} = oo. Zusitzlich sei
p(X,Y) = —1. Dies impliziert Y = aX + b f.s. mit @ < 0 und b € R. Dann gilt aber fiir
alle y < 0:

E@yzwygyy=PCX2y_b)zp(x>y_b>:

a a
—b
:1—ﬂ<{1)>0

Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung F»(y) = 0 fiir alle y < 0.

Der folgende Satz beinhaltet die so genannte Hoffdingsche Formel. Diese Formel wird
fiir den Satz 3.12 benotigt um die Grenzen fiir den linearen Korrelationskoeffizienten
herzuleiten. Ein Beweis lasst sich in Embrechts et al. [7], Seite 204 finden.

Satz 3.11. (ohne Beweis)
Sei (X1, X3)" ein Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilung F und Randverteilungen F}
und Fy. Dann ist die Kovarianz von X, und Xs, falls sie endlich ist, gegeben mit:

Cov(X1, Xa) — /_ h /_ (P, 1) — Fi(a1) F(a) )dirs s (3.9)

Satz 3.12. Sei (X1, X3)" ein Zufallsvektor mit Randverteilungen Fy und Fy mit endlichen
Varianzen grifser Null und einer nicht spezifizierten Abhdngigkeitsstruktur. Dann gilt:

a) Die Menge aller mdglichen Korrelationen ist ein geschlossenes Intervall [pmin, Pmaz)
Mt Prin < 0 < Prmaz-

b) Die minimale Korrelation p = ppim wird genau dann erreicht, falls X und Y kontra-
monoton sind. Hingegen wird die maximale Korrelation p = ppmazr genau dann erreicht,
falls X und Y komonoton sind.
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Beweis: Fiir b) betrachte die Frechet Grenzen einer Verteilungsfunktion aus (3.4) mit:
max{Fy(z1) + Fo(z2) — 1,0} < F(x1,22) < min{Fi(xy), Fa(z2)}

Richtet man sein Augenmerk auf (3.8), so ist der Integrand fiir fixierte Randverteilungs-
funktionen punktweise maximal, falls X; und X5 als Copula die obere Frechet Grenze
besitzen, beziechungsweise komonoton sind. Hingegen ist der Integrand minimal, falls X,
und X, kontramonoton sind.

Fiir den Beweis von a) gilt klarerweise p,q.. > 0. Es bleibt also zu zeigen, dass ppa: =
0 ausgeschlossen werden kann. Falls pp., = 0 gilt wiirde dies min{F(x1), Fa(z2)} =
Fy(z1)Fy(xs) fiir alle x1, 25 implizieren. Dies ist aber nur méglich, falls eine der beiden
Verteilungsfunktionen degeneriert, das heifit von der Form F(z) = 1{;>4,) ist. Dies ist
aber durch die Voraussetzung dass die Varianzen gréffer Null sein miissen ausgeschlossen.
Durch analoge Vorangehensweise folgt p,:, < 0. U

Beispiel: Sei X ~ LN(0,1) (LN entspricht der Lognormalverteilung) und Y ~ LN (0, o?)
mit ¢ > 0. Dann lassen sich p,,;, und p,,q, fir diese Randverteilungen bestimmen und
man erhalt:

e -1 e? —1
Ve -1 " Ve -1

In Abbildung 3.5 sieht man die maximale und minimale Korrelation in Abhéngigkeit von
o. Dabei lasst sich erkennen, dass diese Grenzen der Korrelation gegen 0 gehen. Dies
bedeutet aber, dass die Korrelation eines Zufallsvektors (X,Y’)" sehr nahe bei Null sein
kann, obwohl die beiden Zufallsvariablen ko- oder kontramonoton sind. Daher kann man
aufgrund von kleinen Korrelationen nicht auf schwache Abhéngigkeit schlieen. Dies ist
natiirlich ein erheblicher Nachteil fiir ein Abhéngigkeitsmaf.

Pmin =
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1.0

—— min. correlation
- max. correlation

05

correlation
0.0

-0.5

-1.0

sigma

Abbildung 3.5: ppin und ppg. in Abhéngigkeit von o (siehe Embrechts et al. [10], Seite
25).

3.5.2 Rangkorrelationskoeffizienten

Im vorangegangen Abschnitt wurden einige Nachteile der linearen Korrelation in der nicht
elliptischen Welt dargelegt. Als mogliche Alternative bieten sich die Rangkorrelationsko-
effizienten an, die wie der lineare Korrelationskoeffizient skalare Abhéngigkeitsmafle dar-
stellen. Wie sich herausstellen wird sind die Rangkorrelationskoeffizienten nur von der
Copula einer bivariaten Verteilung abhéngig und nicht wie der lineare Korrelationskoeffi-
zient von Copula und Randverteilungen. Eine wichtige Eigenschaft, die sich daraus ergibt
ist die Invarianz unter strikt monoton wachsenden Transformationen. Die beiden wich-
tigsten Vertreter der Rangkorrelation sind Kendalls 7 und Spearmans p. Im Anschluss
werden die Begriffe der Konkordanz und Diskordanz eingefiihrt, auf welchen die beiden
Rangkorrelationskoeffizienten aufgebaut sind.

Definition 3.8. Seien (x1,z2) und (I1,T2) zwei Punkte aus R%. Dann nennt man diese

a) konkordant, falls (x1 — &1)(xe — &) > 0, oder
b) diskordant, falls (xy — Z1)(x2 — T2) < 0 gilt.
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Sei nun ein Zufallsvektor (X3, X,)" und eine unabhingige Kopie (X, X;)" (ein zweiter
Vektor mit gleicher Verteilung aber unabhéngig vom ersten Vektor) gegeben. Falls X, die
Tendenz aufweist mit X; zu steigen, dann erwartet man eine hohe Wahrscheinlichkeit der
Konkordanz im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit der Diskordanz. Falls hingegen X5 dazu
tendiert mit steigendem X; zu fallen, so erwartet man das Gegenteil.

Kendalls 7 ist nun einfach gegeben durch die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus
der Wahrscheinlichkeit der Diskordanz mit:

pr(X1, Xo) = P((X; — X1)(Xy — X2) > 0) = P((X; — X1)(Xo — X3) <0).  (3.9)

Es ist leicht erkennbar, dass sich Kendalls 7 auch als Erwartungswert schreiben lésst.

Definition 3.9. (Kendalls 7) o
Sei (X1, X»)" ein Zufallsvektor und (X1, Xs) eine unabhingige Kopie, so ist Kendalls T
definiert durch:

pr(X1, Xo) = Elsgn((X1 — X1)(X2 — X3))]

Auch Spearmans p lésst in Bezug auf Konkordanz und Diskordanz beschreiben. Seien hier-
zu (X1, X2)', (X1, Xo) und (X7, X3)" drei unahéngige Kopien, dann ldsst sich Spearmans
p schreiben als:

ps(X1, X2) = 3(P((X1 — X1) (X2 — X3) > 0) — P((X; — X1)(Xa — X3) < 0))

Spearmans p ist also gegeben durch die Wahrscheinlichkeit der Konkordanz minus der
Wahrscheinlichkeit der Diskordanz der Zufallsvektoren (X, X,) und (X7, X3) multipli-
ziert mit dem Faktor 3 (siche Embrechts et al. [9], Seite 13).

Neben dieser Darstellung lésst sich Spearmans p iiber den linearen Korrelationskoeffizi-
enten definieren.

Definition 3.10. (Spearmans p)
Fiir zwei Zufallsvariablen X, und Xs mit Randverteilungen Fy und Fy ist Spearmans p
gegeben mit:

ps(X1, Xa) = p(F1(X1), Fa(X2)) (3.10)

Bemerkung: Fiir stetige Randverteilungen £} und F; entspricht Spearmans p der linea-
ren Korrelation der eindeutigen Copula.

Folgender Satz zeigt, dass fiir stetige Randverteilungen sowohl Kendalls 7, als auch Spe-
armans p nur von der eindeutigen Copula abhingen.
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Satz 3.13. Seien X; und X5 zwei Zufallsvariablen mit stetigen Randverteilungen und
eindeutiger Copula C. Dann sind die Rangkorrelationskoefizienten gegeben mit:

1 1
pr (X1, Xo) = 4/ / C(uy,u9)dC(uy,u2) —1  und (3.11)
0 JO
1 1
,05(X1,X2) = 12/ / (C(ul,UQ) — U1UQ)dU1dUQ. (312)
0 JO

Beweis: Betrachtet man (3.9), so gilt:
PT(leXZ) = P((Xl — Xl)(XQ — XQ) > O) — (1 — P((Xl — X1)<X2 — XQ) > O) =

Aufgrund der Austauschbarkeit der Paare (X, X5) und (X, X5) erhilt man:

pT(Xl,XQ) = 4IP)(X1 < Xl,XQ < XQ) —1=

4IE[]P>(X1 < Xl,XQ < X2|X1,X2>] —1=

4/ / P(Xl < ZL’l,XQ < .172)dF($1,I2) —1

4/_00 /_oo C(B (1), Fo(2))AC(Fi (1), Fa(a)) — 1

Durch die Substitutionen u; = Fj(x1) und us = Fy(x2) erhélt man somit das gewiinschte
Resultat (3.11).
Fiir Spearmans p gilt laut (3.10):

Cov(F1(X1), Fa(X2))
/ Var(Fy (X;))Var(Fp(X>))

pS(Xla XZ) =

Da aber F;(X;) (i=1,2) laut (3.1) gleichverteilt auf (0,1) ist, ist die Varianz von F;(X;)

gleich % und man erhélt:

,OS(X1>X2) = 12COV(F1<X1), FQ(XQ))
Das Ergebnis folgt durch die Formel fiir die Kovarianz aus (3.8). U

Seien im Folgenden stetige Randverteilungen vorausgesetzt. Aufgrund dieses Satzes folgt,
dass die Rangkorrelationskoeffizienten die Eigenschaft der Invarianz unter streng mono-
ton wachsenden Transformationen der Copulas erben (siche Satz 3.4). Dies ist einer der
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groflen Vorteile der Rangkorrelationskoeffizienten im Vergleich zur linearen Korrelation.
Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die Rangkorrelationskoeffizienten den Wert 1 ge-
nau dann annehmen, falls die beiden Zufallsvariablen komonoton sind, bzw. den Wert -1
genau dann annehmen, falls die Zufallsvariablen kontramonoton sind (Beweis siche Em-
brechts et al. [10], Seite 16).

Aufgrund dieser Eigenschaft ist Trugschluss 2 aus vorigem Kapitel fiir stetige Randver-
teilungen nicht mehr relevant. Durch eine Kombination der Form:

F(l’l,IQ) == AC[(FI(JIl), FQ(I‘Q)) + (1 - )\)Cu(Fl(JIl), FQ(IQ))

folgt pr (X1, X2) = ps(X1, X2) = (1 — 2)\) und somit ldsst sich durch geeignete Wahl von
A aus [0, 1] jeder beliebige Wert in [—1, 1] erreichen (siehe Embrechts et al. [7], Seite 208).
Trugschluss 1 bleibt hingegen auch fiir die beiden Rangkorrelationskoeffizienten erhalten.
Ein Defizit der Rangkorrelationskoeffizienten besteht darin, dass man zwar fiir unabhéngi-
ge Zufallsvariablen den Wert 0 erhilt, die Umkehrung aber nicht gilt.

3.5.3 Tailabhingigkeitskoeffizient

Der Tailabhédngigkeitskoeffizient misst, wie auch der Name schon vermuten lasst, die
Abhéngigkeit in den Verteilungsenden (Tails) einer bivariaten Verteilung und kann daher
nicht mit den anderen Abhéngigkeitsmaflen verglichen werden da er eben nur einen be-
stimmten Aspekt der Abhéangigkeit misst. Es wird hierbei zwischen oberem und unterem
Tailabhangigkeitskoeffizienten unterschieden. Der obere Tailabhéngigkeitskoeffizient gibt
die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Zufallsvariable einen hohen Wert annimmt, bedingt
dadurch, dass die zweite Zufallsvariable auch einen hohen Wert annimmt. Analog lasst
sich der untere Tailabhéngigkeitskoeffizient definieren.

Definition 3.11. Seien X, und X5 zwei Zufallsvariablen mit den jeweiligen Verteilungs-
funktionen Fy und Fy. Der Koeffizient der oberen Tailabhdingigkeit wird beschrieben durch:

q—1=

vorausgesetzt, dass die Grenze A, € [0, 1] existiert. Fiir \,=0 werden X; und Xo asympto-
tisch unabhdngig, bzw. fir A\, € (0,1] asymptotisch abhdngig im oberen Verteilungsende
genannt. Analog ldasst sich der Koeffizient der unteren Tailabhdngigkeit definieren mit:

A= N(X, X)) = 1_i>f(l)fl+ P(X, < Fy (¢)| X1 < F(q)), (3.14)
a
vorausgesetzt, dass die Grenze N, € [0, 1] existiert.
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Fiir stetige Zufallsvariablen lassen sich die Tailabhédngigkeitskoeffizienten als Funktion der
eindeutigen Copula C darstellen. Damit folgt wie auch schon bei den Rangkorrelationsko-
effizienten die Invarianz unter streng monoton wachsenden Funktionen. Betrachtet man
hierzu die bedingte Wahrscheinlichkeit aus (3.13), so erhélt man durch einfache Umfor-
mungen:

P(Xy > F3 (9), X1 > F{(q)) _

P(X1 > F{(q))
1 -P(Xp < F5(q) —P(Xi < FY(g) + P(Xe < F5 (9), Xu < Fi™ (9))
N 1 =P(X, < F{(q))

P(Xo > F5 (q)| X1 > F{(q) =

Aus diesen Umformungen lésst sich erkennen, dass sich der obere Tailabhingigkeitskoef-
fizient in Abhéngigkeit der eindeutigen Copula mit:

1—2¢+C
A, = lim 1+ Cg9) (3.15)
g—1- 1—g¢q
schreiben lasst. Fiir den unteren Tailabhéngigkeitskoeffizient gilt offensichtlich:
C
M= Tim S49) (3.16)
q—0t q

Bemerkung: Der obere Tailabhéngigkeitskoeffizient ldsst sich auch mit Hilfe der Uber-
lebenscopula durch A, = lim a9 qarstellen.

q—0t
Beispiel: Fiir Copulas, die eine einfache geschlossene Form besitzen, wie im Fall der ar-
chimedischen Copula, ist die Berechnung der Tailabh#ngigkeitskoeffizienten weiters nicht
schwierig.
Betrachten wir zuerst den oberen Tailabhéngigkeitskoeffizienten fiir die bivariate Gumbel-
Copula mit Cy(u, uz) = exp(—((—In (u1))? + (= In (u2))?)7). Somit gilt Cy(q,q) = ¢*°
und es folgt:

1 1
1—2q+C, 2-—-2 20 _ 1 20 | Lgees
Ay = lim 4+ Cold,q) = lim a+q — 92— lim & I"Hospital
q—1— 1 — q q—1-— 1 — q g—1- q _ 1
1
=2~ lim 20¢2" ' =223 (3.17)
q—1-

Fiir den unteren Tailabhédngigkeitskoeffizient gilt:

1
Calg, 29 3
A = lim 0(q,q) TR 20-1 _
q—0+ q q—0t @ q—0t
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Die Gumbel-Copula hat also vorausgesetzt, dass # > 1 gilt eine obere Tailabhéngigkeit,
wobei die Stérke der Abhéngigkeit fiir § — oo gegen 1 geht. Die obere Tailabhéngigkeit
lasst sich in den Abbildungen 3.2 und 3.4 gut erkennen. Hingegen besitzt die Gumbel-
Copula keine untere Tailabhéngigkeit.

Die Clayton Copula mit Cp(uy, us) = (uy® + uy? — 1)7% besitzt keine obere, dafiir eine
untere Tailabhéngigkeit (siche Abb. 3.1), deren Stérke fiir § — oo gegen 1 geht wie man
im Folgenden sehen kann.

1 —2q+ Cy(q,q) 1—2¢+ (27 —1)7s

g—1- 1—g¢q g—1- 1—g¢q
2 - 1 -3 —17r ospital
_ 9 gim X )70 = L itowital g 212 — 1) 5 =0
q—1- q— 1 q—1-

Fiir die untere Tailabhéngigkeit gilt:

C 299 — 1 —1 —0(9 _ f _1
No= lim @9 g CeT-DTe o (@2 =)
q—>0+ q q_>0+ q q_>0+ q

= lim (2 —¢’)"1 =277

q—0t

Fiir den Fall von Gaufl oder t-Copulas, wird ein etwas modifizierter Tailabhéngigkeitsko-
effizient betrachtet. Sei hierzu ein Paar von gleichverteilten Zufallsvariablen (Uy, Us) mit
Verteilung C'(uy, u2) gegeben. Aufgrund der radialen Symmetrie dieser Copulas folgt mit
C=C , dass oberer und unterer Tailabhéngigkeitskoeffizient iibereinstimmen und es ist
daher ausreichend den unteren Koeffizienten zu betrachten. Dieser wird im Folgenden mit
A bezeichnet. Mithilfe der Austauschbarkeit (C(uy,us) = C(ug,u1)) dieser Copulas folgt
(Herleitung siche Embrechts et al. [7], Seite 210f):

q—0t

Um den Tailabhéngigkeitskoeffizienten der Gaufischen Copula C, zu berechnen sei

(X1, Xp) == (71(Uy), ®1(Uy))', sodass der Vektor (X7, X5) eine bivariate Normalvertei-
lung mit standardnormalverteilten Rdndern mit Korrelationskoeffizienten p besitzt. Aus
obiger Formel folgt:

A =2 lim P(271 (1) < @7 ()@ (1) = @7 (g)) =

q—0t

=2 lim P(X; <z|X; =1x)

T—r—00
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Da X5|X; =z ~ N(px,1 — p?) folgt:

A=2 lim q><—xvl_p):o
S\ T

Hieraus wird ersichtlich, dass die Gaufische Copula, vorausgesetzt dass p < 1 gilt, weder
eine obere noch eine untere Tailabhédngigkeit besitzt und somit extreme Ereignisse un-
abhéngig voneinander aufzutreten scheinen, falls man weit genug in den Tails geht. Dabei
ist es egal wie grofl der Korrelationskoeffizient ist.

Durch dhnliche Vorgehensweise lésst sich fiir die t-Copula zeigen, dass der Tailabhéngig-
keitskoeffizienten folgende Gestalt annimmt (siche Embrechts et al. [7], Seite 211):

o (_ ¢m)
1+p

Vorausgesetzt dass p > —1 gilt, besitzt die t-Copula sowohl untere als auch obere Tailabhéngig-
keit.
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Kapitel 4

Tail-Asymptotik der Summe
abhingiger heavy tailed verteilter
Zufallsvariablen

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird das asymptotische Verhalten von
P(S, >z)=P(X;+...+ X, > 2)

fiir grofles x untersucht, wobei X3, ..., X,, Risiken mit heavy tailed Verteilungsfunktionen
(siehe Definition 2.1) darstellen.

In der Literatur ist der Fall von unabhéngigen Risiken bereits gut untersucht. Foss und
Korshunov [13] zeigten fiir zwei unabhéngige Risiken X7, X5 mit den jeweiligen Vertei-
lungsfunktionen Fj, Fy auf [0,00), wobei eine der beiden Verteilungsfunktionen heavy
tailed ist, dass folgendes gilt:

(4.1)

Fiir unabhéngige, subexponentiell verteilte Risiken, die nicht notwendigerweise identisch
verteilt sein miissen, gilt unter bestimmten Voraussetzungen (siche Satz 2.6):

lim —2 = =, (4.2)

o i k()

k=1

P(S, > z)
Fi(x
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Die Voraussetzung der Unabhéngigkeit ist aber fiir Anwendungen in der Praxis oft zu
unrealistisch. In diesem Kapitel wird deshalb versucht, diese Voraussetzung aufzulockern.
Seien hierzu Xi,...,X,, n abhingige Zufallsvariablen mit den jeweiligen heavy tailed
Verteilungen Fi, ..., F, (siche Definition 2.1), wobei die Abhéngigkeit durch Copulas
(siche Definition 3.1) modelliert wird. Die Idee folgender Untersuchungen findet sich bei
Kortschak [18], Seite 10ff wieder.

Im Unterkapitel 4.2 dieses Abschnitts wird untersucht, welche Bedingungen an die
Abhéngigkeitsstruktur und an die Randverteilungen der X gestellt werden miissen, so-
dass das asymptotische Verhalten des Tails von S, gleich wie im unabhéngigen Fall ist
(siche (4.1), (4.2)). Hierzu werden aktuelle Arbeiten herausgegriffen und wichtige Ergeb-
nisse prasentiert. Zuerst wird auf den bivariaten Fall anhand der Arbeit von Albrecher
et al. [1] eingegangen. Insbesondere ist bei diesen Untersuchungen der asymptotisch un-
abhéngige Fall (vergleiche Definition 3.11) von Interesse. Ein zentrales Ergebnis wird
hierbei anhand eines Beispiels numerisch untersucht. Anschliefend werden einige Resul-
tate des multivariaten Falls aus der Arbeit von Yuen und Yin [23] herausgegriffen und
mit anderen aktuellen Arbeiten verglichen.

Weiters von Interesse ist der asymptotisch abhéngige Fall (vergleiche Definition 3.11).
Hierzu betrachten wir in Kapitel 4.3 den Fall von archimedischen Copulas (siehe Kapitel
3.4) aus der Arbeit von Alink et al. [2]. Hierbei ldsst sich unter bestimmten Vorausset-
zungen zeigen: Fiir n identisch verteilte abhingige Risiken Xi,..., X, verhélt sich die
Wahrscheinlichkeit eines groflen Gesamtschadens wie die Wahrscheinlichkeit eines grofien
Einzelschadens gemeinsam mit einem Proportionalitéitsfaktor q. Zur Veranschaulichung
wird ein numerisches Beispiel prasentiert. Es wird gezeigt, dass der Proportionalitatsfak-
tor nur von der Abhéingigkeitsstirke und vom Tailverhalten der Einzelrisiken abhéngt.
Fiir n = 2 werden explizite Formeln fiir q angefiihrt.

4.2 Riickfiihrung auf den unabhingigen Fall

4.2.1 Bivariater Fall

Die Grundlage dieses Abschnitts liefert das Paper ,, Tail Asymptotics for the sum of two
heavy tailed dependent risks“ von Albrecher at al. [1].

Seien nun im Folgenden X, X5 zwei positive heavy tailed Zufallsvariablen (siehe Defini-
tion 2.1) mit jeweils stetigen Randverteilungen F; und Fy (im austauschbaren Fall wird
die Verteilung mit F bezeichnet). Untersucht wird in diesem Abschnitt das asymptotische
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Verhalten von

fiir x gegen Unendlich und fiir eine gegebene Abhéngigkeitsstruktur zwischen X; und Xs.
Besonders von Interesse ist es, wenn das asymptotische Verhalten von (4.3) von derselben
GroBenordung wie im unabhéngigen Fall ist (siehe (2.10)).

Voraussetzung: ¢ = lim By(x) < 1 existiert.
z—o00 F1 ()

Dies bedeutet, dass im Fall nicht identisch verteilter Risiken 0.B.d.A X; den schwereren
Tail hat als X5.

Die Idee der nun folgenden Untersuchungen ist jene: Intuitiv gibt es eine Wechselwir-
kung zwischen der Abhéngigkeit in den Tails und der Schwere des Tails von Fj. Dabei
gilt: Umso schwerer der Tail von Fj ist, desto starker muss die Abhéngigkeit in den Tails
sein um das asymptotische Tailverhalten der Summe zu beeinflussen. Diese Idee soll nun
im Folgenden untersucht werden.

Um die Tailabhéngigkeit zu modellieren betrachten wir den oberen Tailabhéngigkeitsko-
effizient, der hier definiert ist mit (siehe auch (3.13)):

A= lirq P(F(Xs5) > u|F(X;) > u)

Fiir den Fall von nicht identischen Verteilungen F}, F» empfiehlt es sich folgende Grofie
zu betrachten (siche Albrecher at al. [1], Seite 109):

~

A= lim P(X, > z| X, > )
T—r00
Im Gegensatz zu A ist A nicht nur eine Funktion der Copula sondern auch der Randver-
teilungen Fi, F5. Fiir den Fall von identischen Randverteilungen F; und F, stimmen die
Koeffizienten jedoch iiberein.

Im Anschluss werden einfache Grenzen hergeleitet, die im Laufe dieses Abschnitts noch
von Bedeutung sein werden.

Satz 4.1. a) P(max(Xy, X,) > z) ~ (14 ¢ — \)F(z)

b) lim P(X; > o| max(Xy, Xz) > 7) = 1

Beweis:
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a) Durch Umformungen erhélt man:
P(max(Xy, Xo) >2) =P(X; > 2) + P(Xo > 2) = P(X; > 2, Xy > 2) =
= Fi(2) + Fy(z) — Fi(z)P(Xs > z|X; > )

Division durch F(z) liefert:

P(max(il, Xy) > x) g E(m)
Fi(z) Fy(z)

_P<X2 > .Z'|X1 > 513')

Fiir x gegen Unendlich erhilt man das gewiinschte Resultat

b) ist eine direkte Konsequenz von a) O

Bemerkung: Da P(max(X;, X3) > ) < P(X; + Xy > 7) < P(max(X;, Xp) > 7)) kann

man aufgrund von Satz 4.1 (a) folgende Grenzen aufstellen:

]P(Xl + X2 > l’)

1+c¢—\<liminf — 4.4
P(X; + X5 > .
lim sup ( li xZ x)gl—i-c—)\
O

Um den Einfluss der Abhéngigkeit zu betrachten und zu modellieren, wird eine Copula-
Darstellung von (4.3) beniitzt. Sie ist der Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Untersu-
chungen.

Satz 4.2. (Copula-Darstellung)
Seien Zufallsvariablen X1, X5 abhdngig beziiglich einer beliebigen absolut stetigen Copula

Funktion C(a,b) mit partieller Ableitung c,(a,b) := %. Dann gilt:
P(XliXQ > ZE) 14 /x 1— Ca(Fl(_Z), FQ(ZE — Z))Fl(dz)
Fy(x) 0 Fy(x)

Beweis: Es gilt:

]P)(Xl +X2 > ZE) _ 1 —P(Xl +X2 S l‘) _ Fl(l’) +F1(l’) —P(Xl +X2 S ZL’)
Fi(x) Fi(x) Fi(a)

T1-P(Xy <z—2z|X =
:1+/ (Xo = v — 2l Z>F1(dz)
0 Fi(z)
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Fiir die bedingte Verteilung gilt nun: Seien auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen U, V
abhéingig beziiglich einer Copula C, so folgt (siche Nelsen [20], Seite 41):
0C (u,v)
PV < =u)=——"=
(V <o|U = u) 5
Daher gilt:
]P)(Xg S x—z]Xl = Z) = ]P(FQ(XQ) S FQ(QI—Z)|F1<X1) = F1<Z)) = Ca(Fl(Z), FQ(QJ—Z))
O

Gemeinsam mit dieser Copula-Darstellung lésst sich folgende Grenze herleiten (fiir einen
Beweis siehe Albrecher et al. [1], Seite 114).

Satz 4.3. (ohne Beweis)

Seien Iy € § und F, absolut stetig und X, und X5 abhdngig beziiglich einer absolut
stetigen Copulafunktion C(a,b) mit cqe(a,b) < M fir alle (a,b) € [0,1] x [by, 1], by < 1.
So gilt:

. P(Xl + X9 > JI) o o
:Ch_)rgo X, > 1+ C/o car(F1(2), 1) Fo(dz).

Satz 4.4. Seien X1 und Xy abhdngige Zufallsvariablen beziiglich einer absolut stetigen Co-
pula C(a,b) mit absolut stetigen Randverteilungen Fy und Fy . Existieren nun Konstanten
zo < 1 und M < oo mit cqp(a,b) < M Y(a,b) € [xg, 1)%, dann ist A =0

Beweis: Seien X und Xj unabhéngige Zufallsvariablen mit denselben Randverteilun-
gen wie X; und X,. Aufgrund der Existenz der Copuladichte gilt laut Definition fiir A
folgendes:

< o P> Xy >a)
A= lim P(X, > 2[X; > x) = lim P(X,>xz)

~ lm W / / con(F1 (1), F(uz)) F (duy ) F(duy)

Sei nun min(Fj(x), Fy(x)) > x¢. Dann folgt laut Voraussetzung:

5\ S Ma:lg{olo]P) Xl > I / / ].Fl dU1 FQ dUQ)
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P(X; > o, X}
M DB X 2D (x> ) = 0

O

Der nachstehende Satz ldsst sich in Albrecher et al. [1], Seite 115 finden und ist ein
zentrales Ergebnis und eine Verstdrkung von Satz 4.3. In diesem geht man von zwei
Zufallsvariablen X7, X5 mit absolut stetigen Randverteilungen und einer absolut stetigen
Copula als Abhéngigkeitsstruktur aus. Ist die Dichtefunktion der Copula beschrinkt in
[z, 1)? fiir ein 2y < 1 und gilt, dass X; subexponentiell verteilt ist (sieche Definition 2.4),
so verhélt sich (4.3) asymptotisch wie im unabhéngigen Fall.

Satz 4.5. Seien X, und X, abhdngige Zufallsvariablen mit absolut stetigen Randvertei-
lungen Fy € S und Fy sodass c existiert und fir die absolut stetige Copula C(a,b) gilt,
dass Konstanten xo < 1 und M < oo exzistieren sodass cup(a,b) < M ¥(a,b) € [xo,1]%,
dann gilt:

lim P(Xl —+ X2 > JI)

=1 4.5
zo0  P(X; > 1) e (4:5)

Beweisidee: Da A = 0 (Satz 4.4) wissen wir aus (4.4), dass

L. P(X1+X2>.1')
1+ ¢ < liminf
Tes Y TR, s 9

Es bleibt also zu zeigen dass der Limes Superior des oben stehenden Ausdrucks kleiner
gleich 1+4c ist. Sei hierfiir a(x) eine Funktion mit lim a(z) = oo und mit
T—00
lim P(X; >z —a(z))

Im = = 1 (4.6)

Betrachte nun:
P(X;+ Xy > ) <P(X; >z —a(z) UXy >x —a(z))+

+P(X; + X5 > 2, max(X;, Xp) <z —a(x)) (4.7)
Mithilfe der Voraussetzungen F; € § und dass die Copula Dichte fiir bestimmte Werte
beschrénkt ist erhélt man:

, P(X; + X5 > z,max(X;, Xo) <z — a(x))

im

Tim oK, > ~0 (4.8)
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Fiir den ersten Summand in der Ungleichung (4.7) erhalten wir mithilfe des Inklusions-
Exklusionsprinzips:
y P(X; >z —a(z)UXy >z —a(x))
im
T—00 P(X; > x)

<

P(X; >z —a(z))+ P(Xy > 2 —alx)) P(X; >z — a(x))

< 1 _

= 0% P(X; >z —a(x)) P(X; > z)

((4A6),D;f. von ¢) 14ec (49)
Mithilfe von (4.8) und (4.9) erhélt man nun die gewiinschte obere Abschétzung O

Bemerkung: Es gilt:

P(X P(X P(X.
m D> D) A BN >2) oy P >a)

Da nun laut (4.5) P(X; + Xy > z) ~ (1 + ¢)P(X; > z) und durch obige Bemerkung
P(X; > 2)+P(Xy > 2) ~ (14 ¢)P(X; > ) gilt, erhdlt man

Dieses Ergebnis entspricht aber unserer Zielsetzung fiir subexponentielle Verteilungen in

(4.2) (vergleiche (2.10)).
F(x)

Sind X; und X5 identisch verteilt, so erhélt man ein ¢ = lim T = 1 und somit wie im
z—o0 F\T
unabhéngig identischen Fall lim % = 2. (vergleiche (2.6))

T—r00

Da aus den Forderungen aus Satz 4.5 A=0 folgt, kann man die Frage stellen, ob fiir subex-
ponentielle Verteilungen (siehe Definition 2.4) die asymptotische Unabhéngigkeit eine hin-
reichende Bedingung fiir die Unempfindlichkeit der Tailasymptotik der Summe hinsichtlich
der Abhéngigkeit ist. Im Allgemeinen gilt dieser Tatbestand aber nicht. Dazu betrach-
ten wir identisch verteilte X; und X, mit Randverteilungsfunktion ' € S N M DA(A)*
(hier enthalten sind unter anderem moderate heavy tailed Verteilungen wie Lognormal-
verteilung, Weibullverteilung (siche Embrechts et al. [8], Seite 150)). Hingegen kann man
fir | € R (siche Definiton 2.3) zeigen, dass A = 0 eine hinreichende Bedingung ist.
(betrachte Idee auf Seite 51)

Fallbeispiel: F' € SN MDA(A):

"Maximaler Anziehungsbereich der Gumbelverteilung (siehe Embrechts et al. [8], Seite 138ff)
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Ein wichtiges Werkzeug fiir die anschlieBende Untersuchung ist die mittlere Uberschussfunk-
tion. Folgende Definition lésst sich in Embrechts et al. [8], Seite 294 finden.

Definition 4.1. (mittlere Uberschussfunktion)
Sei X eine Zufallsvariable mit rechtem Endpunkt xg, dann nennt man

e(x) =EX —z|X >z, 0<z<uzp

mittlere Uberschussfunktion von F .
Einen Beweis zu nachstehendem Satz findet man in Albrecher et al. [1], Seite 116f.

Satz 4.6. (ohne Beweis)
Fulls die mattlere Uberschussfunktion ,self-neglacting® ist, das heifSt:

e(x + ae(x))

li =1 Va>0 4.10
B g a0, (4.10)
und falls:
iI>1£ lim inf P(X5 > ae(z)| X, > x) > 0, (4.11)
a T—00
dann gilt:
lim inf P(X i X > ) =00

Bemerkung: Die Gleichung (4.10) ist fiir alle subexponentiellen Verteilungen die im
maximalen Anziehungsbereich der Gumbelverteilung liegen erfiillt. Es reicht also eine
Copula zu finden, sodass Ungleichung (4.11) erfiillt ist. Sei hierfiir 6(z) = C(z,z) der
Diagonalteil einer Copula. Dann lésst sich zeigen, dass Cj(a, b) = min(a, b, 3(6(a) +4d(b)))
auch eine Copula definiert mit Diagonalteil §(x). Diese Copula wird auch Diagonal-Copula
genannt. Folgender Satz gibt Aufschliisse unter welchen Bedingungen (4.11) erfiillt ist.

Satz 4.7. Seien X1, Xy Zufallsvariablen mit einer Diagonalcopula Cs(a,b) und Randver-
teilung '€ SN MDA(A). Falls Va > 0 ein xo > 0 existiert, sodass Vx > xg gilt:

min(F(z), F(ae(x)), %(é(F(x)) + §(F(ae(x))))) = F(ae(x)) (4.12)
so gilt

lim P(Xy > ae(z)|X; >2)=1, Va>0

T—00

und somit ist auch (4.11) erfillt.
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Beweis: Aus der Darstellung der bedingten Verteilung mit

1 — F(x) — F(ae(x)) + Cs(F(x), F(ae(x)))
1— F(x)

P(Xs > ae(x)| Xy > ) =

und der Tatsache, dass fiir > z( laut Voraussetzung Cs(F(z), F(ae(x)) = F(ae(x)))
folgt, schlieit den Beweis. O

In Albrechercher et al. [1], Seite 117ff wird gezeigt, dass es einen Diagonalteil einer Copula
gibt, der die Bedingungen aus Satz 4.7 erfiillt. Fiir diese Abhéngigkeitsstruktur ist der
obere Tailabhéngigkeitskoeffizient gleich Null. Also lisst sich schliefen (siehe Albrecher
et al. [1], Seite 119):

Satz 4.8. Seien X und Xy Zufallsvariablen mit Randverteilungsfunktion F € S N M DA(A).
Dann gibt es eine Copula fiir X1 und Xo mit A =0, sodass:
. ]P(X1 —+ X2 > SL’)
lim =
zoo  P(X; > 1)

Fallbeispiel: regulér variierende Randverteilungen

Satz 4.9. Sei Fy € R_, mit a > 0, dann gilt:

lim sup P(Xlin > x) < (j\ﬁ +(1 :|_ c— Qj\)a%l)aqq?
T—+00 Fl(ZE) 2&(1+C_)\)’ 1e

)
IN

N >

>IN
w

IN
=

Beweis: Ahnlich wie im Beweis zu Satz 2.3 und mit dem Inklusions-Exklusionsprinzip
kommt man fiir 0 < < % auf folgende Abschétzung:

P(X,+ Xy >2) < Fi((1—0)2) + F((1 = 8)z) + P(X, > 62, Xy > dx)—

Daher gilt:
P(X; + X
lim sup ( 1i 2> 7) <
T—00 F1 (1’)

| B (- 6)) | Fi((1-)a) | Fi(ox)
< linsup <<1_2” R Be) R

P(XQ > (5$‘X1 > 51’)) =
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_1+c—2;\+ A
(1= 6)> @

Fiir den definierten Bereich fiir 6 wird diese obere Schranke minimiert fiir:

§* = { 1y’ 5
5 e N <1
O
Fiir A = 0 erhéilt man lim sup P(X%éjn) < 1+ ¢ und gemeinsam mit (4.4) erhdlt man

T—00

folgendes Resultat, welches sich in Albrecher et al. [1], Seite 120 finden lésst.

Satz 4.10. Fulls F, € R_,, und = 0, dann gilt:
P(X, + Xy > ) ~ (1 +¢)Fi(2)

Beispiel: Betrachte nun im folgenden Satz 4.10 fiir identisch verteilte Risiken X; und
Xs. Als Verteilungsfunktion F wird die Pareto-Verteilung mit

F(x):( i ) , furk,a>0

K+

gewihlt. Laut Kapitel 2.3 gilt, dass F' € R_, gilt. Als Abhingigkeitsstruktur wird die biva-
riate GauBB-Copula mit Parameter p gewéhlt, die laut Kapitel 3.5.3 keine Tailabhéngigkeit
besitzt. Damit sind die Voraussetzungen fiir Satz 4.10 erfiillt und man erhélt (vergleiche
mit Satz 2.4):

IF’(X1+X2>J;)~2( " )a (4.13)

K+x

Dieses Ergebnis soll nun im Folgenden numerisch untersucht werden. Zur Erzeugung von
Pseudozufallszahlen einer bivariaten Verteilung mit Gaufl-Copula und Pareto-Verteilung
als Randverteilung werden die theoretischen Grundlagen aus Kapitel 4.4 geniitzt (siehe
Algorithmus 1 in Kapitel 4.4.1).

In den Abbildungen 4.1 bis 4.8 wird das Resultat (4.13) fiir verschiedene Parameterwerte
«, k und p betrachtet. Zusétzlich wird auch die Anzahl n der erzeugten Pseudozufalls-
zahlen variiert. Die Abbildungen 4.3 und 4.4 stellen 2 Ausschnitte fiir ein und dasselbe
Experiment dar. Alle anderen Abbildungen entsprechen jeweils Ausschnitten aus verschie-
denen Experimenten.
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In den folgenden Abbildungen sind jeweils 2 Kurven zu finden. Dabei entspricht die griine
Kurve der linken Seite und die blaue Kurve der rechten Seite von (4.13). Weist n einen
kleinen Wert auf (siehe besonders Abbildungen 4.7 und 4.8), so sind mehr Spriinge der
griinen Kurve zu erkennen. Begriindet werden kann dies eben durch die geringe Zahl an
Pseudozufallszahlen. Durch die Wahl von oo und & lésst sich die Gefdahrlichkeit der Rand-
verteilungen steuern (siche auch Bemerkung auf Seite 8). Mit Geféhrlichkeit ist hier die
groBere Wahrscheinlichkeit des Eintritts eines Extremereignisses gemeint.

Laut (4.13) wird fiir groBe Werte fiir x eine Anndherung der beiden Kurven erwartet.
Eine Tendenz in diese Richtung lésst sich in den Abbildungen auch durchaus erkennen.
Auftillig hierbei ist jedoch, dass die beiden Kurven schon fiir kleine Werte fiir x einander
sehr nahe kommen (siehe z.B Abbildungen 4.1, 4.3, 4.7, 4.8), was aus Ergebnis (4.13)
nicht direkt hervorgeht.

—Z"PiEl=x)
0 —— PE1+2=x)

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

Abbildung 4.1: n = 50000, a =2, p=0.8, k=1
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-4.5

—ZP(1>x)
— P2y

S5F

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

B5|

_? 1 1 1 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 5000 10000
¥

Abbildung 4.2: n = 50000, « = 0.8, p=04, k=1

-4.9

— 2Py
— P25y

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

8.5
0

Abbildung 4.3: n = 50000, « = 0.1, p = —0.6, Kk = 4
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6.5

B9k — 2Pl =x) i
— PH1+25x)

logarithrnierte Wahrscheinlichkeiten

7.6
a

Abbildung 4.4: n = 50000, « = 0.1, p = —0.6, Kk = 4

ZPE =R
0 — P14y

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

Abbildung 4.5: n = 10000, « =2, p=0.8, k =1
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-4.5

— P>y
— P25y

S5F

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

B5|

_? 1 1 1 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 5000 10000
¥

Abbildung 4.6: n = 10000, « = 0.8, p=04, Kk =1

or ——— PN
— P12

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

1 1 1 1 1 1
0 200 400 B00 800 1000 1200 1400
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Abbildung 4.7: n = 1000, « =1, p= —-0.3, k =1
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TP =)

— PH1+2>x)

logarithrnierte YWahrscheinlichkeiten
(4]

Abbildung 4.8: n =500, a = 1.5, p=0.5, k=1
4.2.2 Multivariater Fall

Die Basis dieses Abschnitts liefert das Paper ,,Asymptotic results for tail probabilities
of sums of dependent heavy tailed random variables“ von Yuen und Yin [23]. In diesem
Abschnitt seien Xi,..., X, abhéngige heavy tailed Zufallsvariablen mit der jeweiligen
Verteilungsfunktion Fi,..., F,, auf R = (—oo,00). Es wird das asymptotische Verhalten
der Tailwahrscheinlichkeit von

Sn = ZXk und S(n) = 1@1?5 Sk
k=1 ==

untersucht.

Um zu einigen Resultaten zu gelangen ist es notig, sich auf wichtige Subklassen der heavy
tailed Verteilungen zu beschrianken. Die wichtigste Subklasse ist die Klasse der subexpo-
nentiellen Verteilungen (siehe Definition 2.4). Hierbei gilt, dass eine Verteilungsfunktion
auf (—oo,00) zu S gehort, falls F'(z) = F(x)1,50 aus S ist.

Weiters von Interesse ist die Klasse D der Verteilungen mit dominatedly varying Tails
und die Klasse £ der Verteilungen mit long Tails. Dabei gilt:

Eine Verteilungsfunktion F' auf (—oo, 00) gehort zu D falls

F(xy)

lim sup ——=2% < 0
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fiir ein (oder dquivalent fiir alle) 0 < y < 1 erfiillt ist.
Eine Verteilungsfunktion F' gehort zu L falls

F
lim —(x +y)

— =1

fiir ein (oder dquivalent fiir alle) y erfiillt ist.
Es lésst sich zeigen, dass R C DNL C S C L C K gilt. (siche Embrechts et al. [8], Seite
49fF)

Im Folgenden wird versucht Voraussetzungen in Bezug auf die Abhéngigkeit der Zufalls-
variablen zu setzen, um spéter mit diesen zu einigen Erkenntnissen zu gelangen. Dabei
wird vor allem auf die asymptotische Abhéngigkeit eingegangen.

V1. Die Zufallsvariablen X1, ..., X, erfiillen:

. IP)(XZ >JI,Xj >(L’)
lim —— —Z =
w=eo Fy(x) + Fj()

Vi<i#j<n
V2. Die Zufallsvariablen X1, ..., X, erfiillen:

A= lim P(X;| > x| X, >2;) =0

T AT j—00
V1<i#j<n,wobeiz; Ax;=min(z;,z;).
V3. Es gibt positive Konstanten xy und ¢y sodass die Ungleichung
P(X; > x| X; =25, j € J) < coFi(z)
V1i<i<n, 0#JC{L2,....,n}\{i}, & >xo und z; > xo mit j € J erfiillt ist.

Beispiel: Mithilfe einer bestimmten Copula, der so genannten Farlie Gumbel Morgen-
stern Copula (FGM) ist es moglich eine n-dimensionale Verteilungsfunktion zu konstru-
ieren, sodass Voraussetzungen V1-V3 erfiillt sind. Dabei nennt man eine n-dimensionale
Verteilung FGM falls:

F(zy,...,x,) = C(F(21),...,F(x,)), (21,...,2,) € R",

wobei F1, ..., F, die eindimensionalen Randverteilungen sind, und fiir die Copula gilt:
Cuy, ..., uy Huk (1—1— Z a;;(1 1—uj)>, (ug,...,u,) € [0,1]",
1<i<j<n
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wobei a;; reelle Zahlen sind die gewisse Voraussetzungen erfiillen, sodass F(xq,...,x,)
eine korrekte n-dimensionale Verteilung ist.
Besitzen nun X, ..., X, eine n-dimensionale FGM Verteilung, wobei die Randverteilun-

gen Fi(1 < k < n) absolut stetig sind und Fj,(—x) = o(F,()) erfiillt ist, so kann man
zeigen, dass die drei Voraussetzungen erfiillt sind (siehe Yuen und Yin [23], Seite 7).

Bemerkung:
a) Es gilt: V3=V2=V1 (siche Yuen und Yin [23], Seite 6f). Die Stirke der Vorausset-
zungen nimmt also mit steigender Nummer zu.

b) Die Abhéngigkeitsvoraussetzung in V1 wird auch paarweise quasi-asymptotische Un-
abhéngigkeit genannt. Diese Voraussetzung wurde von Chen und Yuen [6] eingefiihrt.
Eine der Hauptresultate dieses Papers bezieht sich auf eine Subklasse von S, ndmlich die
Klasse C von Verteilungen mit konsistent variierenden Tails, charakterisiert durch:

F F
lim lim inf _(a:y) = 1, oder adquivalent, lim lim sup _(xy) =1.
yNd oo (1) v/l poe  F(2)
Hauptresultat: Seien X4, ..., X, n paarweise quasi-asymptotisch unabhéngige reellwertige

Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilungsfunktion F} € C, ..., F,, € C, so ist (4.2) erfillt.

c¢) Die Voraussetzungen V2 und V3 finden sich in Geluk und Tang [14] wieder. Die zwei
Hauptresultate dieses Papers sind folgende:

1. Seien X1, ..., X, n reellwertige Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilungsfunktion
Fi,...,F,. Gilt nun F, € DN L fiir alle 1 <k <n und V2 ist erfiillt, so gilt (4.2).

2. Seien X3,..., X, n reellwertige Zufallsvariablen mit jeweiliger Verteilungsfunktion
Fi,...,F, Gilt FyeSfirallel1 <k <n, F;*F; € Sfirallel <i# j <nund V3 ist
erfiillt, so gilt (4.2)

Fiir die folgende Betrachtung sei (X7,. .., X}) eine unabhéngige Kopie von (X7, ..., X,),
in dem Sinn, dass (X7,..., X)) und (Xy,...,X,) zwei unabhéngige Zufallsvektoren mit
denselben Randverteilungen sind und die Komponenten von (X7,..., X}) unabhéngig
sind.

Satz 4.11. Seien X1, ..., X, heavy tailed Zufallsvariablen mit den jeweiligen Verteilungs-
funktionen Fy, ..., F,. Unter V3 gilt nun:

a) falls Fy, ..., F, € L, dann folgt:

P P(S,,, >
timinf 2> D) g B >0 (4.14)
k=1

(2) 7 k;ﬁc(x)
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b) falls zusdtzlich P (E Xt > x) ~ Y Fy(z) gilt, so folgt:
k=1

k=1
P
lim P,SS”—::B) — lim (f”_ 9y (4.15)
];Fk(x) ];F( )

Beweis: Anfangs gilt es fiir F,..., F, € £ und V2 (Erinnerung: V3 impliziert V2) Fol-
gendes zu zeigen:

PlSn >2) o4 (4.16)

Aus der Definition der Klasse £ folgt die Existenz einer Folge (a(z)) mit a(z) — oo fiir
r — 00, 2a(z) <z und Fi(x + a(z)) ~ Fy(z) fiir k= 1,...,n. Nun gilt:

P(S, > x) > P(S, >z, X >z +a(x)) >

3

>N P(S, >, X, >zx+a(x))— Z P(X; > z+a(x), X; > v+a(z)) = L (x)+x(x).

k=1 1<i<j<n

Mithilfe von Voraussetzung V2 erhiilt man Iy(z) = o(>_r_, Fx(2)).
Mit der Schreibweise S, = S,, — X, fiir 1 < k < n folgt:

2) > Y P(Spi > —a(z), Xi > 2 +a(z)) =

_ZIPXk>x+a ZIP’ (z), Xy >z + a(x)).

k=1

Aus V2 folgt:
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Somit ist (4.16) bewiesen. Es bleibt also fiir a) aus obigem Satz Folgendes zu zeigen

liminf 2o > 2) 4 (4.17)
T—r00 —
> Fi(x)
k=1

Fiir Punkt b) bleibt unter der Zusatzvoraussetzung noch der Nachweis von

P
lim sup Elsn—>90)

T—00 Igl E(x)

<1 (4.18)

Ein ausfiihrlicher Beweis dieser zwei Punkte ldsst sich in Yuen und Yin [23], Seite 9f
finden. Die Ergebnisse (4.14) und (4.15) folgen nun durch (4.16),(4.17) und (4.18) und:

k=1

P (ZX: > x) > P(Sm) > x) > P(S, > z).

O

Bemerkung:

a) Vergleicht man Gleichung (4.14) mit (4.1) fiir n=2, so sieht man, dass unter den Vor-
aussetzungen des oben stehenden Satzes das asymptotische Tailverhalten der Summe dem
unabhéngigen Verhalten entspricht.

b) Betrachtet man Satz 4.11 mit identisch verteilten X7, ..., X,, mit Verteilungsfunktion

n

F.Falls F € S, so ist auch F* € S. Damit gilt aber, dass P (Z Xt > x) ~ nF(r) und
k=1
somit folgt:

. P(S, > ) .
hm —_— = hm —_— =N

c¢) Da laut Geluk und Tang [14], Lemma 2.1 aus Fi,..., F, € S und F; x F; € S fiir alle

n

1 <i#j <n folgt, dass P (Z Xt > x) ~ 3" Fi(7), sieht man, dass Satz 4.11 etwas
k=1 k=1
allgemeiner ist als das Hauptresultat in Geluk und Tang [14] (siehe Theorem 3.2).

Konzentriert man sich auf die Klasse D N £ anstatt auf die Klasse S, so wird nur V2
benotigt, eine schwéchere Voraussetzung als V3. Der Beweis zu nachstehendem Satz l4sst
sich in Yuen und Yin [23], Seite 11f finden.

67



KAPITEL 4. TAIL-ASYMPTOTIK DER SUMME ABHANGIGER HEAVY TAILED
VERTEILTER ZUFALLSVARIABLEN

Satz 4.12. (ohne Beweis)
Seien X1, ..., X, n nichtnegative heavy tailed Zufallsvariablen mit der jeweiligen Vertei-
lungsfunktion Fy,..., F,. Gilt unter V2 F, € D firk=1,...,n, so folgt:

P
liminf 2 >0 i PO > )
T—$00 — T—+00 —
> Fi() > Fi(x)
k=1 k=1

Dartiberhinaus gilt falls Fy, € L firk=1,...,n

P
Hnlyéééfifz=: lim (f{i_ Y 4

Beispiel: Summe von abhéngigen lognormal verteilten Zufallsvariablen mit Gauflscher
Copula (siehe Asmussen und Rojas-Nandayapa [4]):

Sei X = e¥, wobei der Zufallsvektor (Y7,...,Y,) eine multivariate Normalverteilung
besitzt mit E[Y;] = g, Var(Yy) = o2, Cov(Yy, Y)) = oy (oxr = o7) und Corr (Y3, Y)) = pp.
Fiir py; < 1 ist der obere Tailabhéngigkeitskoeffizient gleich 0 (siche Kapitel 3.5.3).

Um das asymptotische Tailverhalten der Summe zu untersuchen definiert man folgende

Groflen:

0’ = max o;, p= max i, m, = #{k : 0} = 0%, i = pu}

..... n k: Uk—o

Das Hauptresultat ist nun folgendes (siche Asmussen und Rojas-Nandayapa [4], Seite
2710):

Satz 4.13. Seien Xy, o2, u und m,, wie oben definiert und gilt, dass py < 1 falls o7 = o}
(k #1), so folgt:

P(S, > x) ~ m,Fp2(z) (4.19)

Bemerkung:
a) Fiir zwei Verteilungsfunktionen Fj, F; spricht man davon, dass F} einen leichteren Tail

hat als F, falls @((I — 0, fiir z — oo0.
In diesem Beispiel gilt fiir den Tail der Xj:

e (o) -
Fuen ) ™ e oate — ) p{ 207, }

68



KAPITEL 4. TAIL-ASYMPTOTIK DER SUMME ABHANGIGER HEAVY TAILED
VERTEILTER ZUFALLSVARIABLEN

Mithilfe dieser Darstellung kann man zeigen, dass F| 02 €inen leichteren Tail hat als F, p,o?)

falls entweder o7 < of oder o7 = o7, uy < pu (sieche Asmussen und Rojas-Nandayapa [4],
Seite 2710, Remark 2.).
Daher folgt:

é P(X, > )

lim —————— = my,
wroo By 6 (1)

Daraus ldsst sich erkennen, dass (4.19) der Zielsetzung in (4.2) entspricht.

b) Dieses Beispiel ist eine direkte Konsequenz aus Satz 4.11. V3 ist erfiillt, da fiir jedes
1 <i < nund fir jedes 0 # J C {1,2,...,n} \ {i} die bedingte Varianz von Y; gegeben
Y; = y; fiir j € J kleiner ist als die dazugehorige unbedingte Varianz (siehe Geluk und
Tang [14], Seite 876).

¢) Im Beweis zu Satz 4.13 wird die Tailunabhéngigkeit der Gaufischen Copula beniitzt.
Die Frage ist, ob der Satz fiir eine beliebige Copula mit Tailunabhéngigkeit giiltig bleibt.
Da die Lognormalverteilung eine subexponentielle Verteilung aus dem maximalen Anzie-
hungsbereich der Gumbelverteilung ist gilt laut Satz 4.8, dass es eine Copula mit A = 0
gibt, sodass sich das asymptotische Tailverhalten der Summe nicht wie im unabhéngigen
Fall darstellen lasst. Ein Beispiel im bivariaten Fall hierfiir 1l4sst sich in Albrecher et al.
[1] finden.

4.3 Abhingigkeit modelliert durch archimedische Co-
pulas

Grundstein der nichsten Uberlegungen stellt das Paper , Diversification of aggregate de-
pendent risks® von Alink et al. [2] dar. Dabei wird eine spezielle Art von Copulas betrach-
tet, die so genannten archimedischen Copulas, die bereits in Kapitel 3.4 fiir den bivariaten
Fall Erwéhnung fanden. Im Unterschied zum bivariaten Fall wird fiir den multivariaten
Fall noch eine zusétzliche Bedingung an den Generator gestellt.

Definition 4.2. Sein > 2 und ¢ : [0,1] — [0,00] eine strikt fallende, konvexe Funktion
mit ¢(0) = oo und ¢(1) = 0. Definiere fir x; € [0,1], i =1,...,n:

C¢(x1, ) =gt (Z gb(m,))

69



KAPITEL 4. TAIL-ASYMPTOTIK DER SUMME ABHANGIGER HEAVY TAILED
VERTEILTER ZUFALLSVARIABLEN

Die Funktion ¢ nennt man hierbei Generator von C?.

Fiir den Fall n = 2 ist C® mit dieser Definition automatisch eine Copula. Fiir den Fall
n > 3 braucht man noch eine zusétzliche Voraussetzung. Falls fiir alle k und = > 0 die
k-te Ableitung der Inversen von ¢ existiert und

—)r—o 1 2)>0

(~Df 67 (@) >

gilt, so folgt, dass C'? eine Verteilungsfunktion und somit eine Copula ist.

Eine der best studiertesten archimedischen Copulas ist die Clayton-Copula mit Parameter
a > 0. Sie wird generiert von ¢(t) = ¢~* — 1 und hat hier im multivariaten Fall die Form:

Oy, ) = (7 4+ ...+ o, —n+ 1)*?

Das Hauptresultat bezieht sich jetzt sowohl auf die Abhéngigkeitsstruktur, als auch auf
das Verhalten der Randverteilungen, je nachdem ob sie im maximalen Anziehungsbereich
der Frechet-, der Gumbel- oder der Weibullverteilung liegen. Eine gute Einfiihrung in die
Extremwerttheorie ldsst sich in Kapitel 3 von Embrechts et al. [8] finden. Der maximale
Anziehungsbereich der Weibullverteilung besteht aus Verteilungen mit endlichem rechten
Endpunkt. Daher sind diese Verteilungen fiir die Modellierung von extremen Ereignissen
in Versicherungsanwendungen nicht besonders geeignet (sieche Embrechts et al. [8], Seite
136) und werden daher im Gegensatz zu Alink et al. [2] hier nicht betrachtet.

Bevor nun das Hauptresultat priasentiert wird, erfolgt eine etwas modifizierte Definiton
von Funktionen von regulédrer Variation (siche Alink et al. [2], Seite 80).

Definition 4.3. Man nennt eine Funktion f requlir variierend bei einem Punkt x= (oder
xt) mit Index o € R falls fiir alle t > 0 folgendes gilt:

LG SR €O
lim 55 = 1 (oder lim S5 — %) (4.20)

Folgender Satz lasst sich in Alink et al. [2], Seite 80 finden, und bildet das Hauptresultat
dieses Papers. Es wird ein Beweis fiir den Frechet Fall angefiihrt. Der gesamte Beweis,
einschliefllich des Gumbel Falls ldsst sich in Alink et al. [2], Seite 86ff finden. Sei ¢ im
Anschluss der linke Endpunkt der Verteilungsfunktion F.

Satz 4.14. Sein > 2, a, > 0. Dann existieren Konstanten ¢& (o, 8) und ¢S (), sodass
folgendes gilt:

Sei X = (X1, ...,X,) ein stochastischer Vektor mit reellwertigen identisch verteilten Kom-
ponenten mit stetiger Randverteilung F(x) = P(X; < z). Besitzt X eine archimedische
Copula C?, wobei ¢ von requlirer Variation bei 0 mit Index —av ist, so folgt:
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a) (Frechet Fall) Falls F von regulirer Variation bei —oo mit Index —f ist, so gilt

U—00 F(—u

lim — )IP’ (i X; < —u) = ¢ (o, B) (4.21)

mit

¢ (a, B) = lim o (Z xi_(w) dxy...dx,. (4.22)

N0 Z%Zl,flﬁé d.ﬁl?l e da:n
i 3

b) (Gumbel Fall) Gilt firt € R li{n W = ¢ fiir ein ¢ > —oo und fiir eine positive

Funktion s+ a(s), so folgt

. 1 & G _1
}Ll\rﬂ WP (; X; < nu) =q, (a)e™ (4.23)

mat
_1
dr n o
o —r;x
_ _ v 1 dz: . ..dz,. 424
q” <a) /z:%'Sl d&?l e dxn <; € ) X1 xXr ( )

Um Satz 4.14 fiir den Frechet Fall zu beweisen wird zuerst ein Hilfssatz betrachtet.

Satz 4.15. Sein > 2, a >0, 8> 0 und X = (Xy,...,X,,) ein stochastischer Vektor
mit archimedischer Copula C?, wobei ¢ von requlirer Variation bei 0T mit Index —o ist.
Setze dariber voraus, dass die X; dieselbe stetige Randverteilung F(x) besitzen, die von
requldrer Variation bei —oo mit Index —f ist. Zusdatzlich seien € € (0,1), x; € (0, %) und
Zay ..., %, > 0. Dann folgt:

Beweis: Da F von reguldrer Variation bei —oo ist gilt:

F(—+u 1\7”
lim M = (—) = 2P

u—oo  F'(—u) T;
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Dann gibt es aber fiir alle § > 0 ein g, sodass fiir alle i und u > wug gilt:

F (—3) < (2 + 0)P F(~u) (4.25)

€

Durch dhnliche Uberlegung und der Tatsache, dass ¢ auch von reguldrer Variation und
F(—u) so nahe bei 0 ist, kommt man auf folgende Abschitzungen:

(e +0)PF(—u) < F(—eu) (4.26)
O((w; + 8)7 F(—u)) > ((z: + 8)7 + )" *¢(F(~u)) (4.27)
Z((w‘i +0)7 +0) *G(F(~u)) > ¢ (Z((% +0)7 +8)7 — 5) a F(-u) | (4.28)

Mithilfe dieser Abschitzungen und der Bedingung, dass ¢ und ¢! strikt fallend sind,
erhalt man:

. o (Sor-2)
limsupP(X; < ——, i =1,...,n|X; < —eu) = limsup i=1 <

(4.25),(4.26) ¢ (:1 O((z; +0)°F (—u)))

< li v
= meup (e +0)PF(—u)

(4.27) ¢! ( 1((.Ti +6)° + 5)‘aq§(F(—u)))

< [i v
= ey (c +0) PF(—u)

NgE

@

(4.28) (Z:il((% +6)P +6)> — 5)
<
a (e+0)F

Da diese Abschétzungen fiir alle 6 > 0 gelten bekommt man die obere Schranke. Die
untere Schranke fiir den Limes Inferior kann man analog beweisen. O

Beweis von Satz 4.14 (Frechet Fall): Fiir den Beweis wurde zusitzlich das Paper von
Wiithrich [22] herangezogen, welches die Grundlage fiir Alink et al. [2] bildet.
Definiere

1
n T a
GoP(xy,.. . xp) = <Z x;aﬂ> e’

1=1
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GP ist eine Verteilungsfunktion auf (0,2) x (0,00)" 1. Sei g*# die Dichtefunktion und
definiere damit:

G(e) :== e_’B/ 9P (x1,...,2p)dry ... do, =
> Ll>1a<t

12

—ap “
= x; dry...dx,
/Z >1 ar<t d331 (Z ) '

Da G(e) fiir € N\, 0 wachsend ist, kann man G(0) = li{% G(e) < oo definieren.

Die grundlegende Idee ist es nun folgende Ausdriicke zu verbinden.

IP’(E Xig—u)Xlg—eu) und ]P’(Xig——u,izl,...,n X; < —eu)
Z;
i=1

Um dies zu bewerkstelligen betrachtet man einen stochastischen Vektor
Y®) (Y(u) Yn(“)) mit Verteilungsfunktion:

H(zy,...,x,) =P(X; < —E,i =1,...,n| X; < —eu)
T
Zusitzlich betrachtet man einen stochastischen Vektor Y = (Y7,...,Y,,) mit Verteilungs-
funktion G (21, ...,x,). Aus Satz 4.15 folgt nun, dass Y in der Verteilung fiir u — oo

gegen Y konvergiert. Mithilfe des continuous mapping Theorem (siche Embrechts et al.
8], Seite 561) folgt:

—~ 1
< < — = li > =
i (3o s < o) < i (30 21)

i=1 "1

1
= Z —>1]= / 9P (x1,...,2p)dxy ... dr, = L Ge) (4.29)
— Y, > 2l

Betrachten wir anfangs die untere Grenze fiir (4.21), so gilt mithilfe der reguldren Variation
von F':

lim inf

o 1 F(—eu) [
X, < —u | > liminf P Xig—u‘X < —eu | =
U—00 F( (Z ) uU—00 F(— ) (; ! )

73



KAPITEL 4. TAIL-ASYMPTOTIK DER SUMME ABHANGIGER HEAVY TAILED
VERTEILTER ZUFALLSVARIABLEN

F(—
“29 Jim inf Me/BG(e) = G(e)

Wi F(—u)

Da e > 0 beliebig gewéhlt wurde gilt:

P =
lim inf m[@ (; X; < —u) > G(0) (4.30)

Fiir die obere Grenze sei € < % Dann gilt:

. 1 -
hglj:jp F(—u)P (Z X; < —u> =

i=1

U—00

1 - 1
= lim sup (F(—U)]P) (g X, < —u, X7 < —eu> + F(—u)]P (E X, < —u, Xy > —eu))
i=1 ;

Fir den ersten Teil erhalt man:

U—00

1 n
lim sup WP (Z X, < —u, X < —eu) =

uoo F(=u)

Fiir den zweiten Teil betrachte:

= lim sup F(_EU)IP’ <Z X; < —u ‘ X; < —eu> = e PP Gle) = Gle) (4.31)
i=1

1 n
lim sup P X< —u, Xy >—eu| <
e (5 )

U—00

n u n— U
<1i PX; < -2 X, > —eu) = i P(X,< -2 X;>—
< lim sup o) Zz:; (X; < — X eu) im sup P (X2 < X eu)
n—1 U U
=1 PXo<—)—P(Xo < —— X; < — =
im sup F(_u)( (Xz < =) = P(Xo < =, X < —eu))
(Satz 4.15) (n—1)(n® — (n~* + Ea,@)—é) (4.32)

Da ¢ € (0,2) lisst man € \, 0 gehen und erhélt aus (4.31) und (4.32):

lim sup F(l—u)P (g X; < —u> < G(0). (4.33)

U—00
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Aus (4.30) und (4.33) folgt nun:

lim ! )]P’ (i X; < —u) = G(0) = lim G(e).

U—00 F(—u e\ 0
]

Bemerkung: Fiir n = 2 lasst sich zeigen, dass unter den Voraussetzungen von Satz 4.14
an den Generator der untere Tailabhéngigkeitskoeffizient (siehe Definition 3.11) gleich 27
und somit fiir a > 0 strikt positiv ist. Da laut Bingham et al. [5] aus den Voraussetzungen
folgt, dass ¢! regulér variierend in oo mit Index —= ist gilt (siehe Juri und Wiithrich
[17], Seite 416):

-1 -1
5N20w) )

= «

C
A = lim M = lim
u—0 u u—0 u S§—00 ¢*1(5)

.)Proportionalitéitsfaktor fiir n=2

Die Darstellungen des Proportionalitidtsfaktors in (4.22) bzw. in (4.24) wirken sehr kom-
plex. Fiir n = 2 lassen sich eplizite Berechnungen angeben.

Fiir o # 0 und y > 0 sei fa(y) := (1 +y*)"a L. Fiir a > 0 lisst sich zeigen, dass f(y)
eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf [0, 00) ist (fiir einen Beweis siehe Alink et al. [2], Seite
91f). Folgender Satz ldsst sich in Alink et al. [2], Seite 81 finden.

Satz 4.16. (Frechet Fall) Fir a >0 und Y, ~ f, gilt:

0§ (0uB) = 1+ Blf (Vo) = 1+ (1 + Yo ")), (4.34)

Beweis: Sei (Z1, Z,) mit G*# verteilt (siche Beweis zu Satz 4.14) und withle € < 1, so gilt:

1 1 1 1 1
GE)=¢PP =4+ —>1)|=¢?(P(Z, <D+P|—4+_—>11<2Z, <= =
() =< (Zl+zz—) ‘ <(1—)+ <Zl+Zz—’ 1—e>)

7 1
=1+ePP( 2, < 1< 2, <=
+€ (2_Z 1 1= )

1 — €

Einsetzen der Dichten liefert:

14
1 —af a
G(e) = 1+5/ (a:l‘aﬁ + ( 7 ) ) 27 ey =
1 T — 1
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_1+5/ PV 4 (21— 1)97) 314

Da der Integrand von der Ordnung :1:1_(1+ ) fiir r, gegen unendlich ist, und dieser in £!

liegt, kann man e gegen 0 gehen lassen und erhilt somit:
#(0,8) =60 =145 [ a1+ (0 - )y

Durch zweimaliges Substituieren mit 2; — 1 +— 2z und 2° ~ y erhilt man:
s =1+ [y )y

Gemeinsam mit der Definition von f,(y) erhdlt man nun das gewiinschte Resultat:

#@8) =1+ [ F 0 i)y =1+ L (Vo)

Bemerkung:
a) Fur g € N\ {0} ldsst sich folgendes zeigen:
Mithilfe der binomischen Formel, der Darstellung der Betafunktion mit

Bla,y) = / (1 4 ) gy
0

L(2)C(y)
L(z+y)

und dem Zusammenhang B(z,y) = mit der Gammafunktion I'(z) = [~ ¢* e dt

folgt:

Fl0n0) =1+ [y Py -
0

ooﬁ !
=1 +/ ( )yg(l +y) "y

Substitution durch y® + t liefert:
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- B=k ke
:1+§<5_1)1F(“5>F “5+1) _
—~\ k Ja I'(1+41)
_ —k k
“~\k/) ap I(1+2)
(5 ) ()
=> (k) T (4.35)
par (1+3)
Damit ist die Herleitung der Formel (2.9) aus Alink et al. [2], Seite 81 gezeigt. U

Der néchste Satz liefert die Formel fiir den Proportionalitédtsfaktor im Gumbel Fall. Fiir
einen Beweis siehe Alink et al. [2], Seite 93.

Satz 4.17. (ohne Beweis): (Gumbel Fall)
Fiir ao > 0 gilt:

¢ (a) = e%w = e3 (M — 1) _ (4.36)

Auperdem ist q§ (a) strikt steigend in o und es gilt:

lim ¢5' (o) = 0 und lim ¢5(a) = e
a—0 a—»00

Beispiel: Im Folgenden wird Satz 4.14 (Frechet Fall) fiir den bivariaten Fall betrach-
tet. Sei hierzu die Randverteilung durch eine modifizierte Pareto-Verteilung gegeben mit
F(z) = (£)” fiir 6,8 > 0 und < —0 (siehe Wiithrich [22], Seite 83). Damit gilt offen-
sichtlich, dass F(x) regulér variierend bei —oo mit Index — /3 ist. Als Abhéngigkeitsstruktur
wird die Clayton-Copula (siehe Kapitel 3.4) mit Generator ¢(t) =t~ — 1 gewéhlt. Es ist
leicht ersichtlich, dass ¢ regulir variierend bei 07 mit Index —c ist. Damit sind aber die
Voraussetzungen fiir Satz 4.14 erfiillt. Daraus folgt nun:

B8
P(Xi + Xa < —u) ~ ¢ (o B) (9) (1.37)

u

Dieses Ergebnis wird nun mithilfe von Kapitel 4.4 numerisch untersucht (siehe Algorith-
mus 2 in Kapitel 4.4.2).

In den Abbildungen 4.9 bis 4.16 wird das Resultat (4.37) fiir verschiedene Parameterwerte
a, B und 0 betrachtet. Zusétzlich wird auch die Anzahl n der erzeugten Pseudozufalls-
zahlen variiert. Die Abbildungen 4.11 und 4.12 stellen 2 Ausschnitte fiir ein und dasselbe
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Experiment dar. Alle anderen Abbildungen entsprechen jeweils Ausschnitten aus verschie-
denen Experimenten.

Wie auch schon in dem numerischen Beispiel des Kapitels 4.2.1 finden sich in den Ab-
bildungen jeweils zwei Kurven, welche die linke und rechte Seite des Resultats (4.37)
beschreiben. Die Anzahl der Spriinge der griinen Kurve nimmt fiir eine kleinere Anzahl
von Pseudozufallszahlen zu (siehe Abbildungen 4.15, 4.16). Mit der Wahl des Parameters
a léasst sich die Stdrke der Abhéngigkeit variieren (siche Kapitel 3.4). Die Parameter 6
und § bestimmen die Geféhrlichkeit der Randverteilung.

Gemeinsam mit (4.37) erwartet man eine Annéherung der beiden Kurven fiir grofie Werte
fir u (und damit kleine Werte fiir -u). Vergleichsweise dhnlich zu den Abbildungen 4.1
bis 4.8 lasst sich erneut eine Tendenz in diese Richtung feststellen. Auch hier ldsst sich
erkennen, dass bereits fiir kleine Werte von u (und damit groBe Werte fiir -u) die beiden
Kurven sehr nah beisammen liegen (siehe z.B Abbildungen 4.9, 4.10, 4.14). Dies geht aber
aus Ergebnis (4.37) nicht direkt hervor.

—— qPe=)
a3k — PRI+ <=-1)

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

11 1 1 1 1
-500  -450 -400 -350 -300 -250 -200 -150 -100  -50 0

u

Abbildung 4.9: n = 50000, a =1, §=1.8,0=1
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]
— P £2==-1)

logarithmierte YWahrscheinlichkeiten

Abbildung 4.10: n = 50000, « = 2, 3= 0.8, 6 = 1

2.2

§P{Ke=-1)
241
— PX1+2<=-u)

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

_3 5 8 1 1 1 1 1 1 1 1
-10000 -S000 -8000 -7000 -GO0O0 -5000  -4000 -3000 -2000  -1000
u

Abbildung 4.11: n = 50000, o = 100, 8 = 0.6, 6 = 10
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— §'Pe=)
— B EEesa
- EB5F
s
‘o
s o
=
=
s B
e
(]
i
&
<
£ BA}
s
£
=
=
[=23
o Fh
_?5 1 1 1 1 1 1 1
-4 35 e 25 2 15 -1 05 o
u x10°

Abbildung 4.12: n = 50000, o = 100, 8 = 0.6, 8 = 10

abt | T gPRe=y)
— P £2==-1)

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

_1 D 1 1 1 1 1 1
-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0

Abbildung 4.13: n = 10000, « =1, 5 =18,0=1
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4.5

lagarithmierte Wahrscheinlichkeiten

8.5
5

VERTEILTER ZUFALLSVARIABLEN

—— gP{Xe=)
— P EEesa

Abbildung 4.14: n = 10000, « =2, 5 =0.8,0 =1

geb [ AFE—
— Pl £2==-1)

5 A
E
. o
S -451
E
r1}
g
=
= 55}
o
=
2
E &}
=
=
T 65

_}' L

_?5 1 1 1 1 1
-3 25 2 15 1 05 0
" %10

Abbildung 4.15: n = 1000, a = 0.5, 8 = 0.7, 6 = 4
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—— PR
—— Pl £2==-u

logarithmierte Wahrscheinlichkeiten

Abbildung 4.16: n = 500, a =30, 3 =2, 6 = 1

4.4 Erzeugung abhingiger Pseudozufallszahlen

Im Anschluss werden zwei Algorithmen fiir die Erzeugung von abhéngigen Pseudozufalls-
zahlen angegeben. Grundlage hierbei ist Embrechts et al [7].

Die Umkehraussage aus Sklars Theorem enthilt eine sehr starke Technik zur Erzeugung
von multivariaten Verteilungen mit beliebigen Randverteilungen und Copulas. Falls man
von einer Copula C und Randverteilungen F}, ..., Fy ausgeht, so ist

F(z) = C(Fi(x1),..., Fa(xq))

eine multivariate Verteilungsfunktion mit Randverteilungen Fi, ..., Fy. Solche Arten von
multivariaten Verteilungsfunktionen werden auch Meta-Copula Verteilungen genannt. Die
Realisation von Beobachtungen solch einer Verteilung ist weiters nicht schwierig, falls Rea-
lisationen U der zugehorigen Copula zur Verfiigung stehen. Falls U die Verteilungsfunktion
C besitzt, so folgt, dass der Vektor X := (F{ (Uy),..., F; (Uy)) die multivariate Vertei-
lung C(Fy(z1),. .., F4(zy)) und Randverteilungen Fi, ..., Fy hat.

Daher gilt es im Folgenden Algorithmen fiir die Erzeugung von Beobachtungen von be-
stimmten Copulatypen anzugeben.
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4.4.1 Simulation von Gauf3-Copula

Folgender Algorithmus beschreibt die Erzeugung von Pseudozufallszahlen einer Gauf3-
Copula C§ (vergleiche Kapitel 3.3) und lisst sich in Embrechts et al. [7], Seite 193
finden.

Algorithmus 1.
a) Fiithre die Cholesky-Zerlegung K der Korrelationsmatrix R durch.

b) Erzeuge einen Vektor Z = (Z4,...,Z,) von unabhéngigen standardnormalverteilten
Zufallsvariablen.
c) Setze X = KZ.

d) Gebe U = (®(X,),...,P(X,)), wobeil @ die Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung beschreibt, zuriick. U besitzt Verteilungsfunktion C§e.

4.4.2 Simulation von archimedischen Copulas

Nachstehende Uberlegungen sind aus Embrechts et al. [9] fiir bivariate archimedische
Copulas (siehe Kapitel 3.4) entnommen.

Satz 4.18. (ohne Beweis)

Falls (U,V)’ die Verteilungsfunktion C besitzt, wobei C die archimedische Copula gene-
riert von ¢ darstellt, so ist die Funktion Ko(t) =t — (ﬂfl) die Verteilungsfunktion der
Zufallsvariablen C'(U, V). Hierbei bezeichnet ¢'(tT) die rechtsseitige Ableitung von ¢ an t.

Folgender Satz liefert die Grundlage fiir den Algorithmus im bivariaten Fall. Fiir einen
Beweis siehe Embrechts et al. [9], Seite 33.

Satz 4.19. (ohne Beweis)
Unter den Hypothesen von Satz 4.18 gilt, dass die gemeinsame Verteilungsfunktion H (s, t)
der Zufallsvariablen S = ¢(U)/(¢(U) + ¢(V)) und T = C(U, V') gegeben ist mit:

H(s,t) = sKco(t), Y(s,t) €]0,1]?

Daraus folgt, dass S und T unabhdingig sind und S auf [0, 1] gleichverteilt ist.
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Algorithmus 2.
a) Simuliere zwei unabhéngige U(0, 1) verteilte Zufallszahlen s und ¢

b) Setze t = K;'(q), wobei K¢ die Verteilungsfunktion von C(U, V) darstellt.
c¢) Gebe u = ¢l"U(s¢(t)) und v = ¢U((1 — 5)é(t)) zuriick.

Beispiel: Betrachte die bivariate Clayton Copula mit Generator ¢(t) = t~*—1 mit a > 0.
Um nun Pseudozufallszahlen einer solchen Copula zu erzeugen, gilt es Algorithmus 2. mit
folgenden Funktionen anzuwenden:

ot) = 0 — 1, §(t) = —at=), Ko(t) =t — ot

«
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