Skriptum Personenversicherungsmathematik

Stefan Gerhold
FAM (Finanz- und Versicherungsmathematik)
TU Wien

30. November 2022



Inhaltsverzeichnis

1 Vorwort 3
2 Versicherung auf zwei Leben 3
2.1 Kommutationszahlen . . . . . . . ... ... 4
2.2 Versicherungstarife auf zwei Leben . . . . . . . ... ... .. 4
2.3 Zentralalter . . . ... ..o 6
2.4 Die Schuette-Nesbitt-Formel . . . . . . .. .. ... ... ... 7
3 Vertragsinderungen 10
3.1 Riickkauf einer Versicherung . . . . . . .. .. ... ... ... 10
3.2 Beitragsfreie Reduktion . . . . . ... ... ... ... ... .. 10
3.3 Verminderung der Versicherungssumme . . . . . . . . . .. .. 12
3.4 Verminderung der Pramie . . . .. .. .. ... ... ..... 12
3.5 Erhohung der Versicherungssumme . . . . . .. .. ... ... 13
3.6 Verkiirzung der Laufzeit . . . . . ... ... ... ... .... 14
4 Markowmodell: Grundlagen 15
5 Momente und Verteilungsfunktion des Barwerts 26

6 Markowmodell: Unterjihrige Zahlungen und weitere Beispie-

le 29
7 Markowmodell: Ausgleich im Kollektiv 32
8 Pensionsversicherung: Barwerte und Anwartschaften 37
8.1 Imvaliditat . . . . . . . . . .. 37
8.2 Barwerte . . . . . . . 38
8.3 Witwenrente . . . . . . . . . 40
8.4 Waisenrente . . . . . . . .. 41
9 Finanzierungsmethoden fiir Pensionspliane 41
9.1 Unit-Credit-Verfahren . . . . . . . . .. . .. ... ... ... 42
9.2 Projected Unit Credit (PUC) . . . ... ... ... ... ... 46
9.3 Teilwertverfahren . . . . . . . . . . . ... ... 51
9.4 Gegenwartswertverfahren . . . . . . .. ... 51
10 Personalriickstellungen 52



11 Berechnung von staatlichen Pensionen
11.1 Alterspension . . . . . . . . . . . ...
11.2 Witwenpension . . . . . . . . . . . . . ...
11.3 Waisenpension . . . . . . . . . . . ..o

12 Gewinnbeteiligung
12.1 Allgemeines . . . . . . . ..o
12.2 Kontributionsformel . . . . . . ... ..o
12.3 Hardy’sche Zinsformel . . . . . ... .. ... ... ... ...
12.4 Gewinnzuteilung . . . . . .. ..o
12.5 Systeme der Gewinnzuteilung . . . . . . . . ... .. ... ..
12.6 Gewinnverwendung . . . . . . . . ...

13 Rechnungsgrundlagen in Osterreich
14 Embedded Value

15 Stochastischer Zins

53
53
26
o7

58
o8
29
61
62
62
63

64

66

68



1 Vorwort

Die beiden ersten Kapitel diese Skriptums (Versicherung auf zwei Leben,
Vertragsanderungen) wiederholen teilweise Stoff aus der Vorlesung Lebens-
versicherungsmathematik. Die weiteren behandelten Themen sind aus dem
Inhaltsverzeichnis ersichtlich. Die vierstiindige Vorlesung Personenversiche-
rungsmathematik an der TU Wien enthélt z.Z. folgende weitere Teile, fiir die
es separate Unterlagen gibt:

e Erstellung von Sterbetafeln (siche die Papers [8, 9], aber auch Ab-
schnitt 13 dieses Skriptums)

e Pensionskassen (Handout von Hartwig Sorger)
e Fondsgebundene Lebensversicherung (Handout von Martin Krammer)
e Krankenversicherungsmathematik (Skriptum von Karl Metzger)

Ich bedanke mich bei Brigitte Stadler und Verena Kock, die mir ihre Mit-
schriften zur Verfiigung stellten. Teile der geTEXten Mitschrift von Brigitte
Stadler wurden fiir dieses Skriptum verwendet.

2 Versicherung auf zwei Leben

Paar mit Altern z,y, Restlebensdauern unabhingig!, gleiche Sterbetafel fiir
x und y. Lebende Paare, die man aus den lebenden Personen mit Alter x
bzw. y bilden kann:

Uoy =Ly - Uy
Wahrscheinlichkeit, dass das Paar (x,y) nach ¢ Jahren noch lebt:
Covtyrt  Llovt Lyt
tPzy = gw’z = 0 ' Zy = tDx tPy (2.1)

Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Person in den néchsten ¢ Jahren
stirbt:

tqey = 1- tPzy

Wahrscheinlichkeit, dass beide in den néchsten ¢ Jahren sterben:

t9zy = tqz ty

!Gemeinsame Unfiille von versicherten Ehepaaren werden z.B. ignoriert.



Wahrscheinlichkeit, dass nach ¢ Jahren noch mindestens 1 lebt:

ey = L= 1oy = 1= 1Ge 1@y = 1 — (1= px) (1 —1py) = D+ 1Py
Wahrscheinlichkeit, dass nach ¢ Jahren noch genau einer lebt:

P[y lebt, z tot] + P[z lebt, y tot] = ;p, (1 — 1ps) + 1pa(1

VvV
Ereignisse disjunkt

= (Pe + 1Py — 21Dx 1Dy

Alternative Herleitung: (2.3)+(2.1) muss (2.2) ergeben.
Wahrscheinlichkeit, dass der 2. Tod in das t-te Jahr féllt:

t9zy — t—19zy

(nach t Jahren beide tot, im Vorjahr aber noch nicht)

2.1 Kommutationszahlen

Diskontierte Anzahl der lebenden Paare:

mit Diskontierungsfaktor v = .

2.2 Versicherungstarife auf zwei Leben

— Pz tPy (22)

— tDy)

e Erlebensversicherung: zahlt nach n Jahren 1, falls beide Personen leben.

Barwert (stochastisch): v™1{Beide leben nach n Jahren}
Leistungsbarwert:

Elv"1( 3] = v"npuy = n By

Gerber-Notation: A L.
xy.m

Mit Kommutationszahlen:?

1
5 2
n éw-ﬁ-n Ey-i—n Uz(x+y+ n)fa:-&—ngy-&-n

. Daz+n,y+n

E. =" Dz nPy = U =
e niwniy b, 0, U%(ery)gxgy

D

Yy

2Im Rest dieses Kapitels werden Kommutationszahlen nicht verwendet; wir verweisen

auf [14] und die Ubungen.



e Vorschiissige, n-jahrige Verbindungsrente auf 2 Leben: Rente, solange
beide leben, max. n Jahre (Anwendung: Pramienbarwerte)

n—1
.. . k
a:cy:ﬂ - E kDPzyV
k=0

(o]
Fiir n — 00: gy = E kpxy”uk
k=0

e Zahlungen m-mal im Jahr:

3
L

- (m) _ .
Mgy’ = k| Oy

0

B
Il

Zum Faktor m auf der linken Seite: Die Zahlungen der unterjéhrigen
Rente haben den Betrag 1/m, jene der aufgeschobenen Renten auf der
rechten Seite den Betrag 1. Aufgeschobene Renten mittels linearer In-
terpolation:

Gy fuir k=0

kilgy = 4 Ggy —1 k=m

oy — 2 0<k<m

Also:

k=0
. (m) .. m—1
= G e
e n-jahrige Rente:
..(m) - (m) -+ (m)
amy:ﬂ o CLzy n\%y
nEzy&ﬁL,wn
. m—1 . m — 1
= Qgy — “om By ((Zm+n,y+n - W)
m—1
= " — T (1-,.E
awy.m ™M ( n a:y)

nicht unterjéhrige Rente

e Hinterbliebenen-Rente: Uberlebender erhélt nach erstem Tod Leibren-
te (z.B.: “Witwenrente” fiir Unverheiratete). Leistungsbarwert folgt
aus (2.3) (Wk., dass nach k Jahren genau einer lebt):

[e.e]

(kP2 + kPy — 2kDay) " = a, + Ay — 204y
k=1



Verbindungsrente auf letztes Leben (benutze (2.2)):

00 00
Uz = E EPzgl = E (kp:r + kEDy — kpzy) VY =Gy + Ay — Qgy
k=0 k=0

n-jéahrige Todesfallsversicherung: Auszahlung der VS, falls erster Tod
innerhalb von n Jahren.

n—1

\nAxy = Z (kpxy - kJrlpzy) ,UkJrl

k=0
n—1 n

_ k+1 k __ =

= E kPxyV - § kDzyU" = /Uaxy:a - a:cy:ﬂ (2'4)
k=0 k=1

n-jahrige gemischte Versicherung: Zahlung beim 1. Tod, sonst nach n
Jahren. Verwende (2.4):

A:vy:m = Ud:ry:m - a:ry:ﬂ + nEny
= way:a — axy:m
= Vlgym + 1 =Gy =1 - ddwyﬂ, wobei 1 —d =v.
Lebensléangliche Todesfallversicherung;:
Ay =1 — diy,

Einseitige Todesfallversicherung: Nicht symmetrisch. Falls x vor y stirbt,
erhilt y Todesfallleistung. z.B. Paar mit groflem Einkommensunter-
schied. Annahme: Todeszeitpunkt iibers Jahr gleichverteilt, Auszahlung
zum Jahresende. Dann ist der LBW (Ubung)

. [ v Ay
§axy + §pya':c7y+1 - §pxax+1,y - 7

Weitere Tarife, jahrliche Pramien: s. Ubungen.

2.3 Zentralalter

Fiir ein Paar (z,y) wollen wir Z = Z(z, y) bestimmen, sodass pzz X psy. Das
Zentralalter z(z,y) liegt zwischen x und y. Falls dann auch pzz ~ ps, fiir
k > 1 eine gute Approximation ist, so folgt

00 0 0
. k o~ k 2,k
Agy = E EPzyU = § kPzzU = E (kp:?:) v
k=0 k=0 k=0
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Statt einer (z.B.) 100 x 50-Tabelle fiir die Werte d,,, ist dann nur noch eine
Tabelle mit 100 Eintrégen erforderlich. Zur Berechnung von z(z, y) kann man
etwa das Sterbegesetz von Gompertz-Makeham heranziehen:

b, = ksxgcwv

z.B. mit c = 1,1 und s = g = 0,9 (wobei s and g fiir unseren Zweck keine
Rolle spielen). Die Gleichung pzz = ps, hat dann die Losung
c’ + v

2 )

z(z,y) = log,

die natiirlich noch zu runden ist.

2.4 Die Schuette-Nesbitt-Formel

Fiir m Personen mit Altern z,..., 2, definieren wir die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit ;p,, . ., analogzu (2.1), und bezeichnen mit d,, ., den LBW
der entsprechenden Verbindungsrente. Mit tp;[ﬁ],,_@m bezeichnen wir die Wahr-
scheinlichkeit, dass nach ¢ Jahren noch genau n Personen am Leben sind.
Dementsprechend ist dﬁ]w,@m der Leistungsbarwert einer Leibrente, die ge-
nau dann auszahlt, wenn genau n Personen am Leben sind. Wie wir im
Weiteren sehen werden, ist fiir die Berechnung von d%m,xm folgender Satz

niitzlich. Notation: A ist der Vorwérts-Differenz-Operator
Ac=A(cy,...,Cm) = (€1 —CoyCa — Clyevvy Cy — Cr—1).

Satz 2.1 (Schuette-Nesbitt-Formel). Fir Ereignisse By, ..., B, sei N =
S 1p, die Anzahl der Ereignisse, die eintreten. Mit

s ¥ #[)

JC{l,..m}  jeJ

|J|=k
qilt fiir alle reellen cy, . .., cp
> PN =n] =) (Ake) S,
n=0 k=0



Beweis. Mit dem Shift-Operator F := 1+ A erhalten wir

m

Dt Br =2 B > []1s [11s
n=0

n=0 JC{1,...m} jE€J jeJe

|J|=n
= ¥ (Twe) ()
JC{1,..,m} je€J jeJe
=[]0 -15 +15,E)
J=1
=[[1+152)
j=1

:me | 3 1Bj1m...nBjk>A’f.

Im Erwartungswert folgt daraus die Operator-Identitét

> PN =n]E" =) S,Ak.

n=0 k=0
Nun wendet man diesen Operator auf den Vektor (co,...,¢y,) an, woraus
man in der ersten Komponente (Index 0) die Behauptung abliest. O

Fiir den Spezialfall ¢ = (0,1,...,1) erhilt man

(Ake), = {o k=0,

und somit das Inklusions-Exklusions-Prinzip



und

Sg = Z dle ..... xjy (25)

{1,-dk {1, ;m}

Aus Satz 2.1 folgt (setze B; = {die i-te Person lebt nach ¢ Jahren noch})

D el L= (D) Sp
n=0 k=0
Durch Diskontieren und Aufsummieren erhilt man daraus
denill L = (AFe) i (2.6)
n=0 k=0

von genau n Personen kann somit auf Verbindungsrenten zuriickgefiihrt wer-
den.

Beispiel 2.2. Wir betrachten eine vorschiissige Rente fiir vier Leben w, x,vy, 2,
die mit einer Auszahlung von 8 beginnt und bei jedem der ersten drei Tode
um 50% verringert wird. Der Leistungsbarwert ist also

Sdz%]x,y,z + 4d1[1?))]1‘,y72 + 2d1[i}x,y,z + d’E}I}ﬁ,y,Z'
Der Koeffizientenvektor
c=(0,1,2,4,8)
erfillt
((Akc)o)kzo 4 <Oa 10,1, O)

77777

Wegen (2.6) vereinfacht sich der Leistungsbarwert zu
S§+ 5%,
wobei, gemafS (2.5),
Sy = tiw + dg + dy + i,

a e . . .
53 = lway T Gz + uy,z + oy,

Literatur fiir Abschnitt 2: Abschnitt 5.8 in Wolfsdorf [14], Abschnitt 8 in
Gerber [5].



3 Vertragsinderungen

3.1 Riickkauf einer Versicherung

Storno auf Wunsch des Kunden. Versicherer leistet Einmalzahlung (Riick-
kaufswert) und ist dann leistungsfrei.

Laut VVG §176 (1): Riickkaufswert ist fiir Versicherungen zu erstatten,
bei denen der Eintritt der Zahlungsverpflichtung gewiss ist. z. B.: gemischte
Versicherung, ewige Todesfallversicherung. Nicht aber: temporire Todesfall-
versicherung, Erlebensversicherung, Leibrenten (negative Risikoselektion!)

VVG §176 (3): Der Riickkaufswert ist nach den anerkannten Regeln der
Versicherungsmathematik auf Grund der Rechnungsgrundlagen der Prdamien-
kalkulation fir den SchiufS der laufenden Versicherungsperiode als Zeitwert
der Versicherung zu berechnen. Prdamienriickstinde werden vom Rickkaufs-
wert abgesetzt.

Riickkaufswert nach m Jahren:
Rk(m) = ,,V, — Stornoabzug + Uberschussanteile

Uberschussanteile: sieche Abschnitt 12.4. Der Stornoabzug wird vom Versi-
cherer festgelegt.? Gemifs VVG §176 (4) muss er vereinbart und angemessen
sein. Griinde fiir den Stornoabzug:

e noch nicht getilgte Abschlusskosten

e negative Risikoselektion

e Kosten fiir vorzeitige Auflésung von Kapitalanlagen

e Verkleinerung des Bestandes, erhohtes Schwankungsrisiko

Die noch nicht getilgten Abschlusskosten diirfen laut VVG §176 (5) erst nach
5 Jahren voll beriicksichtigt werden, davor nur aliquot.

Aus einem vorzeitigen Riickkauf kann eine Steuerpflicht fiir den Kunden
entstehen (EStG §27 (5) 3.).

3.2 Beitragsfreie Reduktion

Pramienfreistellung; Kunde zahlt keine Pramien mehr, Versicherer erbringt
die vereinbarten Leistungen mit verringerter Versicherungssumme.

37.B. LV-Vertragsgrundlagen der Generali vom Mérz 2017: maximal 8% der Summe
der einbezahlten Sparpramien.
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VVG §173 (1): Der Versicherungsnehmer kann jederzeit fir den Schlufl
der laufenden Versicherungsperiode die Umwandlung der Versicherung in ei-
ne pramienfreie Versicherung verlangen.

VVG §173 (2): Wird die Umwandlung verlangt, so tritt mit dem bezeich-
neten Zeitpunkt an die Stelle des vereinbarten Kapital- oder Rentenbetrags
derjenige Betrag, der sich mach den anerkannten Regeln der Versicherungs-
mathematik auf Grund der Rechnungsgrundlagen der Pramienkalkulation er-
gibt. Die pramienfreie Versicherungsleistung ist fiir den SchlufS der laufenden
Versicherungsperiode unter Beriicksichtigung von Primienriickstinden zu be-
rechnen.

Grundidee: Riickkaufswert finanziert als Einmalerlag die verminderte Leis-
tung. Wir gehen hier und im Rest von Kapitel 3 von einer gemischten Ver-
sicherung aus, die im Alter z fiir n Jahre mit Versicherungssumme 1 abge-
schlossen wurde. Aquivalenzprinzip:

(alte VS) x Rk(m) = (neue VS) x AHm:m

Die Versicherungssumme wird also um den sogenannten Reduktionsfaktor
vermindert:

k
Red(m) := n(iue\\//ss = AR (m) :
alte x—i—mzm
Brutto: Es fallen keine -Kosten mehr an, da kein Inkasso mehr statt-
findet. Die noch nicht getilgten a-Kosten des Vertragsabschlusses sind durch

den Stornoabzug beriicksichtigt. Mit Verwaltungskosten ~ (proportional zur
VS) ergibt sich

(alte VS) x Rk(m) = (neue VS) x (Aerm:W + 7dm+m:m)’

also
Rk(m)

A:H—m:m + ’)/a:cﬁ—mm

Approximation: Falls der Riickkaufswert das Deckungskapital ist (kein
Stornoabzug), gilt Red(0) = 0 und Red(n) = 1, wodurch sich durch lineare
Interpolation

Red(m) =

Red(m) ~ m
n

ergibt. Genauigkeit hangt von Tarif, Laufzeit und Jahr der Reduktion statt
(s. Ubungen).

11



3.3 Verminderung der Versicherungssumme

Alte Versicherungssumme S = 1, nach m Jahren Reduktion auf S’ < S. Hier
kaum negative Risikoselektion.

e Fall 1: S' > Red(m)

— Methode a) Beitragsfreistellung ergibt Versicherungssumme Red(m)
(beachte: alte VS auf 1 normiert). Dann “neuer Vertrag” auf den
Differenzbetrag S” — Red(m). Neue Pramie:

A
P =(8'~Redm)P, == (S~ Red(m))M.

T+m: q

a;t—&-m:ﬂ*m

— Methode b) Wire von Anfang an S’ vereinbart gewesen, so wére
jetzt das DK 57,,V,, und die Pramie wére S’Pz:a. Um wieviel
weniger als das ist die gesuchte Pramie P? Die Differenz (S —
S")m Ve zum tatséchlich vorhandenen DK finanziert eine Leibrente
der Héhe L an den Versicherten. Aus

Lderm:m - <S o S/)m‘/;”

und

L+P=8P,g

folgt
_ /
posp Bk
az—i—m:m
Vergleich von a) und b): s. Ubungen.

e Fall 2: S < Red(m). Dann sind natiirlich keine Pramien mehr zu be-
zahlen. Der Kunde erhélt die Riickvergiitung Rk(m) — S’ AHm:m (al-

so jenen Teil des Riickkaufswerts, der fiir die verminderte VS nicht
bendtigt wird). Insbesondere: Falls S” = Red(m), so handelt es sich um
eine Pramienfreistellung.

3.4 Verminderung der Pramie

Neue Nettojahrespramie P < Px:a'

12



e Methode a) Stelle Versicherung beitragsfrei, “neuer Vertrag” mit Pramie
P. Wenn T die VS des “neuen Vertrages” ist, so gilt

Pd;r—&-mzw = TAz—ﬁ-m:m‘
Neue VS:

Pi
S’::Redon)4—71::Red@n)+-jzfiT;———
Tt+m:n—m

e Methode b) Der (P/P,z)-te Teil des Vertrages lauft weiter wie bis-
her, und aus dem Betrag ,,V(P,5) — P)/ P,z wird eine beitragsfreie
Versicherung gebildet. Neue Versicherungssumme:

P Px:n_P
| P

S =
Pra) P

Red(m).

Vergleich von a) und b): s. Ubungen.

3.5 Erhohung der Versicherungssumme

Negative Risikoselektion! Z.B. bei Ablebensversicherung: Wenn {iberhaupt,
nur nach vorhergehender Risikopriifung.

Hochstzinssatzverordnung §2 (3): Die Zinssdtze gemdfs Abs. 1 [d.h. 2.7,
0.0%] gelten jedenfalls auch fiir die nachtrdglich vereinbarten Verlingerungen
der Versicherungsdauer oder FErhohungen der Prdmie, sofern die Prdmie
um mehr als 25% der Prdamie bei Vertragsabschluss erhoht wird und diese
Erhohung nicht schon ber Vertragsschluss vereinbart worden ist.

e Methode a) Neuabschluss auf Differenz S — S. Neue Prémie ist
!/
SPyq+ (8" — S)Pﬁmzm

e Methode b) Einmalige Zuzahlung EP = (5'—5),,V, zum DK. Ab dann
Prémie S'P, 7 (so, als ob die VS von Anfang an 5" gewesen wiire).

Mit Kosten: a-Kosten (Abschluss) auf (S — 5), f-Kosten (Inkasso):
EP —BEP = (58" = S)(mVz + @)
Also ist der Bruttoeinmalerlag

mVay + o

P = (8= 8)" .

13



e Methode ¢) DK-Vergleich. Gesucht: fiktiver Vertragsbeginn x + 7', so-
dass die gemischte Versicherung zum Alter = + T, Laufzeit n — T" und
VS = 5" zum Zeitpunkt z+m ca. das gleiche DK wie die urspriingliche

Versicherung mit V.S = S hat. T erfiillt

Sm‘/x ~ S/m—TVvac—f—T (+O{(S/ - S))
Jahrliche Pramie: S'P

T+

(3.1)

] Der Approximationsfehler in (3.1) kann

mit der nidchsten Pramienzahlung verrechnet werden.

VS{neu)

1

=2xVS{alt)

VS(att)

05t

Veriragsanderung durch Neuabschlu®

—

geand. Vertrag
{Summe)

urspriinglicher Verlrag
gednderter Vertrag

3
| ——

Andllrung

05

Vertragsanderung durch Zuzahlung zum Dackungskapital

1

05

hlung

|
¥

Anderung

Abbildung 1: DK bei Erhohung der Versicherungssumme (Methoden a), b))

Vertragsdnderung durch Deckungskapitalvergleich

VS(neu) ! !
=2xVS(alt) /
VS(alt) osf 05
0" i 0

Andary alt neu

Ablauftermin

Abbildung 2: DK bei Erhohung der Versicherungssumme (Methode c))

3.6 Verkiirzung der Laufzeit

Auch hier Risikoselektion! z-jéhriger, Versicherungsdauer n Jahre, nach m
Jahren verkiirzen um k Jahre. Neue Gesamtdauer n’ = n — k.

14
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e Methode a) Mit Aquivalenzprinzip:

mvx T de—i—m:n/*m - AJ:—&-m:TL/*m
Neue Pramie

A —
P zhmm —m mvx
i
z+m:m' —m

e Methode b) Mit DK-Vergleich. Suche fiktives Antrittsalter z + 7" mit

m_TV;:+T:n'—T ~ mV"”m

Neue Pramie P
T+

T:n'—T ’

Abbildung 3: Verkiirzung der Laufzeit durch DK-Vergleich

Literatur fiir Abschnitt 3: Kapitel 6 in Wolfsdorf [14], Versicherungsver-
tragsgesetz (VVG).

4 Markowmodell: Grundlagen

Das Modell wird von einer diskreten Markowkette X = (X;);cn, gesteuert,
die den Zustand des Versicherten (oder, bei einer Versicherung auf mehrere
Leben, der Versicherten) beschreibt. Literatur: Koller [12]; hat allerdings
Schwerpunkt auf dem zeitstetigen Markowmodell.
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Definition 4.1. ein stochastischer Prozess (Xi)ier, T C Ny, auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,IP) mit abzihlbarem Zustandsraum S heifst
Markowkette, falls firn > 1,t; < ty < ... < tpi1 €T, 11,...,041 € S mit
P[th = il, ...,th = Zn] >0 g'[/lt

P[th+1 - in+1‘th = 7;”, ...7Xt1 - Zl] = P[th+1 = in+1‘th = Zn]

Die Markoweigenschaft bedeutet also, dass die Zukunft nur von der Ge-
genwart und nicht von der Vergangenheit abhéngt. Die folgenden beiden
einfachen Beispiele dienen nur zur Illustration der Markoweigenschaft; fiir
die Personenversicherung sind sie wenig niitzlich.

Beispiel 4.2. (i) Falls die Zufallsvariablen X;, t € T, unabhdingig sind,
s0 ist (Xy)ier eine Markowkette.

t
(i1) Ein Prozess (X;)ien mit unabhingigen Inkrementen, also X; = Z Z,
k=1

mit unabhdngigen Zy, ist eine Markowkette. Beweis:
P[th+1 — /L.n+1|th — /l.r,“ e ,th — 7/1]
- P[th+1 - th - ?:nJrl - th|th - in, PN ,th — Zl]
- P[th+1 — th — in+1 - in’th - in,th — th—l — Zn - in—l; .. ]
= P[th+1 — Xt, =lnt1 — in|th = in] = P[th+1 = in+1|th = in]'
In der Praxis ist der abzéhlbare Zustandsraum S sogar endlich, z.B.:
e S ={x1} (lebendig, tot)
o S={x 1} = {1} x {5 1} = {(#x), (+1), (1), (1)} fiir Paare
e S={x1,0} (aktiv, tot, invalid)

o S={xTtU{o;:i€l,je J}, wobeio; = invalid aus Ursache j seit
1 Jahren

o S={x1}U{t;}, wobeit; = pflegebediirftig mit Pflegestufe i
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markowkette sind
pij(s,t) =P[X; = j|Xs; =4], i,j€S, s<teT

Die Matrix P(s,t) = (p;(s,t))ijes (wobei natiirlich eine Ordnung auf S

fixiert wird) heiit Ubergangsmatrix.
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Satz 4.3 (Chapman-Kolmogorow-Gleichung). For eine Markowkette X und
s<t<ueT,ikeS mit P[X,=1] >0 gilt:

pzk S, u Zpl] S tpjk t u)
JjES

also P(s,u) = P(s,t)P(t,u).
Beweis. Fiir s =t folgt die Behauptung aus
{1
Analog fiir t = u, sodass wir s < t < u annehmen. Definiere
S*:={j €8S :pij(s,t) >0}
Dann gilt
pir(s,u) = P[X, = k| X, = 1]
=Y PX,=k X, =j|X, =]

JjES
= PIX, =k X, = j|X, =]
JES*
=Y PXy=k X; = j|X, =] . .
= P[X, = ﬂX i
1
-y "“Xt—J’X i| PLX, = j, X, = ]
= X, =1 P[X; = j, X, = i
= Y PIX, = j|X, = i|P[X, = k| X, = j, X, =]
JES*
= Zpij(S;t)pjk(t;U)-
JES*

Die zweite Gleichheit folgt aus dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit,
und die letzte aus der Markoweigenschaft. O]

Die Randverteilungen einer Markowkette lassen sich folgendermafien durch
die Ubergangswahrscheinlichkeiten darstellen.
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Satz 4.4. Der Prozess X = (X,)er ist genau dann eine Markowkette, wenn

n—1

PIX,, =i1,..., Xy, = in) = P[Xy, = 2] [ iy (b trsr)
k=1

firalen>1, ti<teo<...<t, €T, iy,...,i, €S gilt.
Beweis. <=: Falls P[X;, =i1,..., Xy, , = in—1] > 0, so folgt

P[th — l.n,. . 7th — Zl]
P[th71 = Z.nfl, o o ,th — Zl]
_ P[Xt1 = il] HZ; pikyik+1(tk7 tk+1)

P[th = il] HZ;% Pig i1 (tk7 tk+1)
= Pin_1,in (tn—latn) = P[th = in’th—l = Z‘n—l]a

P[th — in‘th_l — 7;”,1, .. ,th — Zl] -

also die Markoweigenschaft.
=—>: n = 1ist trivial. Fiir n > 1 nehmen wir zunéchst

P[th = i17 e 7thfl = Z-nfl] > 0 (41)
an. Dann folgt

]P)[th - il,...,Xt - Zn]

n

P[th = il; . ,th71 == Z-nfl]

- P[th - in’th_l — Z'n,1 o e ,th — Zl]
- P[th - in|th,1 - in—l])
also

]P)[th - Z.lv o 7Xt - /Ln] - ]P)[th - ila .. 7th71 - in—l] pinfl,in (tn—lu tn)

n

Dies ist offensichtlich auch dann richtig, wenn die Annahme (4.1) nicht erfiillt
ist, und die Aussage folgt durch Induktion. O

Der Zeitbereich der Markowkette wird bei uns stets 7" = Ny sein, was wir
im Folgenden annehmen.

Auszahlungsfunktionen: Fiir die Periode [t, ¢+ 1] sind zwei Zahlungen
moglich. Die Zahlung af™(t) wird zu Beginn der Periode geleistet, falls sich X

im Zustand ¢ befindet. Die nachschiissige Zahlung afj"“(t) wird am Ende der
Periode geleistet, falls der Zustand von ¢ nach j iibergeht (i = j ist erlaubt).
Diese Funktionen sind deterministisch.

Pre.

e Beispiele fiir a; **: vorschiissige Renten, vorschiissige Pramien, Erlebens-

leistungen
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e Beispiele fiir aijSt: nachschiissige Renten, Todesfallleistungen

Es folgen einige einfache Beispiele, mit Zustandsraum S = {x,1} =

{lebendig, tot}. Die jeweils nicht erwidhnten Auszahlungsfunktionen sind kon-
stant null.

e Rente ab Alter 65, vorschiissig:

a

Pre(y) — 1 firt>65
* 0 fiir t < 65.

e Ablebensversicherung:
Post o
a*T (t) = 1, t e No.
e nachschiissige Rente:

AP (1) 1 fiirt > 65
0 fiir t < 65.

Zinsen: Der Diskontfaktor (vom Zeitpunkt ¢ auf den Zeitpunkt 0) ist

v(t) = exp ( - /Ot(S(s)ds),

wobei die Zinsintensitit ¢ deterministisch und stetig ist. Diskont von 7 > ¢

auf ¢:
% = exp ( - /t 5(s)ds).

Wir definieren die Zufallsvariablen

1 X, =
I(t) = T ies teN,,
0 Xt%]v

und
Nij(t) =#{s € No: s <t, X, =14, X1 =j}, i,j €S, t€Np.

N;;(t) ist also die Anzahl der Ubergiinge vom Zustand 4 in den Zustand j
(1 = j ist erlaubt) bis ¢.
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Der stochastische Barwert V' (t), t € Ny, der kiinftigen Zahlungen hat
zwei Bestandteile. Vorschiissige Zahlungen, die dadurch entstehen, dass sich
der Versicherte (zu kiinftigen Zeitpunkten) im Zustand j befinden wird:

Vi)=Y %zj(mf%), teN,, jeS.

Nachschiissige Zahlungen, die aus Ubergéingen (j = k ist erlaubt) entstehen:?

V(t,j, k) = Z %ANjk(T)afE“(T).

Wir definieren dann

V() =VEh() =Y V() + Y V(L4 k). (4.2)

jes J.keS

Die entsprechenden erwarteten Barwerte, gestiitzt auf den Zustand ¢, sind

Vi(t, 5) = E[V (¢, 5)|X; = ],
Vi(t, j, k) = E[V (¢, 4, k)| Xe = i,
Vi(t) = E[V (1) X, = i]
= Vilt,j)+ Y Vilt,j.k), i€S. (4.3)
JjeS j,kes

Satz 4.5. (Prospektive Darstellung der Reserven®) Fiirt € Ny und i,j,k € S

qilt
Vitt) = 3 U plt (o) (4.4)
und )
Vit k) = 3 U (4 D). (0)

4Dabei ist ANjk(T) = Njk(T + 1) — Njk(T) = 1{X7—:j,XT+1:k}'

®Dieser Satz ist Bemerkung 4.6.8 in [12]. Ob es sich bei V;(t) tatsiichlich um eine Reserve
(DK), einen Leistungsbarwert oder einen Primienbarwert handelt, hingt natiirlich von der
Definition der Auszahlungsfunktionen ab.
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Bewezs.

und

k:(T) Post ‘Xt — Z:|

= 3 XD BN ()X, = ol (7).

AN (1) = 1|X, = i]

=P[X; = j, Xr 41 = k| X, = i]
PX, =7, X1 =k X =1
- P[X, = 4]
_ PX, =7, X;1 =k X, =1PX, =7, X, =1
PIX; = j, Xy = i] PIX, =]

=P[X: 1 = kX, =4, X, =] P[X; = j|X; =]
= pi;(t, T)pjr(T, T+ 1).
Il

Die rekursive Berechnung der Reserven kann mit der Thieleschen Differen-
zengleichung erfolgen, in der, im Gegensatz zu Satz 4.5, nur die Fin-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeiten auftreten. Es handelt sich i.A. eigentlich um
ein System von linearen gekoppelten Differenzengleichungen. Die Endbedin-
gungen hiangen vom modellierten Versicherungstarif ab. Dabei konnen durch-
aus verschiedene Moglichkeiten bestehen, ein und denselben Tarif im Mar-
kowmodell abzubilden. Zu beachten ist, dass Zahlungen nicht doppelt mo-
delliert werden (also z.B. nicht: Erlebensleistung sowohl als Endbedingung
ans Deckungskapital als auch als Auszahlungsfunktion af°"). Die Giiltigkeit
der Thieleschen Differenzengleichung ist intuitiv unmittelbar einsichtig. Der
Beweis verwendet die Chapman-Kolmogorow-Gleichung (Satz 4.3).
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Satz 4.6. (Thielesche Differenzengleichung®) Fiir t € Ng und i € S gilt

Vilt) = af"™ () +

M S+ D0 + v+ ). (@0

Beweis. Aus (4.3), (4.4) und (4.5) folgt

ZZ})U (t, 7 < Pre )+ Zv T4+ D)pji(7, 74+ 1)a POSt(T)>.

T>t]€S keS

Beim Summanden 7 =t ist p;;(t,7 = t) = 0 fiir j # ¢, also

v(t 1
V; Pre + Z + t t+ 1) Post(t) (47)
keS
Z Zp” (t, 7 < Pre —i—Z T+ Dpji(1, 7+ 1)a POSt( )>
7'>t+1 j€es kes
(4.8)

Die Summe }_, ¢ in (4.7) findet sich in (4.6) wieder (als } ;). Nun setzen
wir die Chapman-Kolmogorow-Gleichung

pij(t,7) szl (t,t+ Dp(t+1,7)
les

in die verbleibende Summe »_ ., in (4.8) ein:

Z pr (t,7 < Pre —|—Z T+ 1)pjr(r, 7+ 1)a POSt(T))

7->t+1 jES keS
1
(—)z DY Somiri 1
les r>t+1 jES
(o) (7) + 3" v(r + Dpsalr, 7+ Dl (7))

kesS

= U—thﬂ@,H 1>(Zv(t OV +1,5) + D ot + DVit+ 1,5, k))
jES 7,kES

+1).
les
Bei der vorletzten Gleichheit wurde wieder Satz 4.5 verwendet. O

6Satz 4.7.3 in [12]

22



Beispiel 4.7. Gemischte Versicherung mit VIS = 100.000, Eintrittsalter 35,
Vertragsende 65. Ubergangswahrscheinlichkeiten von X erhdlt man aus Ster-
betafel. Auszahlungsfunktionen:

100. t
affSt(t) = { 00-000° 1 < 65 (Todesfallleistung)

0 sonst

100.000 ¢ =64
ali(t) = { (Erlebensleistung)

kk
0 sonst

Endbedingung fiir Thiele: V.(65) = 0. Thielesche Differenzengleichung:

Vi) = v(f;(;l)

35 <t < 64.

(peslt £ ) (@27 (0) 4 Va4 1)) + paglt, £+ Dalf (1),

Damit rekursive Berechnung von V,(35).

Beispiel 4.8. Alternative Darstellung von Beispiel 4.7: af*t = 0, stattdessen

Endbedingung V. (65) = 100.000. Thielesche Differenzengleichung:

Vi(t) = ”(f}(;l)

Zur Berechnung des Pramienbarwerts mit jahrlicher Pramie P in Bei-

spiel 4.7 setzen wir
P t<65
al™(t) = { )

0 sonst

( (Gt DV + 1) + pu(t t+ 1)affst(t)>, 35 < t < 64.

Pre,P

*

Pre,Pramie
*

(Falls gewiinscht, konnte auch eine Notation wie z.B. a oder a
gewihlt werden.) Thielesche Differenzengleichung (mit Abhéngigkeit von P
in der Notation fiir V):

v(t+1)

VPrémie t. P) = Pre t
* ( ) ) a, ( >+ ”U(t)

Dis (t, t + 1)‘/*Priimie(t + 1)

Oder prospektiv:

réamie v re
vErame(, Py = mp**(tﬁ)af (7)
>t



Laut Aquivalenzprinzip gilt
‘/*Leistung<35> _ V;Prémie (35, P) —_ V;Prémie (357 1) . P,

also Leist
e1stun
\%; g

- VkPramie(35’ P = 1) ’

P

Beispiel 4.9. Invalidititsrente. Zustandsraum S = {*,0,T} (aktiv, invalid,
tot), vorschiissige Invalidenrente bis zum Alter 65. Auszahlungsfunktion:

1 t<65
-

0 sonst.

Thielesche Differenzengleichung(en) fir die Leistungsbarwerte:

Vi(t) = —”(Z&_)D

Vo(t) = ag™(t) +

(p**(t,t+ DVilt + 1) + pao(t,t + DVa(t + 1))

v(t+1)
v(t)

Diese Rekursionen gelten bis t = 64, mit Endbedingungen V,(65) = V,(65) =
0. Zur Berechnung des Primienbarwerts definiere at**f = 0 und

1 t<65
aPre,P(t> — {

(poo(t, tH DVa(t+ 1) + poult,t + Vit + 1))

* 0 sonst.

Thiele fiir die Prdamienbarwerte:

v(t+1)
v(t)

(p%(t,wr DVE(t + 1) + por(t,t + VPt + 1)).

VP(t) _ CLPre’P(t) +

* *

(Pt £+ DVE (1) + prolt, b+ DVE(E+1)),

P v(t+1)
VZ> (t) - U(t)

Laut Aquivalenzprinzip ist die Primie fir eine Invalidenrente der Hohe R

_RV.1)
BRGOR

Man beachte bei diesem Beispiel, dass die Beriicksichtigung einer positiven
Reaktivierungswahrscheinlichkeit pe.(t,t + 1) kein Problem darstellt. In der
klassischen Pensionsversicherungsmathematik wird diese oft vernachldissigt.
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Beispiel 4.10. Wir betrachten eine Versicherung auf zwei Leben. Zustands-
raum S = {(xx), (x1), (T%), (1)}, Diskont v(t) = v* konstant. Wir verwenden
die naheliegende Notation Vi(ti,ts) usw. fiir ein Paar im Alter (t1,ts).7

e Variante 1: Rente, sobald 1. Person (gemeint ist die Person, die das
Alter t; hat) das Alter 65 erreicht, und nur solange beide am Leben

sind.
0 t; <65
Pre 1
a ti1,t2) =
(o1, 12) {1 t, > 65.

e Variante 2: Rente, sobald 1. Person das Alter 65 erreicht, aber erst ab
Tod der 2. Person.

1 ¢t >65
Pre 1=

a t1,19) =
(*T)( 1 2) {0 £, < 65.

Thielesche Differenzengleichung (fir beide Varianten); setze zur Abkiirzung
t= (tl,tg) und t+1 = (tl + 1,t2 + 1)

Vi () = a5 () + Pasy, (60 (B)0 Vi) (4 1) F Py () ()0 Vi) (8 + 1)
Vit (8) = a0 () + sty 1) ()0 Vi (E + 1),
Eine explizite Endbedingung an 'V ist nicht nétig, falls die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten auf die Zustinde S\ {(11)} am Ende der Sterbetafel null
gesetzt werden.

Beispiel 4.11. (Anwartschaft auf Invaliden- und Altersrente im Markow-
modell) Ein Arbeitnehmer soll bei Invaliditit eine Rente der Hohe o erhalten
(lingstens bis zum Pensionsantrittsalter), und bei Pensionsantritt im Alter
65 eine Rente der Hohe 1. Der Zustandsraum ist

S ={x,0,T} (aktiv, invalid, tot).

Wir nehmen eine konstante Zinsintensitit an: v(t) = v'. Statt einen eige-
nen Zustand fiir Personen im Pensionsalter einzufiihren, setzen wir folgende
Endbedingungen fest:

V.(65) = V,(65) = des.
Die Anwartschaft V.(t) eines Aktiven auf Invaliden- und Altersrente kann
dann gemaj$ Satz 4.6 durch folgende Rekursionen berechnet werden:

Vi(t) = opus(t,t + DVt + 1) + opio(t,t + D)V (E + 1), ¢ <65,
Vo(t) = o+ 0pso(t, t + 1)Vo(t + 1) + vpei (8,6 + 1)Vi(t + 1), ¢ < 65.

"Das ist natiirlich nicht notwendig; andernfalls miisste man allerdings klarstellen, wes-
sen Alter man mit ¢ in V;(¢) meint, und die Definitionen der Auszahlungsfunktionen wiirden
etwas komplizierter.

25



5 Momente und Verteilungsfunktion des Bar-
werts

Nicht nur der Erwartungswert, sondern auch die hheren Momente des
stochastischen Barwerts konnen rekursiv berechnet werden.

Satz 5.1. (Differenzengleichung fiir die Momente®) Es seip > 1 eine natiirliche
Zahl, und wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle vorschiissigen Aus-
zahlungsfunktionen al™ null sind.® Dann gilt firt € Ny und i € S

E[V(£)"| X, = ]

S S NAEEID (Z) (al™ ()" "BV (£ + DFXes = 4.

vty 4 =0
(5.1)

Beweis. Wir definieren

L, = (:)1) 3 AN(#akt ().

(%
j,keS

Berechnung der Differenz v(¢)V(t) — v(t + 1)V (¢t + 1) nach Definition des
stochastischen Barwerts V (t) liefert (beachte a}™ = 0)

V() = ”(Z(;l)

Wegen >, ¢ I;(t +1) = 1 folgt daraus

V(t+1)+ L.

v(t)

und wir erhalten fiir die pte Potenz

V() = Ep: <z) (% SO+ DV + 1)>ka—’“
jes

v = D S L+ )V (E+1) + Ly,
jeSs

k= 9 2 b DUVt

8Satz 5.4.1 in [12]

9Die hoheren Momente sind vor allem fiir das Risikomanagement interessant, und
fiir diesen Zweck koénnen z.B. vorschiissige Zahlungen in ausreichender N&herung in
nachschiissige verwandelt werden. Auch ohne diese Annahme kann natiirlich eine (kompli-
ziertere) Rekursion hergeleitet werden.
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Nun betrachten wir das pte Moment von V' (¢):

V()| X
:i< ) ”1 ZE (t+ DV (E+ 1)FLrF X, = 4]
-2 () Beloe s M%%@M)p—%:4
- t(+> : Z( >Z(afj‘)“(t))p_kEUj(H1)V(t+1)’“!Xt:z']. (5.2)

Um den hier auftretenden Erwartungswert zu berechnen, bedingen wir statt
auf X, = 7 zunéchst auf die von X, erzeugte o-Algebra:

E[L;(t + D)V (t + 1)1 X)) = E[E[L(¢ + DV (t + 1) X, Xod] Xt}

—E[Lt+1)E[V

(

= E|L(t + DE[V(t + 1!X,, Xo] Xt}
( _
(

)

)

DR XX

_ E:] (t+ DE[V(t + 1)F|[ Xpps = j ‘Xt]
=E[V(t+1)" X1 = 5] P[Xer1 = 51X, (5.3)

wobei die dritte Gleichheit aus der Markoweigenschaft folgt. Wir benutzen
jetzt (5.3) in (5.2) und erhalten (5.1). O

Zur Berechnung von Risikomaflen kann es erforderlich sein, die Verteilung
(und nicht nur die Momente) des stochastischen Barwerts zu berechnen. Wir
bezeichnen die bedingte Verteilungsfunktion mit

Pi(t,u) =PV (t) < u|X, =1].

Satz 5.2. (Rekursion fir die Verteilungsfunktion des stochastischen Bar-
werts'®) Fiirt € Ny, i € S und u € R gilt

3 Pre Post
]%;p,j (t,t +1)P, (t+ 1, (t(+)1) (u—af™(t)) — af, (t)). (5.4)

Beweis. Wir definieren die Ereignisse (I € S)

A={V({#t)<u}), Bi={X.n=1}, C={X, =i}

0Gatz 5.5.1 in [12]
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Aus der Identitat
P[AN B)|C] =P[A|B, N C] P[B|C]
folgt
Pi(t,u) = P[A|C]
=Y PlANB|C]

les

= P[A|BINC] P[B|C]
les

= sz'l(t, t+ PV (L) <ulXy =14, Xppq = 1] (5.5)
les

Berechnung der Differenz v(t)V (t) — v(t + 1)V (¢t 4+ 1) nach Definition des
stochastischen Barwerts V' (¢) liefert (vgl. den Beweis von Satz 5.1)

v(t+1) re( t—i—l os
V(t) = <t 1)+ Iit)a; ZA t)abet(t).

U( ) jes j,kes

Wir verwenden dies in (5.5) und erhalten (Markoweigenschaft)

= palt,t+1) [ vt (Jr)l)V(tJrl) af™e(t)

t+1
o+ )CLZOSt(t) < U‘Xt =1, X1 = l}

v(t)

= palt,t+1 ]P[ (t(J;>1)V(t—|—1)+@fre(t)

V(E+ 1) pos
W@Z t(t) S U‘Xt+1 = l]

= Lttt +DR(+ 1 A (o= af(0) - o).

]

Um aus (5.4) tatsdchlich einen Algorithmus zu erhalten, muss eine geeig-
nete Diskretisierung gewéhlt werden. Z.B. kann man zunéchst Punkte fest-
legen, an denen man Werte von Pi(t,-) berechnen mochte. An der rechten
Seite von (5.4) liest man ab, fiir welche v man dann P;(t +1,-), j € S,
bendtigt, usw., bis man bei der (bekannten) Verteilungsfunktion zu Ver-
tragsende ankommt. Einfacher zu implementieren ist eine (zeitunabhéngige)
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dquidistante Unterteilung, wobei das zweite Argument von P; in (5.4) auf
den néchstgelegenen Diskretisierungspunkt gerundet wird.

In einfachen Féllen kann die Verteilung des Barwerts explizit berechnet
werden:

Beispiel 5.3. Wir betrachten eine gemischte Versicherung mit Ablebens-
leistung 100.000 und Erlebensleistung 200.000 im Alter 65. Der Diskontfak-
tor v = 1/(1 + 1) ist konstant mit i = 0.01. Gesucht ist die Verteilung des
Barwerts im Alter x = 30. Der Barwert ist

100.0000% T, < 35,
V(30) = { !

200.000v% T, > 35,

wobei T, die Restlebensdauer ist. Der Barwert der Ablebensleistung ist ma-
ximal 100.000, was kleiner als der Erlebensbarwert

ap := 200.000 v*° = 141.183
ist. Fir oo > aq gilt also P[V(30) < o] =1, und fir 0 < a < ag gilt

log(v/100.000)

P[V(30) < a] = P[T, < 35, 100.000v™ < a] =P
log v

<T, < 35].

Die Verteilungsfunktion hat also bei ag einen Sprung.

6 Markowmodell: Unterjihrige Zahlungen und
weitere Beispiele

Wir betrachten eine vorschiissige Rente, bei der m-mal im Jahr 1/m ausge-
zahlt wird. Die unterjdhrige Uberlebenswahrscheinlichkeit sei

(m)

pl 1/m

=P

d.h. die Sterbeintensitét ist {iber das ganze Jahr konstant.!’ Der Einfachheit
halber verwenden wir die klassische Notation p, statt p..(x,z + 1), und neh-
men an dass der Diskontfaktor v konstant ist. Der Rentenbarwert erfiillt die

Bypy = exp(— [ g ds) = exp(—tpa) = (pa)t, t € [0,1].
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Rekursion

1 1
Vi(t) = — +pi"o' VL <t + _)
m m
L (o m) ¢
== (0™ +pVi(t+1)
m
k=0
1 m—1
- (va>k/m + vav*<t + 1)
m
k=0
Fiir die Funktion
m—1 m—1 k
f(Z) _ Zk/m’ f/(Z) — _Zlc/mfl7
k=0 =1
verwenden wir die Taylorapproximation
, m—1
fE) =)+ fA)(z-1)=m+ (z—1)
und erhalten (ndherungsweise) die Rekursion
m+1 m—1
Vi)~ < Vit +1 )
1)~ " g po (T 4 Vi)

Ubung: Vergleich mit der klassischen Approximation

Q0 & g — Tt (L= ).

Wir betrachten nun garantierte Renten (Beispiel 6.1) und danach DK-
Riickgewéhr (Beispiele 6.2 und 6.3).

Beispiel 6.1 (Garantierte Rente). Ab Alter 65 soll eine Rente gezahlt wer-
den. Sofern der Versicherte das Rentenantrittsalter erreicht, sollen die ersten
zehn Rentenzahlungen auf jeden Fall geleistet werden. Dazu definieren wir
den Zustandsraum

S = {x,1,>} = {lebendig, Tod vor 65, Tod ab 65}.
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

Pes(t) = 1 — qu,
qt t <65
«(t) =
st (1) {0 ¢ > 65,
(0) = 0 t<65
PN >0,
pit(t) =1,
pe>(t) =1

0 t<65
aPre(t> :{ <

1 t>65,
1 tel6b,75]
aPre t) = 9 )
2 (*) 0 sonst.

Thielesche Differenzengleichung fiir i € {x,>}:
Vi(t) = al™(t) + vpi(t, t + DVi(t + 1) + vpis (£, t + 1)Va(t + 1).

Beispiel 6.2 (DK-Riickgewéhr). Bei einer Leibrente ab Alter 65 wird im
Todesfall das Deckungskapital (zu Beginn der Periode) ausbezahlt. Die Ver-
sicherung wird durch Einmalerlag finanziert. Die Rekursion ist dann

Vi(t) = vpu(t,t + DVt + 1) 4+ pug (t, 6 + 1) VA(E), € < 65,
Vi) =1+ opu(t, t + D)Vi(t + 1) + pt (8, t + 1)Vi(t), ¢ > 65.

Auflosen nach V,(t) ergibt

C upw(t t+ 1)VL(E 4 1)
 l-patt+1)
T opn(tt+ 1)Vi(t+ 1)
B 1—pa(t,t+1) ’

t < 65,

t > 65.

Der Fall periodischer Primien ist komplizierter; siche Ubungen.
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Beispiel 6.3. Bei einer Witwenrente gegen Einmalerlag wird das DK riick-
gewdhrt, falls die Frau stirbt, bevor der Mann 85 wird. Notation wie in Bei-
spiel 4.10.

VD) (55) Vigw) (T 1) - UDpwn) (5) Vg (B 4+ 1
Vi () = 2200 N (D) +0peain VimE+D) o

L= Pty = Pl (i)

Vit (8) = 1+ 0pgay i) Vign (E+1).

Die Zeitpunkte bei den Ubergangswahrscheinlichkeiten sind natirlich iberall
(t,t+1).

7 Markowmodell: Ausgleich im Kollektiv

Bei einem groflien Bestand kann der Versicherer annehmen, dass sich der Ge-
winn pro Vertrag seinem Erwartungswert annéhert. (Das stimmt natiirlich
nur, wenn die verwendeten Rechnungsgrundlagen “korrekt” und von zweiter
Ordnung, also realistisch und nicht vorsichtig kalkuliert sind.) Als Rechtfer-
tigung dient das Gesetz der groflen Zahlen.

Satz 7.1 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen, Kolmogorow 1930). Es sei
(Xn)nen eine Folge von integrierbaren iid Zufallsvariablen. Dann gilt

1
lim —
n—oo M

> X =E[X)] fs.
k=1

Wenn die X,, die Aufwendungen sind, erleidet der Versicherer also mit
Einmalpramie E[X;] und Bestandsgrofie T oo im Mittel f.s. keinen Verlust.

Uber die Wahrscheinlichkeit, trotz einer Primie a > E[X;] im Mittel Ver-
lust zu machen, gibt folgender Satz aus der Theorie der grolen Abweichungen
(large deviations) Auskunft:

Satz 7.2 (Satz von Cramér, 1938). Es sei (X, )nen eine Folge von iid Zu-
fallsvariablen mit

o(u) :=E[e**] < 00, ueER. (7.1)
Dann gilt fir alle a > E[X;]
lim ~ 1ogxp>[l ixk > a} = —I(a) (7.2)
n—oo N n Pt - ’
wobei
I(z) :=sup(uz — log ¢(u)), =z€R. (7.3)
u€R
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Die Wahrscheinlichkeit in (7.2) féllt also exponentiell:

P[% Zn:Xk > a} =exp(—I(a)n+o(n)), n— oo.

Interpretation: Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass der mittlere Verlust po-
sitiv ist, unter der Voraussetzung, dass als Einmalprédmie fiir jeden Vertrag
a > E[X;] verlangt wurde. Die Voraussetzung (7.1) ist insbesondere erfiillt,
wenn X; nur endlich viele Werte annimmt.

Beweis der oberen Abschitzung in Satz 7.2. Firu > 0 gilt (Markow-Ungleichung)

1 - un(LS°® —a
IP’[; Y X > a} < E[l{%zzzlxw}e (230, Xi—a)
k=1
S E [eu(zzzl Xi—na)
— e—nuaE[euX1]n
7n(ua710g¢>(u)).

=€

Daraus folgt

P[l § Xk > ai| < inf e*n(uaflogqﬁ(u))
n
k=1

u>0

— e SUp,, >0 (ua—log ¢(u))
g einl(a) . (74)

In der letzten Gleichung wurde verwendet, dass fiir z > E[X;] das Supremum
in (7.3) dquivalent iiber u > 0 gebildet werden kann (Ubung). Aus (7.4) folgt
nun

n—oo T

1 1 <
limsup—logIP’[— 5 X > a] < —I(a).
n
k=1
Die untere Abschétzung

1 1«
liminf —log P~ 3" X, > a] > -1
iminf — log nZ r>al > —I(a)

n—oo M
k=1

ist schwieriger zu beweisen, sieche etwa [4]. O

Obwohl Satz 7.1 in diesem Zusammenhang mitunter angefithrt wird, ist
diese Version des LLN (law of large numbers) fiir die Lebensversicherungsma-
thematik schlecht geeignet. Zwar ist es vertretbar, die Restlebensdauern der
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Versicherten als unabhéngig anzunehmen, wobei gewisse Risiken (etwa Epi-
demien und Naturkatastrophen) vernachldssigt werden. Die Annahme iden-
tischer Verteilungen ist jedoch nicht realistisch. Der Bestand miisste dazu in
Gruppen aufgeteilt werden, innerhalb derer Alter und Vertragstyp (inklusive
Versicherungssumme!) gleich sind. Diese werden jedoch i.d.R. zu klein sein,
um den Limes n — oo zu rechtfertigen. Wir verwenden deshalb folgende
Variante von Satz 7.1, die ebenfalls von Kolmogorow stammt:

Satz 7.3. Es sei (X,)nen eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit

1
EVar[Xn] < 00.
n=1

Dann gilt

n

o1
nlggoﬁ Z (Xy —E[Xi]) =0 fs.
k=1
Wir nehmen nun an, dass fiir jedes n € N ein Markowmodell wie in
Abschnitt 4 gegeben ist, bestehend aus:

e Zustandsraum S"

e Markowkette (X[")ien,

e Auszahlungsfunktionen a7, afy, 1,5 € S"
Beachte, dass wir fiir die Auszahlungsfunktionen der Einfachheit halber a
und aj; statt ay ™™ und aZOSt’” schreiben. Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
und der Diskont v sind natiirlich unabhéngig von n. Mit V" (t) und V*(t)
bezeichnen wir die geméfl (4.2) bzw. (4.3) definierten Barwerte. Interpreta-
tion: Die Auszahlungsfunktionen sollen sowohl Leistungen als auch Pramien
enthalten (letztere mit negativem Vorzeichen), sodass V" (t) der Verlust des
Versicherers aus dem nten Vertrag ist. Der Zins v und die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten der X" sind Rechnungsgrundlagen erster Ordnung, also vor-
sichtig gewéhlt. )

Weiters sei eine zweite Zinsintensitét 6 (best estimate) gegeben, und

B(t) = exp ( - /Otg(s)ds>,

sowie fiir jedes n eine Markowkette (X7*)ien,, wobei V*(t) und V/*(t) die
mit X" und & gemiB (4.2) und (4.3) definierten Barwerte sind. Dieser Zins
und die Ubergangswahrscheinlichkeiten von X" sind Rechnungsgrundlagen
zweiter Ordnung, also realistisch geschétzt.
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Annahme 7.4. (i) Es gilt

Vi) <V™Mt), nmeN, teNy, ieS" (7.5)

(i1) Die Michtigkeit der Zustandsrdume ist beschrdnkt, es gibt also Syax mit
|S™ < Smax flir n € N,

(i1i) Es gibt tmax € N und amax > 0, von n unabhdingig, mit

ai(t) = aj(t) =0, t>tna, n €N,

(]

und
lai ()| V a5 (t)] < amax, n €N, 4,5 € 85", t €N

() Die Markowketten X", n € N, sind unabhingig.

Interpretation von (7.5): Der vorsichtig kalkulierte Verlust ist mindestens
so grof} wie jener nach “best estimate”-Annahmen.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes verwenden wir folgende Notation.
Fiir eine beliebige Zufallsvariable Z und A € F mit P[A] > 0 definieren wir
die Zufallsvariable Z|4: Der W-Raum (', ', P’) ist definiert durch ' = A,
F' ={FNA:F € F} (Spur-o-Algebra) und P’ = P[] /P[A]. Dann ist Z| 4 die
Einschrankung von Z auf € = A. Der Erwartungswert der eingeschriankten
Zufallsvariable ist der bedingte Erwartungswert der Zufallsvariable:

E’[Z\A]:/,ZdP’:ﬁ//ZdP
E[1,47]

PlA]

= E[Z|A]. (7.6)

SchlieBlich sei eine Folge (iy,)nen mit 4, € S™ fiir alle n gegeben, welche den
aktuellen Zustand der Versicherten modelliert. Fiir ¢ € Ny definieren wir das

Ereignis
oo

Aty = (X! =in} € F.
n=1
Aus dem Gesetz der grofien Zahlen folgt nun, dass der mittlere Verlust des
Versicherungsportfolios fast sicher nicht positiv ist. Es gilt also f.s. V*(¢) <
V/Z(t) “im Mittel”.

Satz 7.5. Es gelte Annahme 7.4. Fiziere t € Ny. Falls P[A(t)] > 0, so gilt
1~ o
P[timsup — > (V(t) = ViE®) < 0[A@)] = 1.

n
n—00 1

35



Beweis. Aus (7.5) folgt

timsup > (VE(0)Lay — VD) < timsup =37 (P (0)]ac) — VE().
k=1 k=1

n—oo N n—soo N
(7.7)

Wie in (7.6) dargelegt, gilt
E'[V*(t)law] = EVF(#)A®)], keN.
Wegen der Unabhingigkeit der Markowketten X" folgt
E[V(1)|A®)] = E[VFO)IXF =i = Vii(t), keN.

Es ist leicht zu sehen (U~bung),~dass aus Annahme 7.4 die Beschranktheit von
Var[V"(t)|A(t)] = Var[V"(t)|X}* = i] folgt. Insbesondere gilt

3 %Var[f/”(t)M(t)] < 00

Aus Satz 7.3 folgt also, dass der Mittelwert %Zzzl auf der rechten Seite
von (7.7) P'-f.s. gegen 0 geht, und somit

IR
1; - <V’f ¢ — V(¢ ) <0 P-fs.
13;801;1p " ,;:1 () aw (1)) < S

Wir erhalten

P[lim sup ~ zn: (V) — VE() < o(A(t)}

]P’[lim SUp, o0 L S0 (VR() — VE()) <0, A(t)}

) PlA(?)]
— P [timsup % > (Vi) - Vi) <0 ol
_p [nzni? % i (Vk(t)]A(t) — (t)) < o} ~1. O

Auch von Satz 7.2 gibt es geeignete Verallgemeinerungen [6] fiir nicht
identische Verteilungen, worauf hier jedoch nicht weiter eingegangen werden
soll.
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8 Pensionsversicherung: Barwerte und Anwart-
schaften

Drei-Saulen-Modell:
e Staatliche Pensionsvorsorge
e Betriebliche Pensionsvorsorge
e Private Pensionsvorsorge

Die osterreichische staatliche Pensionsvorsorge basiert auf dem Umlagever-
fahren: Die Zahlungen werden durch die aktuellen Beitrige finanziert, wo-
bei die entstehende Liicke aus dem Bundesbudget gedeckt wird. Vorteil z.B.:
Kein Deckungsstock. Nachteil: Empfindlich gegeniiber demographischen Ver-
anderungen.

Fiir die betriebliche und private Pensionsversicherung ist die Berechnung
von Barwerten (sog. “Anwartschaften”) von Alters-, Invaliditéts- und Hin-
terbliebenenpensionen von Interesse.

8.1 Invaliditat

Historisch: Definition je nach physischer Beeintréchtigung (“linker Arm gelahmt”
etc.). Heutige Definition ckonomisch: Verlust an Erwerbseinkommen (z.B.
50% invalid). Einteilung:

e voraussichtlich dauernd/temporar
e total/partiell (z.B. 50%)

Risikoversicherung, kein Erlebensfallkapital. Es ist also méglich, dass der Ver-
sicherte keine Auszahlungen fiir seine Beitrédge erhélt. Dies stellt einen An-
reiz dar, Invaliditdt vorzutduschen. Es zeigt sich auch, dass in wirtschaftlich
schlechten Zeiten die Invaliditétsraten steigen [13].

Staatliche Invaliditédtsversicherung: Fiir Arbeiter gilt der Begriff “Inva-

liditat”, fiir Angestellte “Berufsunfihigkeit”. Ca. 20% der Osterreichischen

Pensionisten beziehen eine Berufsunfihigkeits- oder Invalidititspension.!?
Voraussetzungen fiir bis 1963 Geborene (vereinfacht):

e Die Invaliditdt wird voraussichtlich sechs Monate andauern (&érztliche
Begutachtung)

2Im Folgenden schreiben wir der Einfachheit halber nur “Invaliditit” statt “Invaliditit
oder Berufsunfihigkeit”.
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e Umschulung nicht sinnvoll

e Mindestzahl an Versicherungsmonaten

e Noch kein Anspruch auf Alterspension

Statt des ersten Punktes gilt fiir ab 1964 Geborene :
e Die Invaliditat ist voraussichtlich dauerhaft

e Sonst wie oben

Die Pensionshohe richtet sich nach Versicherungsdauer und Einkommen.
Unbefristete Invaliditdtspension bei drztlicher Festellung dauernder Invali-
ditéat. Befristete Invaliditatspension nur fiir vor 1964 Geborene, fiir Jiingere
Rehabilitationsgeld.

Private Invalidititsversicherung:

e Zusitzliche Absicherung (staatliche Pension geringer als letztes Ein-
kommen)

e Moglich: Keine Mindestversicherungszeit
e Moglich: Pension auch dann, falls gerade kein Beruf ausgeiibt wird

e Moglich: Pension auch dann, wenn laut Sozialversicherung in einen an-
gemessenen, moglicherweise aber schlechter bezahlten Beruf gewechselt
werden konnte

8.2 Barwerte

Wie in einem groflien Teil der Literatur zur Pensionsversicherungsmathema-
tik iiblich, verwenden wir die klassische Notation. Natiirlich kénnen alle hier
behandelten Probleme mit dem Markowmodell abgedeckt werden (s. Ab-
schnitt 4 und die Ubungen). Pensionsbarwerte fiir Personen, die z.Z. noch
keine Pension beziehen, aber bei Eintritt gewisser Ereignisse (Invaliditét, Er-
reichen des Antrittsalters) Anspruch auf eine solche haben, werden auch als
Anwartschaften bezeichnet.

Das Pensionsantrittsalter bezeichen wir mit w, z.B. w = 65. Die einjdhrige
Invalidisierungswahrscheinlichkeit ist i,. Die Wahrscheinlichkeit, als Aktiver
n Jahre zu iiberleben, ist ,,p$. Reaktivierung wird vernachléssigt.
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Aktivitidtsrente (Anwendung: Pramienbarwert):

Die Wahrscheinlichkeit, als Invalider n Jahre zu iiberleben, ist ,p’. Es gilt
pLo< Pl + i,

(Die einjéhrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Invaliden ist kleiner als

die eines Aktiven. Letztere setzt sich zusammen aus Verbleib in der Aktivitét

und Invalidisierung.)
Invalidenrente (fiir einen Invaliden):

w—x
a, = Z kP, U
k=0

Unterjéhrig:
. . m — 1 .
i =i~ ML)
2m
Anwartschaft auf Invalidenrente (fiir einen Aktiven):'?
w—z—1
agy' = Z KD Gty Gy gy g OFT
k=0

Falls Invalidisierung zur Jahresmitte (i linear interpolieren):

x+k7%

w—x

vai a - i
Ay, = E kf%p:(: lotk-1 aa:—l—k—% v
k=1

1
k=3

Anwartschaft auf Altersrente:

1. Antritt als Aktiver: dgA = oaPl Gy VT

—X

w—x
. . Lo A o a - Z . w
2. Antritt als Invalider: 43" = E k—1Pr loth—1 w—(atk—1)Pryr-1 Gw ¥
k=1

(Notation mit zweimal Superindex i, weil a%4 die gleich folgende Gesamt-

Anwartschaft bezeichnet)

Anwartschaft eines Aktiven auf Invaliden- u. Altersrente:

atA _ cai - aA > qit A
a, =a, +a, +a, .

13Die Notation ist nicht einheitlich. Wir verwenden das Superskript a fiir “aktiv”. In
manchen Quellen steht es aber auch fiir “anwartschaftlich” oder “Alters-”.
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8.3 Witwenrente

Individualmethode: Wir betrachten ein Ehepaar im Alter x (Mann) und y
(Frau; Witwerpension analog). Notation:

q, - .- Sterbewahrscheinlichkeit einer y-jéhrigen Witwe,
h, ... Wahrscheinlichkeit, dass y-jihrige Witwe im néchsten Jahr heiratet,
p, =1—gq, — h, ... Wahrscheinlichkeit, dass Witwe unverheiratet iiberlebt.

Witwenrente:

o w k
ay —kay?]

k>0
Abfertigung bei Wiederverheiratung:
AWh Z KDy Ty U

k>0

Witwenrente mit Abfertigung a:

iy =y + aA)" (8.1)

Anwartschaft (z aktiv, stirbt als Aktiver; Invaliditéit s. Ubungen):

w—zx—1
aaW W
a’z|y § kD5 qx+k k+1Dy Qyypy1 VU
k=0

k+1

Nachteile der Individualmethode: Das Alter des Ehepartners muss bekannt
sein. Scheidungen und spéter hinzukommende Ehegatten werden vernachléssigt.

Kollektivmethode: Einfacher, fiir Praxis bedeutsamer als Individualme-
thode.

h, ... Wahrscheinlichkeit, dass x-Jahriger verheiratet ist,
y(x) ... Mittleres Alter der Ehefrau beim Tod des z-jahrigen Gatten.

Kollektive Anwartschaft (Definition von d,” in (8.1)):

w—x—1

Z EPz Qe+k hm—i—k a y(z+k)+1 v
k=0

w(koll k+1
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8.4 Waisenrente

Der Barwert einer Waisenrente fiir eine z-jihrige Waise bis Alter s ist azg‘

Wegen der geringen Sterbewahrscheinlichkeiten kann die Approximation

a ~ 4

z2:8—Z S—Zz

durch eine Zeitrente verwendet werden. Notation:

z(x)...erwartetes Alter der Kinder beim Tod des Vaters im Alter x,
K(z)...erwartete Anzahl der Kinder bei Tod des Vaters im Alter .

Anwartschaft fiir einen z-jahrigen Mann (Kollektivmethode):

> kpe Gorr K(x + k) merprromn LA

k>0

9 Finanzierungsmethoden fiir Pensionspline

Dieses Kapitel folgt im Wesentlichen (Teilen von) Abschnitt 1.5 von [7]. Der
Zweck einer versicherungsmathematischen Finanzierungsmethode ist es, je-
dem Bilanzjahr einen Anteil des Leistungsbarwerts der Pensionsleistungen
zuzuordnen. Zu beachten ist, dass betriebliche Pensionszusagen heute in aller
Regel beitragsorientiert sind, wodurch die klassischen Finanzierungsmetho-
den fiir leistungsorientierte Zusagen immer mehr an Bedeutung verlieren.

Der Einfachheit halber betrachten wir weder Invaliditéits- noch Hinterblie-
benenvorsorge, sondern lediglich Alterspensionen. Zum Zeitpunkt ¢ definieren
wir die Mengen

Ay | Menge aller Aktiven

T; | Menge aller Aktiven, die in (¢,t 4 1] vorzeitig austreten

R; | Menge aller Aktiven mit Pensionsantritt in (¢,¢ + 1]

N,; | Menge der in (¢,t + 1] neu hinzugekommen aktiven Planteilnehmer

Es gilt also

A1 = (A \T) \ Ry) U N,

Fiir jeden Aktiven j soll ein Kapitalbetrag angesammelt werden, der im Er-
wartungswert ausreicht, um ab dem Alter w die Alterspensionshohe (Benefit)
Bi(w) zu finanzieren.
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e Eintrittsalter von j ab dem die pensionsfahige Dienstzeit beginnt
x Alter von j zum Berechnungsstichtag; entspricht dem Zeitpunkt ¢
w Pensionsantrittsalter

il APV (actuarial present value) der Alterspension

NCY Finanzierungsbeitrag (normal cost)

AL! Riickstellung (accrued liability), Verpflichtung

D¢ = v*l¢ | diskontierte Zahl der Aktiven

Aquivalenzprinzip (APV =actuarial present value=versicherungsmathematischer
Barwert):

APV,[zukiinftige Pensionsleistungen| = AL! + APV;[zukiinftige Beitrige]

Fiir den ganzen Pensionsplan gilt:

NC,=> NC] wd AL =» ALl

JEA: JEAL

Aufgrund (u.a.) stochastischer Schwankungen muss die Reserve nicht mit
dem Planvermégen F; iibereinstimmen. Letzteres entwickelt sich geméfl

Foo=FK+5L+C - B,

F, | Planvermogen (fund value)

I; | Vermogensertrag (investment income)

C; | Arbeitgeberbeitrag (employer contribution) zum Planvermogen
P, | Auszahlungen (Rentenbarwerte)

Die Unterdeckung (unfounded accrued liability) des Pensionsplans ist
UALt = ALt - Ft-

Ist sie negativ, hat der Pensionsplan einen Uberschuss, d.h. das vorhandene
Vermogen kann die versprochenen Leistungen im Erwartungswert abdecken.

9.1 Unit-Credit-Verfahren

Das Unit-Credit-Verfahren geht davon aus, dass die Pensionshche bereits
bekannt ist, also nicht von einem Index oder einem aus heutiger Sicht unbe-
kannten Letztgehalt abhéangt.
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Bi(z) | Von j bis zum Alter x erworbene Pension
AB/(z) | Von j im Alter (x,z + 1] erworbene Pension

Der Finanzierungsbeitrag fiir j ist der Barwert der im Zeitraum ¢ bis
t + 1 erworbenen Pension, also der Barwert einer aufgeschobenen Leibrente
der Hohe ABY(z):

j . .D? .
NCY = AB (2)=24"™ = ABI (2)0* % _,p® (™.
¢ Dea w r Yw

T

Der Finanzierungsbeitrag fiir den ganzen Pensionsplan ist

. . D@
NCy =) NCi =) ABJ(x)D—zdfum).

JEA: JEA:
Die Riickstellung ist

AL? = APV,[bis t erworbene Leistungen] + APV;[ab t erworbene Leistungen]
— APV [kiinftige Beitrége]
= APV,[bis t erworbene Leistungen]|

a

= BI(0) a0 1 = B () 22,

also der Barwert der bisher erworbenen Pension. Falls AB7(z) > 0, gilt also

. . BJ (x)
AL} = NCY ——.
! Ci ABi(x)

Die gesamte Riickstellung des Pensionsplans ist

AL =Y AL{=> B (g:)%dg”).

JEA: JEA:

Die Riickstellung kann mit den bisher angesammelten Beitrigen dargestellt
werden:

AL] = B (z)=24(™

=) NCY =, (9.1)



Beachte bei der letzten Summe: Dem Jahr ¢ entspricht das Alter z, dem
Jahre t — 1 das Alter x — 1 usw., und dem Jahr ¢t — (x — e) das Alter e.
Rekursive Darstellung:

ALy =Y ALY,

A
_ iALm Tzu;% AL, + Z AL, (9.2)
- Z PrALL + Azt(l — 0 AL{+1 T% AL+ Z AL,
_ pr (B’ (z) + AB'(z ))lap :x a(m +Z (1—p2ALL,

— > AL, + Z AL,

TiUR:

_Z (B/(z) + AB/(z ))g AT (L+i) + > (1 - phALL,

x Ay
B Z AL t+1 1 ZALH-I

T:UR:

(ALt—I—ZABJ g; <m>>(1+z)
(ZALtH Z (1—po ALgH> ZAL I+ ZALtH

(9.3)

Interpretation des Terms — ( o AL~ 4, (1= pY)AL] +1) : Durch Austrit-
te weggefallene Verpflichtung minus erwartetem Wegfall an Verpflichtungen
im Zeitraum ¢ bis ¢t + 1. ‘

Interpretation des Terms — 3}, AL, ,: Kapital und Verpflichtungen der
Alterspensionisten werden aus dem Plan entfernt. Das entspricht der Annah-
me eines “Rentenkaufs” fiir diese Gruppe.

Neueintritte j € N; konnen aufgrund von Vordienstzeiten mit einem Ver-
pflichtungswert AL? 41 > 0 starten; sonst gilt AL 4 =0fiir j € Ny

Fiir die Verpflichtung gilt weiters (wegen (9.3) und der Definition von
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NC)

ALy = (AL + NC) (1 + 1) <ZALt+1 - px)ALgH)
Ay

- ZAL t+1 1 ZALtJrl

Interpretation: Falls niemand mit Vordienstzeiten hinzukommt, also . AL} =
0, &ndert der Gesamt-Finanzierungsbeitrag die Verpflichtung vom Anfangs-
auf den Endwert der Periode.

Falls i > 0 and AB’(z + 1) > AB/(x), steigt der Finanzierungsbeitrag
mit der Zeit:

a

D¢
NCJ., = AB/(z + D5 1a5;n>
z+
ABI(z +1) , . Dy .
— 22 AR () —2w g (m)
ABi(z) (];)lgpg vey
AB/(z+1) 1+ ABI(z +1)
= : NC) > — = N(CY/,
ABi(x) _ph ABi(x)
1
>

Rekursive Darstellung der Unterdeckung:

UALiy = ALyt — Fry
— (AL + NG (1 +1)

; D¢ ] De
_ w _s(m) _ 0 w_s(m)
(B + gl =3 (=) Bl + ) i)
Ty

_ZBJ :(;+1)Dlza

x+1

a

D .
+ZBJ x+1)Da (m)

CL(
x+1

—(Ft+It+(Jt— P,),
also

UALyy = UAL(1+4) + (NC,(1 + i) — Cy) — (I — iF})

(Z ALt+1 Z (1- pZ)AL{+1)
Z AL — Pt> + Z ALy,
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I | Vermégensertrag aus Cy zur angenommenen Rate 4 in (,¢ + 1]
I | entgangener Vermégensertrag aus P

Fiir die Unterdeckung ergibt sich dann

UALyyy = UAL(1+ 1) — ((Cy + IF) = NCy(1 +1))
— (L= R+ 17 = 1))

- (Z AL¥+1 - Z(l - pi)AL§+1)
Ty

Ay

— (Y ALy = (R+ D)) + Y AL,
Ry Ny

Gewinn/Verlust-Analyse:

Zinsgewinn
+Austritt-Gewinn
+Rentenkauf-Gewinn

—Neueintritt- Verlust

UALyyy = (UAL + NC)(144) — (C, + IF) —

Der versicherungsmathematische Gewinn/Verlust ist

Zinsgewinn
+Austritt-Gewinn
+Rentenkauf-Gewinn

—Neueintritt- Verlust

Gy = (UAL+NC)(1+1) = (Cy4+ 1) —UALyy =

9.2 Projected Unit Credit (PUC)

Auch bekannt als Verfahren der laufenden Einmalprédmien. Hier ist die bis
zum Alter x erworbene Pension nicht bekannt, da sie z.B. von einem Index
oder vom Letztgehalt abhéngt, und muss geschétzt werden.

B} = B}(w) | Im Zeitpunkt ¢ (Alter x) geschitzte Pension von j

AB] 4 Verdnderung von By durch Aktualisierung der Schétzung im Zeitpunkt ¢ + 1
B (x) Bis zum Alter x erworbener Anteil der in ¢ geschétzten Pension

AB](x) Im Intervall (x,z + 1] erworbener Anteil der in ¢ geschitzten Pension

) Anteil von B}, der im Intervall (z, x + 1] erworben wird
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Falls B/ () in x steigt, gilt 0 < ¢/ < 1 und 32¥"" ¢/ = 1. Fiir die erwor-
bene Pension gilt

Bl(e) =0,
x—1
Bl (x) :Bch,i, e<z<uw,
k=e
Bg+1 (+1)= Bth Z C}i = (Bg + ABgH) c,’c
k=e k=e

= B(x) + AB{(z) + ABL, Y

k=e
T

=Bl(z+1)+AB/, ) .
k=e

Wenn der Pensionsplan fiir jedes pensionsfihige Dienstjahr denselben
Pensionserwerb vorsieht, gilt

L 1 °L
07—cgc—w_6 und ZC;—

k=e

r—e
w—e

Die Riickstellung ist der Barwert der erworbenen hochgerechneten Pen-
sion:

AL} = B](2) w_upl v 4™

w
a

::Eﬁ(x)_iﬁdom

Wir definieren .

—~ . L%)--m
ALy, = Bi(z + 1)D“ QEJ ),
z+1
also die Verpflichtung gegeniiber j zum Zeitpunkt ¢ + 1 ohne Aktualisierung
der Schétzung im Zeitpunkt ¢ 4+ 1, und

) —~ . i . ])3 (m
AALj = ALiy, — ALy, = (ABg-i-l ZQQ) Do aJ".
k=e z+1
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Damit folgt fiir die Verpflichtung:

Dy o
ALiH = Bi+1( 1>Da aSJ )
x+1
— (B ABI a) m)
< t ('ZC + + t+1 Z Da w

z+1
= ALt+1 + AALt+1
Verpflichtung des gesamten Pensionsplans:
AL =Y ALl =) Bl(z
JEA: JEA:

Fiir j € N, kann man AB/ 1 = 0 setzen, da fiir Neueintritte nach ¢ keine
Schétzung im Zeitpunkt ¢ benttigt wurde. Also gilt

ZAALt+1 0 und Y AAL, = ) AAL,,

Aty A1\ Ne
und somit
ALy =Y (AALL, + ALy,
A
S DRCLIED SECHED SECHES SR
A1\ Ny T:UR:

Unterschied zur entsprechenden Formel (9.2) fiir das Unit-Credit-Verfahren:

;Ei L statt ALY, |, und zusitzlicher Term 3 Ay \Ne AAL], . Rekursive Dar-
stellung:

ALy = (ALt—kZAB{( gﬁ <m>)(1+@)
A

T

T

EPIECY 'DDa ()

A1\ Ne
(Z IZEHl Z pm ALt+1> Z ALt+1 + Z ALt—l—l

Der Finanzierungsbeitrag fiir j ist der APV der im Intervall (¢,¢ + 1] erwor-
benen hochgerechneten Pension:

Da ) ‘Da
NCJ = AB] (z)=2a(" :c;BgD—jame
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Natiirlich gilt (falls Nenner # 0)

Bl(z) 1 &4
ALl = NC] =222 = NCY = .
"AB(x) e Z ’

Auch beim PUC-Verfahren kann AL{ mittels der bisherigen Finanzierungs-
beitrige ausgedriickt werden:!4

N D@
Arf = (B> o) peal”
t CZZ Da, w
k=e z
z—1 Do D z—1 De
w k- (m ] “alm
_ CLBL(%’C)D_,QE S+ (Bl - B, 8) T )
k=e * k=e ’
x—1 Da’ x—1 DCL
. & ; w o (m
k=e x k=e ‘

Falls die Anderungen B! — B‘ b (—k) der Schétzung nicht allzu grofl sind,

ergibt sich also eine ungefahr analoge Darstellung zu (9.1). Gesamter Finan-
zierungsbeitrag des Pensionsplans:

NC, = ZNCJ Zc’B gf"gml

Gesamte Verpflichtung:

ALy = (AL + NC)(1+i)+ Y AAl,

A1\ Ne

(Z ALt+1 Z (1- pg);ﬁ/;l)
Ay
- Z ALt+1 + Z ALt+1

14]ch bedanke mich bei Manuel Schranzhofer, der in einer fritheren Version dieser Dar-
stellung einen Fehler gefunden hat.
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Finanzierungsbeitrag als Zeitfunktion:

a

; D .o
NGy, = CZE-FI(BJ + ABtH)Dak alm
x+1
:Ci+11+2ch+C] AB] DZ d(m)
C‘]r px r+1 t+1D
——

>1

a
t+1 a aw N
D:erl

Cé“ NCJ + ¢ AB]

T

Auch hier steigt der Finanzierungsbeitrag i.d.R. mit dem Alter.
Rekursive Darstellung der Unterdeckung:

UALyy1 = ALy — Fig

= (AL, + NC)(1+14)+ > AALL,
A1\ Nt

< Z ALt+1 Z p;)ﬂiﬂ)
— Z AL, + Z ALl — (B, + 1, + C, — Py).

Oder, mit I” und I¢ dargestellt:

UALyyy = UAL(1+1i) — ((Co+ I7) = NC,(1 +14)) — (I, — (iF, + If —

+ ) AALL, - (Z ZFLZH - (- pi)ﬂfﬂ)
T Ay

A1\ Nt
_(ZA\E’ZH (P +1)) +ZALt+1
Ry

Gewinn- /Verlustanalyse:
( Zins-Gewinn

UAL; = (UAL 4+ NCY)(1 +14) — (Cy 4 IF) — { +Austritts-Gewinn

+Rentenkauf-Gewinn

\ —Neueintritts-Verlust

i)

—Pensionsschatz- Verlust

Der versicherungsmathematische Gewinn/Verlust im Zeitintervall (¢,¢ 4 1] is
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wieder definiert als

( Zins-Gewinn
—Pensionsschétz-Verlust

Gy = (UALANC,) (1+i)—(CeH+IF)~UAL, .y = { +Austritts-Gewinn

+Rentenkauf-Gewinn

\ —Neueintritts-Verlust

9.3 Teilwertverfahren

Beim Teilwertverfahren ist der Finanzierungsbeitrag (im einfachsten Fall)
konstant. Er wird also analog zur Préamie einer Leibrente mittels Aquivalenzprinzip
berechnet:

N it = Bt

Prospektive Darstellung der Verpflichtung:
ALl = Blal™ ,_.pt v — NC} i)

w w—
Die Riickstellung (Verpflichtung) wird in diesem Zusammenhang als Teilwert
der Pensionszusage bezeichnet. Rekursionen fiir Verpflichtung und Unterde-
ckung: siehe Ubungen.
Wenn die geschitzte Pensionshohe B,Z jahrlich aktualisiert wird, gilt

NCY | — Bg—i—l NCY
LT T ¢
t
In der Praxis ist es iiblich, nicht die Finanzierungsbeitrige konstant zu halten,
sondern ihr Verhéltnis zum Gehalt (wobei die Gehaltsentwicklung prognosti-
ziert werden muss). Wenn die Pensionshohe aktualisiert wird, wird auch die
Riickstellung um den Faktor Bg 1/ Bg angepasst (im Gegensatz zum Gegen-

wartswertverfahren; s.u.).

9.4 (Gegenwartswertverfahren

Aus versicherungsmathematischer Sicht besteht der Unterschied zum Teil-
wertverfahren im Umgang mit Erhohungen des Anspruchs. Es erfolgt keine
Zuzahlung zur Deckungsriickstellung. Die Erhéhung wird wie eine Neuzusage
behandelt. Die neue Zufiithrungsrate

- (m)
w_z‘Eg (479
a

TW—T

ist natiirlich hoher als beim Teilwertverfahren.

NC} + (Bl — BY)
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10 Personalriickstellungen

Literatur: AFRAC-Stellungnahme [1] (Austrian financial reporting and au-
diting committee), Diplomarbeit von Julian Kamecki [10], Betriebspensions-
gesetz (BPG).

Fiir folgende Zusagen sind Riickstellungen zu bilden:

e Pensionen (Alterspension, Hinterbliebenenpension)
e Abfertigungen

e Jubildumsgelder

Direkte Verpflichtung: Das Unternehmen erbringt die zugesagte Leis-
tung selbst. Nicht empfehlenswert, falls die Anzahl der Mitarbeiter fiir Risi-
koausgleich zu klein.

Ausgelagerte Verpflichtung: Das Unternehmen erbringt die Leistung
nicht selbst, sondern z.B. eine Pensionskasse oder ein LV-Unternehmen (be-
triebliche Kollektivversicherung, d.h. klassische LV mit Garantiezins).

Riickdeckung: FEine direkte Verpflichtung wird durch einen Versiche-
rungsvertrag riickgedeckt. Das Unternehmen erbringt die Leistung selbst,
erhélt diese aber von der Versicherung ersetzt.

Unverfallbarkeit: Garantiert dem Arbeitnehmer Anspruch auf bereits
erworbene Anwartschaft. Der Unverfallbarkeits-Betrag hangt von der Art der
Zusage ab (s. BPG).

Leistungsorientierte Zusagen: Pensionshohe festgelegt; Arbeitgeber
hat Nachschusspflicht.

Beitragsorientierte Zusagen: Beitrag festgelegt. Veranlagungsrisiko
beim Arbeitnehmer.

UGB (Unternehmensgesetzbuch) §198 (8) 1. Rickstellungen sind fiir un-
gewisse Verbindlichkeiten (...) zu bilden, die am Abschluf$stichtag wahrschein-
luich oder sicher, aber hinsichtlich ihrer Hohe oder des Zeitpunkts ihres Ein-
tritts unbestimmt sind.

4. Riickstellungen sind insbesondere zu bilden fiir

a) Anwartschaften auf Abfertigungen,

b) laufende Pensionen und Anwartschaften auf Pensionen,

c) (...) nicht konsumierten Urlaub, Jubildumsgelder (...)

Bei ausgelagerten Verpflichtungen sind jedenfalls Riickstellungen zu bil-
den, falls es nicht abgedeckte Risiken gibt, z.B. eine Nachschusspflicht bei
leistungsorientierten Pensionskassen-Vertragen.

Fiir die Ansammlung der Pensionsverpflichtung ist das Teilwertverfah-
ren oder das PUC-Verfahren anzuwenden (siehe Abschnitt 9). Bei der
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Projektion sind die Inflation und Pensionséinderungen aufgrund iiblicher Kar-
riereschritte zu beriicksichtigen.

Rechnungszinssatz: Zinssatz von Unternehmens-Anleihen von Emit-
tenten mit hochklassiger Bonitédt. Laufzeit und Wahrung miissen mit den
Pensionszusagen iibereinstimmen. Es darf jedoch vereinfachend eine durch-
schnittliche Restlaufzeit von 15 Jahren angenommen werden.

Wihrend das UGB auf eine Darstellung der tatséichlichen Vermogensverhéltnisse
eines Unternehmens abstellt, ist die steuerrechtliche Behandlung von Riickstellungen
im Einkommensteuergesetz (EStG) geregelt. Der Aufwand fiir Riickstellungen
ist nur bis zur Hohe der EStG-Dotierung steuermindernd.!® §14 Abs. 6 EStG
legt einen Rechnungszins von 6% fiir Riickstellungen fiir Pensionen, Abferti-
gungen und Jubildumsgelder fest. Fiir Riickstellungen fiir andere ungewisse
Verbindlichkeiten (§9) gilt ein Zinssatz von 3,5%. Ein Antrag des Bundesfi-
nanzgerichts auf Angleichung dieser Zinssatze wurde im Nov 2020 vom VIGH
abgelehnt.

11 Berechnung von staatlichen Pensionen

Wie oben erwihnt, beruht das staatliche Pensionssystem in Osterreich auf
dem Umlageverfahren. In diesem Abschnitt wird angedeutet, wie Alters-
und Hinterbliebenenpensionen nach dem allgemeinen Pensionsgesetz (APG)
und dem allgemeinen Sozialversicherungsgesetz (ASVG) berechnet werden.
Die rechtlichen Grundlagen werden teilweise vereinfacht dargestellt. Eine
ausfiihrlichere Darstellung (auch fir D und CH) findet sich in [2].

11.1 Alterspension

Beitragssatz fiir Angestellte (Dienstnehmer- und Dienstgeberbeitrag addiert):
22.8%. Das ist etwas mehr als die Hélfte des gesamten Sozialversicherungs-
beitrags. Die Hochstbeitragsgrundlage betragt fiir das Jahr 2022 €5.670.
Dariiber hinaus werden keine SV-Beitréige entrichtet.

Bis 2003: Die besten 180 Beitragsmonate (im zusammenhéngenden Fall
also 15 Jahre) bildeten die Bemessungsgrundlage (maximal bis zur Hochstbeitragsgrundlage).
Pro 12 Monaten Versicherungszeit erhielt man 2% Pension (“Steigerungs-
punkte”).

157 war geht es im EStG grundsitzlich um das Einkommen natiirlicher Personen, je-
doch verweist das Korperschaftsteuergesetz, welches die Einkommensteuer fiir juristische
Personen regelt, auf des EStG.
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Beispiel 11.1. (Pensionsberechnung “alt”)
e Bemessungsgrundlage 2.500€ (die besten 180 Monate)
o Versicherungsdauer 40 Jahre
e Alterspension 2.500€ x 40 x 2% = 2.000€

Der Durchrechnungszeitraum von 180 Monaten wurde ab 2004 sukzessive
erhoht, und die Steigerungspunkte auf 1,78% gesenkt. Um zu grofie Ver-
schlechterungen abzufedern, wurde ein Verlustdeckel eingefiihrt (siehe Bei-
spiel 11.2).

Mit dem APG (2005) wurde schliefilich die Pensionsberechnung durch
Einfithrung des Pensionskontos vollig umgestellt. Es verzeichnet fiir jeden
Versicherten die Beitragszeiten:

e Beitragszeiten einer Pflichtversicherung (Erwerbstatigkeit)
e Beitragszeiten einer freiwilligen Versicherung
e Beitragszeiten einer Teilversicherung

Neben der Alterspension zum Regelpensionsalter gibt es Korridorpension,
Schwerarbeiterpension und Hacklerpension (lange Versicherungsdauer); sie-
he [2].

Regelpensionsalter fiir Manner ist 65, fiir Frauen 60. Letzteres wird 2024
bis 2033 jéhrlich um 6 Monate angehoben. Frauen, die nach dem 1. 6. 1968
geboren sind, haben Regelpensionsalter 65.

Bei der Umstellung auf das Pensionskonto wurden Kontoerstgutschriften
verbucht. Jedes Jahr wird auf dem Pensionskonto eine Teilgutschrift ver-
bucht. Dazu wird die jdhrliche Beitragsgrundlage (Brutto-Jahresverdienst
bis zur Hochstbeitragsgrundlage) mit dem Kontoprozentsatz 1,78 multipli-
ziert. Am Jahresanfang wird die Gesamtgutschrift mit der Aufwertungszahl
multipliziert.

Aufwertungszahl 2021 — durchschnittliche Beitragsgrundlage 2019

durchschnittliche Beitragsgrundlage 2018
= 1,033.
aufgewertete Gesamtgutschrift + Teilgutschrift = neue Gesamtgutschrift

Die Gesamtgutschrift dividiert durch 14 ergibt die monatliche Brutto-Alterspension,
von der noch SV-Beitrag (natiirlich kein PV-Beitrag) und Lohnsteuer abge-
zogen werden. Bei vorzeitigem Pensionsantritt gibt es i.d.R. einen Abschlag.
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Parallelrechnung bis 2013: Fiir Personen, die ab 1. Jdnner 1955 geboren
sind und Versicherungszeiten nach altem Recht und nach APG erworben ha-
ben. Es werden zunéchst zwei fiktive Pensionshohen errechnet: Als ob es das
APG nicht gébe, und als ob es schon immer gegolten hétte. Die tatsichliche
Pensionshohe wird anteilig zusammengesetzt, geméfl den Anteilen der Versi-
cherungsmonate vor 2005 und ab 2005 (APG).

Seit 2014 gibt es nur mehr die Berechnung mittels Pensionskonto (Kon-
toerstgutschrift usw.).

Beispiel 11.2. (Parallelrechnung; aus [2])

Eine am 1. Jinner 1960 geborene Frau beantraglt zum Stichtag 1. Janner
2020 ihre Alterspension. Sie hat 40 Versicherungsjahre aufgrund ihrer Er-
werbstitigkeit als Angestellte erworben, davon 24 Versicherungsjahre vor dem
1. Janner 2005 und 16 Versicherungsjahre ab dem 1. Janner 2005. Es wird
angenommen, dass das System der Parallelrechnung zum Pensionsstichtag
gliltig 1ist.

Anzahl der Versicherungsjahre gesamt: 40
davon bis 31. Dezember 2004: 24
ab 1. Jéanner 2005: 16

Pension nach Rechtslage bis 31. Dezember 2003

Bemessungsgrundlage nach Rechtslage 2003: 2700 €
Versicherungsjahre: 40
Steigerungsprozentsatz: 2%

Pension nach RL 2003 = 2.700 € x 40 Versicherungsjahre x 2 % = 2.160 €

Die Pensionsleistung nach Rechtslage 2003 betragt 2.160 €.

Pension nach Rechtslage ab 1. Jinner 2004

Bemessungsgrundlage nach Rechtslage 2004: 2.200 €
Versicherungsjahre: 40
Steigerungsprozentsatz: 1,78 %

Pension nach RL 2004 = 2.200 € x 40 Versicherungsjahre x 1,78 % = 1.566,40 €

Die Pensionsleistung nach Rechtslage 2004 betrigt 1.566,40 €.
Verlustdeckel
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Pension nach Rechtslage 2003 € 2.160,00
Abzug des 9 %-Verlustdeckels (s. Tabelle 4.2 in [2]) € - 194,40

Pension nach Abzug des Verlustdeckels € 1.965,60

Nach Abzug des Verlustdeckels betrdgt die Alterspension der Frau 1.965,60 €.

Kontopension nach APG

Pension laut Kontogutschrift: 2.300 €

Parallelrechnung

Pension nach Altrecht: 1.965,60 €

Versicherungsjahre bis 31. Dezember 2004: 24
Teilpension nach Altrecht = 1.965,60 € x 24/40 = 1.179,36 €

Pension nach APG: 2.300 €

Versicherungsjahre ab 1. Janner 2005: 16
Teilpension nach APG = 2300 € x 16/40 =920 €

Pension nach Parallelrechnung

Teilpension nach Altrecht: € 1.179,36
Teilpension nach APG: € 920,00

Pension nach Parallelrechnung: € 2.099,36

Die Gesamtpension der Frau ergibt sich aus der Summe der Teilpensionen
und betragt 2.099,36 €.

11.2 Witwenpension

Berechtigt sind Ehepartner und eingetragene Partner. Berechnungsgrundlage
ist das Bruttoeinkommen in den letzten 2 Kalenderjahren:

By = Berechnungsgrundlage Verstorbener

By = Berechnungsgrundlage Hinterbliebener
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Damit wird der individuelle Prozentsatz
min{max{70 — 30 x By/By,0},60}%

berechnet. Fiir die Witwenrente wird das Einkommen des Verstorbenen mit
dem individuellen Prozentsatz multipliziert.

o Keine Witwenpension: By > %Bv
e 60% Witwenpension: By < By

Bei kleinen Einkommen wird diese Pension erhoht. Personen, die monat-
lich mehr als €8.460 verdienen, erhalten keine Witwenpension.
Die Bezugsdauer hingt von mehreren Faktoren ab. Auswahl:

e Keine Befristung, falls in der Ehe ein Kind geboren wurde
e Keine Befristung bei gewisser Mindestdauer der Ehe

e 30 Monate Befristung, falls Verstorbener bei Eheschliefung Pensionist,
und Witwe bei seinem Tod mindestens 35

Die Auszahlung erfolgt monatlich und fiir April und Oktober in doppelter
Hohe.

Wiederverheiratung: Witwenpension endet, und es wird ein 35facher Pen-
sionsbezug als Abfindung geleistet (nicht bei befristeter Witwenpension).

11.3 Waisenpension

Anspruch: Ab Tod des versicherten Elternteils, bis zum 18. Geburtstag. Bei
Schul- oder Berufsausbildung bis 27, bei Erwerbsunfihigkeit unbegrenzt.

Der Verstorbene muss soviele Versicherungsjahre gehabt haben, wie fiir
eine Invaliditdtspension notig wéren (sonst Einmal-Abfindung statt Waisen-
rente).

Berechnung: Zunéchst wird nach den Bestimmungen fiir die Berechnungs-
grundlage der Witwenpension eine (fiktive) 60%ige Witwenpension berech-
net. Die Waisenpension betrégt bei Tod

e cines Elternteils: 40% davon
e beider Elternteile: 60% davon.

Auszahlung wie bei Witwenpension.
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12 Gewinnbeteiligung

12.1 Allgemeines

Versicherungsunternehmen miissen vorsichtig kalkulieren (Hochstzinssatzver-
ordnung der FMA, vorsichtige Sterbetafeln). , Normalerweise* entstehen hohe
Gewinne. Diese miissen zu > 85% an die Kunden riickerstattet werden.

Lebensversicherungs-Gewinnbeteiligungsverordnung (LV-GBV) der FMA:

§3 (1) Die Aufwendungen fiir die Dotierung der Riickstellung fiir erfolgs-
abhdngige Pramienrickerstattung bzw. Gewinnbeteiligung der Versicherungs-
nehmer (§146 Abs. 4 Posten II1.8. VAG 2016) zuziiglich allfilliger Direktgut-
schriften haben in jedem Geschdftsjahr mindestens 85% der Mindestbemes-
sungsgrundlage gemdfs §4 zu betragen.

(2) Auf die Mindestgewinnbeteiligung gemaf Abs. 1 konnen Uberdotierun-
gen aus friiheren Geschdftsjahren angerechnet werden. Der anrechnungsfihige
Betrag ergibt sich aus der wie folgt gekiirzten Uberdotierung: Die Kiirzung
hat fir jedes auf die Uberdotierung folgende Geschiftsjahr 10% der Uber-
dotierung zu betragen; ferner sind alle bereits erfolgten Anrechnungen aus
Vorjahren abzuziehen. Uberdotierungen sind in der zeitlichen Reihenfolge,
von der Altesten beginnend, der ihnen zugrunde liegenden Aufwendungen bis
zur Hohe ihrer Anrechnungsfihigkeit anzurechnen.

Bemessungsgrundlage (vereinfacht):
+ Pramien
+ Kapitalertriage
- Aufwendungen fiir Kapitalanlagen und Zinsaufwendungen
- Aufwendungen fiir Versicherungsfille (Leistungen)
- Erhohung der versicherungstechnischen Riickstellungen
+ Verminderung der versicherungstechnischen Riickstellungen

- Aufwendungen fiir den Versicherungsbetrieb (Gehélter, Kosten fiir Im-
mobilien, Werbung...)

- Steuern
+ Verminderung der Risikoriicklage

- Erhoéhung der Risikoriicklage
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+ Verminderung der Zinszusatzriickstellung

- Erhohung der Zinszusatzriickstellung

Zinszusatzriickstellung: Laut aktueller Hochstzinssatzverordnung der FMA
vorgeschrieben. Pauschalriickstellung, die nicht den einzelnen Vertragen zu-
zuordnen ist. Mindestwert im Geschéftsjahr ¢:

max{RZ,_, — RZS,_,0}
1.45

¢ — 2014 _
Z7R, = min {TO 1} DR, 1 -RZ,_1 -

Dabei ist DR die Deckungsriickstellung, RZ der durchschnittliche Garantie-
zinssatz des LV-Portfolios des Unternehmens und RZS der Referenzzinssatz
(umlaufgewichtete Durchschnittsrendite fiir Bundesanleihen).

Der Bestand wird nun in Abrechnungsverbinde unterteilt, um die Ge-
winnbeteiligung verursachungsgerecht vornehmen zu kénnen. Fiir jeden Ver-
band wird eine Gewinn- und Verlustrechnung erstellt.

12.2 Kontributionsformel

Zerlegung des Gewinns nach Ergebnisquellen:

e Risikoergebnis: Entsteht aus dem Unterschied zwischen tatséchlichen
und kalkulierten Sterbewahrscheinlichkeiten

e Kapitalergebnis: Zinsen, Wertdnderung

e Kostenergebnis: Entsteht aus dem Unterschied zwischen tatsédchlichen
und kalkulierten Kosten

e Stornoergebnis
Man unterscheidet folgende Rechnungsgrundlagen:

e erster Ordnung: Zins und Sterbetafel vorsichtig gewihlt (Sterbetafel je
nach Tarif)

e zweiter Ordnung: best estimate

e dritter Ordnung: A posteriori; tatséchlich eingetretene Sterblichkeit,
erwirtschafteter Zins
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Notation: ¢/, Sterbewahrscheinlichkeit 2. Ordnung, i Rechnungszins 2. Ord-
nung, B Bruttoprimie (fiir das Jahr m), P* Nettopramie, K* Kosten,
E? Erlebensleistung, 77 Todesfallleistung. Der Ertrag aus dem m-ten Ver-
sicherungsjahr (inkl. Deckungsriickstellung zu Beginn des m-ten Jahres, mit
Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung) ist

E,, = (m-1Va+ By)(1+7).

Die Aufwendungen 2. Ordnung im m-ten Jahr (inkl. neuer Deckungsriick-
stellung) sind

A = (U= G ) B+ G T + K (L 7) 4 (1= @) Vi
Der Ertrag bzw. die Aufwendungen 1. Ordnung sind
Ep = (m-1Va + By)(1 +14)
bzw.
Am = (1 = @erm-1)Ep, + Germa Ty, + (B, — Pr)(1+4) + (1 = Guym—1)mVa-

Mit g* bezeichnen wir den am Jahresanfang erwarteten Gewinn zum Jah-
resende. Aus der rekursiven Darstellung des DK folgt F,, — A,, = 0, und
deshalb
9. =FE —FE,+A,— A
= (n-1Ve + Bp) (0 — i) + (1 = Gorm—1)Ep, + Gorm—115,
+ (B;En - Pé)(l + Z) + (1 - %H—m—l)mvz - (1 - q;c+m71)Ez¢
~ Gorm Ty = K (L +7) = (1= @) Ve
= (m=1Ve + Bp) (@ = 1) + E7 (Goym—1 — Gotm—1) + Tr(Gosm—1 = Gom1)
+ (B = Bp)(+d) = KL (1 +3) + nVe(Gormt = Germ). (12.1)

Durch Einschieben von £K7% i ergibt sich folgende Aufteilung des Gewinns,
die im klassischen Buch von Wolfsdorf [14] zu finden ist:

I = g g g,
wobei
g = (Grtm—1 — Qo)L — By — mVa) (Risikogewinn),
gul = (B — P2 — K2)(1+4)  (Kostengewinn),
|

5% = (o1 Ve + BY — K2)(i' — 1) (Zinsgewinn).

[| =

Logischer erscheint jedoch folgende Aufteilung, die man nach Einschieben
von £P2¢" aus (12.1) erhélt:

60



Satz 12.1 (Kontributionsformel). Der Gewinn lisst sich darstellen als
I = G+ G+ G
wobes

0 = (qerm1 — o1 )(TE — B — V) (Risikogewinn),
gol = (B — P* — K)(141') (Kostengewinn),
957 = (Ve + P2 (i — 1) (Zinsgewinn).

Am Ende des Jahres kann man den tatséchlich erwirtschafteten Gewinn g7,
(pro noch lebendem Versicherungsnehmer) berechnen. Die tatséchlich einge-
tretenen Werte (Rechnungsgrundlagen 3. Ordnung) bezeichnen wir mit ¢, ¢/
usw. Es gilt

und deshalb (Rechnung analog zu oben) die Kontributionsformel fiir
Rechnungsgrundlagen 3. Ordnung:

(1= Q)G = g+ g™ + g

Vv
mit i/ ,q)] definiert

Bei einer gemischten Versicherung kommt es im Lauf der Zeit zu folgender
Gewinnentwicklung:

e Die Kostengewinne bleiben ca. konstant
e Die Risikogewinne fallen (da riskiertes Kapital fillt)

e Die Zinsgewinne steigen (da DK steigt)

12.3 Hardy’sche Zinsformel

Die Hardy’sche Zinsformel dient zur Berechnung des tatséchlich erwirtschaf-
teten Zinses ¢ aus der Bilanz. Fiir dieses Resultat aus der elementaren Fi-
nanzmathematik bezeichnen mir mit Ky ein Kapital zum Jahresanfang und
mit K; das Kapital zum Jahresende. Neben dem Jahres-Zinsertrag I kann
sich das Kapital durch weitere Vorgénge dndern, etwa durch Kursschwan-
kungen, Zuzahlungen zur DK etc. Die Kapitaldnderung, die nicht aus Zins-
ertrigen entsteht, bezeichnen wir mit

AK:Kl—KO—[
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Vereinfachende Annahme: Kapitalzuwachs (oder -verlust) gleichméfig iibers
Jahr, also AK -0 im Intervall [t, ¢ + 0[, einfache Verzinsung. Wegen

1
= Kol + / AK(1 - t)i"dt
0

-/

1
:mﬂ+§AKW:%@KﬁJﬂ—Kb—U

folgt
-/ 21

T Ko+ K —1
Falls AK = 0, falls also alle Kapitalinderungen aus Zinsertridgen entstehen,
erhalten wir die Rendite

11 2(K1 — KO) _ Kl - KO

" Ko+ K — (K — Ky) K

12.4 Gewinnzuteilung

(Hardysche Zinsformel).

Die Hohe der Gewinnbeteiligung legt der Vorstand im Rahmen des Jahres-
abschlusses fest (§6 LV-GBV). Einen Teil der Gewinnbeteiligung erhilt der
Kunde am Ende des Versicherungsjahres als Direktgutschrift. Der gréfiere
Teil wandert in die Riickstellung fiir erfolgsabhingige Pramienriick-
erstattung. Diese Gewinne miissen innerhalb von zwei Jahren der individu-
ellen Deckungsriickstellung zugewiesen werden (§6 LV-GBV). Bei Ende des
Vertrages (durch Ablauf, Todesfall oder Storno) kann der Kunde Schluss-
gewinne erhalten, die in einem Schlussgewinnfonds (als Teil der Riick-
stellung fiir erfolgsabhéngige Pramienriickerstattung) gefiihrt werden. Diese
Anspriiche bestehen allerdings nur dem Grunde nach, nicht aber der Hohe

nach (§2 LV-GBV).

12.5 Systeme der Gewinnzuteilung

Die Aufteilung des Gewinns hat laut §6 LV-GBV wverursachungsgerecht und
angemessen zu erfolgen.

e Streng mechanisches System: Die jéhrliche Gewinnbeteiligung ist ein
fixer Prozentsatz der Pramie.

e Halb mechanisches System: Die jahrliche Gewinnbeteiligung ist ein fixer
Prozentsatz der bisher gezahlten Pramien.
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e Kennzahlsystem: Fiir jeden Tarif und jede Versicherungsdauer n wird
ein Vektor (aq,...,a,) gewéhlt, wobei a,, =~ ,,Vz eine Approximation
des Deckungskapitals fiir ein mittleres Beitrittsalter z ist. Der ausbe-
zahlte Zinsiiberschuss ist dann ein Prozentsatz von a,.

e Natiirliche Systeme:

— Zinsgewinnanteil als Prozent des DK

— Risiko- und Kostengewinnanteil in Promille der Versicherungs-
summe. (Hier bleibt unberiicksichtigt, das diese Gewinnanteile ei-
gentlich mit der Zeit abnehmen.)

— Schlussgewinnanteil

Gewinn zum Bilanztermin: Der Bilanztermin stimmt i.d.R. nicht mit
dem Ende des Versicherungsjahres iiberein. Um dies zu berichtigen, gibt es
folgende Moglichkeiten:

e Die Teilgewinne der beiden Versicherungsjahre, die in das Bilanzjahr
fallen, werden auf den Bilanztermin auf- bzw. abgezinst.

e Man nimmt an, dass alle Versicherungsvertrige zur Mitte des Jahres
abgeschlossen werden. Die halben Gewinne sind jeweils um ein halbes
Jahr auf- bzw. abzuzinsen.

e Der Versicherungsbeginn der Vertrige, die in der ersten Hélfte des Bi-
lanzjahres den Versicherungsjahrestag haben, werden auf den ersten
Tag des Bilanzjahres mit dem Versicherungsbeginn verlegt. Die ande-
ren Vertrige werden auf den ersten Tag des folgenden Bilanzjahres
verlegt.

12.6 Gewinnverwendung

Ein Anspruch auf Gewinnbeteiligung bedeutet i.d.R. nicht sofortige Auszah-
lung. Es ist im Interesse des Versicherers, die Gewinnanteile moglichst lange
im Unternehmen zu behalten. Es gibt u.a. folgende Moglichkeiten, dem Kun-
den die Uberschussanteile zukommen zu lassen:

e Barausschiittung
e Verrechnung mit den Beitrdgen

e Verzinsliche Ansammlung: Hier werden die Uberschiisse wie ein Spar-
konto verzinst.
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e Bonussystem: Mit jedem jahrlichem Uberschuss wird eine zusétzliche
Versicherung durch eine Einmalpréamie finanziert (s. Abschnitt 3.5).

e Verkiirzung der Versicherungsdauer: Hier werden die Uberschiisse dem
Deckungskapital zugewiesen. Dann wird die Versicherungsdauer an das
erhohte Deckungskapital angepasst.

13 Rechnungsgrundlagen in Osterreich

Zur Sterbe- und Rententafel AVO 2005R (Rentenversicherung in der Privat-
versicherung) verweisen wir auf das Paper [9], und zur Tafel AVO 2018-P
(Pensionskassen) auf [8]. Erratum zu [9]:

e S. 75, nach Formel (9): Vertausche “first” und “second”
e S. 79 Zeile drei: A\, = —Ex& (statt A\, = B\x&)

e S. 95 untere Grafik: Beschriftung der vertikalen Achse ist dg(t) (statt
digo (1))

Ein Thema dazu, das wir in diesem Skriptum kurz behandeln wollen, ist das
auf S. 72 von [9] erwdhnte Whittaker-Henderson-Verfahren (Abschnitt
3.2.2.3 in [3]), mit dem die Basistafel gegliattet wurde. Ein gegebener Vektor

Q = (qwoa s 7on+n)T

soll durch einen “glatteren” Vektor

QI = (Q;Ov e 7q;0+n)T

approximiert werden. Als Glattemafl dient die s-te Differenz

S - v S
A qéoJrk - Z(_l) (V) q;0+k+,,, s €N,

v=0
Speziell (s = 1):
Aq;o-i-k = q;co-i-k: - q;0+k+1-
Das Glittemal (Aq) ,,)* “bestraft” also Fluktuationen von @', (A%q, ;)

“bestraft” Fluktuationen von Aq), ., usw. Der Vektor Q" wird nun als Losung
des Optimierungsproblems

S Wy = Gwosn)* + 9D (A*Gy 1) — min (13.1)
k=0 k=0
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bestimmt, wobei wy, und g positive Gewichte mit > wy = 1 sind. Als Anpas-
sungsmafl wird also die gewichtete euklidische Norm verwendet. Wir definie-
ren die (n — s+ 1) x (n + 1)-Matrix K durch

Kij = (1)~ (j i Z)

und W := diag(wo, . .., w,). Damit kann man (13.1) in folgender Form an-
schreiben (Ubung!):

F(Q) = (Q —Q)"W(Q - Q) + g(KQ)"(KQ') — min.

Da dies eine konvexe Funktion von ) ist, geniigt es, ein lokales Minimum
zu finden, das dann automatisch ein globales Minimum ist. Dazu berechnen
wir die Richtungsableitung der Zielfunktion in Richtung R € R"*:

p J@ F1R) — f(Q)
40 t

Der Gradient von f im Punkt Q' ist also 2(Q' — Q)™W +2¢9(KQ")T K. Wenn

wir ihn null setzen, erhalten wir die Losung

= =2(Q —Q)"WR +29(KQ")"KR.

Q' =W+ gK"K)'wWQ

des Optimierungsproblems. Man beachte, dass die Matrix W +¢gK T K positiv
definit und somit invertierbar ist, wie man aus

vI(W 4+ gK K)o =v"Wo + g||[Kv|5 >0, veR"™\ {0},
sieht.

SchlieBlich stellen wir noch den klassischen Schétzer fiir die Sterbewahr-
scheinlichkeit g, vor. Im Verlauf einer Beobachtungsperiode (die nicht unbe-
dingt 1 Jahr dauern muss) werden n Leben mit Altern in [z, x4+ 1] beobachtet,
wobei fiir das i-te Leben das Altersintervall

[x+Si,$+ti], 0<s;<t; <1, 1 <1< n,

beobachtet wird (siehe Abbildung 4). Z.B. bedeutet t; = 1, dass die i-te
Person im Beobachtungszeitraum das Alter x + 1 erreicht und in diesem
Alter noch im Bestand ist. Falls hingegen t; < 1, gibt es zwei Moglichkeiten:
Der Vertrag endete (durch Tod, Storno oder vorgesehenen Vertragsablauf),
oder aber das Ende des Beobachtungszeitraums ist erreicht (z.B. bei der Linie
ganz rechts in Abbildung 4). Definiere

I := {i : Vertrag endete im Beobachtungszeitraum durch Tod},
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INN

Abbildung 4: Lexis-Diagramm. Waagrechte Achse: Zeit. Senkrechte Achse
(nach unten): Alter.

D, = |I| und E, := Y ,(t; — s;) (Exposure). Beriicksichtigt man, dass
Tode die nach Storno oder einem vorgesehenen Vertragsende (z.B. Erlebens-

versicherung) erfolgen, nicht beobachtet werden, erhilt man fiir die erwartete
Anzahl der beobachteten Todesfille

Z l—siq:p—l-si - Z l—tiQx—l—ti ~ Z(l - Sz)qgr - Z(l - tz)Qm
= G = (=
=g > (I—titti—s)—q» (1—t)
= gl
= @B +a.( Y1 —t) =Y (1-1)
=1 =1
i¢l

i=1
i€l
Indem man dies gleich D, setzt, erhdhlt man den klassischen Schéatzer
B D, N D,
B+ Y (l—t)  E,+1D,

Gz

14 Embedded Value

Jahresabschliisse eines Lebensversicherungsunternehmens geben nur einge-
schrankt Auskunft iiber dessen Ertragskraft, da neue Vertriage zunichst Kos-
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ten verursachen, aber im Verlauf der folgenen Jahre und Jahrzehnte mit
Profiten gerechnet werden darf. Dieser langfristige Charakter des Versiche-
rungsgeschéfts soll durch den Embedded Value beriicksichtigt werden. Er
dient sowohl zur Information von (potentiellen) Aktionéren als auch zur Un-
ternehmenssteuerung. Unsere Darstellung folgt [11].

Definition: Der Embedded Value ist der Wert des vorhandenen Lebens-
versicherungsbestandes fiir den Aktionér, der der Summe aus adjustiertem
Eigenkapital und dem Barwert der zukiinftigen Jahresiiberschiisse entspricht.

Definition: Beim Traditional Embedded Value erfolgt die Ermittlung
des Barwerts mittels einer Risikodiskontrate, wleche die Erwartung des Ak-
tionédrs an das Investment darstellt und unter realitdtsnahen (best estimate)
Annahmen iiber zukiinftige Entwicklungen.

Definition: Der Appraisal Value ist der Embedded Value zuziiglich dem
Wert des zukiinftigen Neugeschéfts.

Berechnung des Embedded Value:

Der Net Asset Value ist das Eigenkapital des Unternehmens. Durch Solva-
bilitdtsvorschriften liegt die Verzinsung der Kapitalanlagen i.d.R. unter der
Risikodiskontrate, welche die Erwartung des Aktionérs widerspiegeln soll.
Dieser Zinsverlust wird als Cost of Capital bezeichnet und fiihrt zum Ad-
justed Net Asset Value ANAV,.

Der Kern der Berechnung ist die Bestimmung des Present Value of
Future Profits PVFP,, also des Aktionérsanteils der kiinftigen Jahresiiber-
schiisse. Wir bezeichnen mit w das Ende des Projektionszeitraums, mit r die
Risikodiskontrate, mit p, den Aktionérsanteil und mit J; den Jahresiiberschuss
der Periode j. Dann gilt

- pan
PVFP, = ) =

j=t+1

Der Aktionérsanteil p, betrigt maximal 15% (siche Abschnitt 12). (Dabei
gehen wir von J; > 0 aus; Verluste miissten die Aktionére zu 100% tragen.)

Einige Kritikpunkte:

e Es gibt keine allgemeinen Standards, dadurch sind Veroffentlichungen
des Embedded Value schwer vergleichbar.

e 7.B. ist die Bestimmung der Risikodiskontrate nicht geregelt.
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e Optionen und Garantien werden nicht bewertet. Z.B. verursacht die
Garantie eines Rechnungszinses in der deterministischen Betrachtung
keine Kosten.

e Der Embedded Value ist stark von ungewissen Planungspramissen abhéngig

und dadurch leicht manipulierbar.

Fiir weitere Probleme und fortgeschrittene Ansétze verweisen wir auf [11].

15 Stochastischer Zins

Dieser Abschnitt orientiert sich an Abschnitt 9.3 von [12]. Wir nehmen an,
dass der Diskontfaktor (vom Zeitpunkt n auf den Zeitpunkt 0)

v(n), n € Ny,

ein stochastischer Prozess ist, der von den Todeszeitpunkten der Versicher-
ten unabhéngig ist. Die Berechnung der Leistungsbarwerte gestaltet sich pro-
blemlos. Wir geben exemplarisch den Leistungsbarwert (und héhere Momen-
te) einer Ablebensversicherung mit stochastischen Zins an:

Satz 15.1. FEs sei Z der stochastische Barwert einer Ablebensversicherung
fiir einen x-Jahrigen mit Versicherungssumme s. Dann gilt fir m € N

Zm = gm v(k —|—1
= ZE[ ]k:p:(:qurk-

Beweis. Es sei K € Ny die (gestutzte) Restlebensdauer.

M8

k=0

% ok + 1
v(

k=0

Die letzte Gleichheit folgt aus der Unabhéngigkeit von K und v(n)pen,. O

Wir untersuchen jetzt die Varianz eines Portfolios von Versicherungsver-
tragen.
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Annahme 15.2. Wir betrachten eine Folge von Versicherungsvertrdigen mat
stochastischen Barwerten Zi, Zs, . ... Die bedingten Barwerte

Zilv(n)neny,, @ €N,
seten unabhdngig und identisch verteilt.

Den Gesamtbarwert der ersten N Policen bezeichnen wir mit
N
Z(N) =Y 7,
n=1

Satz 15.3. Es gelte Annahme 15.2. Dann gilt fir das zweite Moment des
Portfolios
E[Z(N)?] = N(N — 1)E[Z,Z,] + NE[Z]].

Beweis. Fir 1 <i < N gilt

j (n)nENoH

Jneno] - E[Zj[v(n)nen, ]
E[Z1|v(n)nen, | - ]E[Zg|v(n)neN0H
E[Z1Z2|v(n)n€NOH

Hier folgt die zweite Gleichheit aus der bedingten Unabhéngigkeit und die
dritte aus der Gleichheit der bedingten Verteilungen der Z;. Es folgt

E[Z(N)’|=> E[Z]+2 Y  ElZZ)]

1<i<j<N

= NE[Z]] + N(N — 1)E[Z, Z5).
O
Satz 15.4. Es gelte Annahme 15.2. Dann gilt fiir die Varianz des Portfolios

lim Var [@} — E[Z, 2] — E[Z,]2.

N—o0
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Beweis. Esgilt E[Z(N)] = NE[Z;] (Beweis analog zum Beweis von Satz 15.3).
Daraus und aus Satz 15.3 folgt

Var[Z(N)] = E[Z(N)*] - E[Z(N)]?
= N?E[Z,Z,] + N®E[Z,]? + O(N).

]

Falls der Zins deterministisch ist, sind die Barwerte Z, Zs,... (unbe-
dingt) unabhéngig, und die Varianz des mittleren Barwerts konvergiert ge-

gen 0:
Z(N)7 1 1 1
Var[T} — 5 VarlZ(N)] = —Var(Z)] = o(ﬁ)
Durch den zusétzlichen Risikofaktor des stochastischen Zinses, der alle Ver-
triage betrifft, geht diese Eigenschaft verloren (Satz 15.4).
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