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1 Einleitung

In dieser Arbeit soll es in erster Linie um Infektionskrankheiten gehen und konkrete
mathematische Moglichkeiten, um deren Verlauf beschreiben und prognostizieren zu
konnen.

Epidemien und Pandemien sind global verantwortlich fiir Millionen Todesfélle.
Wenn eine Krankheit erstmals in Erscheinung tritt, sind meist keine Medikamente
dagegen verfiigbar. Die Krankheit kann sich unter Umsténden ungehindert in der
Bevolkerung verbreiten. Wie lange die Forschung an einer Medikation arbeitet,
héngt von vielen verschiedenen Faktoren ab und kann dementsprechend lange
dauern. Fiir die gesellschaftliche Planung und Bildung von Mafinahmen, um eine
moglicherweise sogar internationale Verbreitung zu verhindern, ist es von grolem
Interesse, Krankheitsverlaufe moglichst genau beschreiben und vorhersagen zu
konnen.

Aktuell hat die Corona(virus) Pandemie die gesamte Weltbevilkerung (mit kleinen
Ausnahmen) fest im Griff. Corona Viren sind umschlossene Ribonukleinséure
Viren, die das Enzym ACE2, das normalerweise zum Schutz vor Herz-Kreislauf
Erkrankungen und zur Regulation des Bluthochdrucks dient, als Rezeptor
ausnutzen, um menschliche Korperzellen zu infizieren. Die Krankheitsverlaufe sind
sehr unterschiedlich, die Symptome meist aber nicht stérker als jene einer leichten
Erkéltung.

In einigen Féllen kann eine Infektion lebensbedrohlich werden, etwa im Falle von
Nierenerkrankungen oder Leberfunktionsstorungen. Langzeitfolgen treten bei
diesem Virus ofter als gewohnlich auf und konnen einen Menschen dauerhaft
beeintrichtigen. Aussagekréftige Studien iiber Langzeitfolgen sind aber, aufgrund
des nicht lange zuriickliegenden Ausbruchs, noch aussténdig.

Mithilfe mathematischer Modelle konnen Infektionsverlaufe modelliert und
Gesetzmaéfigkeiten abgeleitet werden. Die in dieser Arbeit behandelten Modelle
sollen die Realitéit vereinfacht widerspiegeln. Es ist nicht moglich, die Realitét
exakt nachzuahmen und Entwicklungen genau vorherzusagen, aber mit einigen
Vereinfachungen kann die Realitdt zumindest ein wenig verstanden werden und
damit in diesem Fall beispielsweise dabei helfen, geeignete Mainahmen zur
Einddmmung der Pandemie zu treffen.

Nach einer kurzen Einfiithrung in fiir die vorkommende Mathematik relevante
Definitionen und Eigenschaften, werden die sogenannten SI-,SIS-,SIR-,SEIR-
Modelle vorgestellt. Jedes Modell ist etwas komplexer als das vorherige. Den
Schluss bildet das SEIR-Modell mit Populationsdynamik.



1 FEinleitung

Diese Arbeit orientiert sich hauptséchlich an [Goe21]. Einzelne Abschnitte, etwa
Definitionen oder treffendere Erklarungen, wurden aus den im Literaturverzeichnis
angefithrten Quellen entnommen.



2 Grundlegendes, Begriffe und
Definitionen

2.1 Epidemiologische Grundbegriffe

Das Wort Epidemiologie kommt aus dem Altgriechischen und bedeutet so viel wie
”die Krankheit, die iiber das Volk kommt” (epi: "iiber”, demos: ”das Volk”, logos:
"die Lehre”). Diese Wissenschaft beschiftigt sich mit der Entstehung, Verbreitung,
Bekampfung und den sozialen Folgen von Epidemien, aber genauso mit jenen
Faktoren, die zur Verbesserung der Gesundheit der Grundgesamtheit beitragen. Die
Epidemiologie konnte unterteilt werden in einerseits eine medizinische
Wissenschaft, die nach den Ursachen zur Krankheitsausbreitung und deren
Einddmmung sucht, andererseits ist sie auch ein Teilgebiet der Statistik.
Ursache-Wirkungsbeziehungen etwa, lassen sich durch quantitative und qualitative
Analysen mathematischer Modelle erforschen.

Ublicherweise erfolgt die Ausbreitung einer Krankheit durch Krankheitserreger wie
Bakterien oder Viren, die von infizierten Mitgliedern einer Population durch
"Kontakt” auf andere gesunde Individuen iibertragen werden. Es ist aber auch
moglich, dass trotz ”"Kontakt”, die Krankheit nicht iibertragen wird, aufgrund von
voriibergehender oder dauerhafter Immunitiat. Die Krankheit konnte auch durch
Zwischentréger (z.B. Insekten) iibertragen werden.

Kommt es zur Infektion einer gesunden Person, so beginnt unmittelbar nach der
Ansteckung die sogenannte Latenzzeit, in welcher die Person nicht infektios ist
und keinerlei Krankheitssymptome wahrnimmt.

Die zeitliche Periode zwischen der Ansteckung und dem erstmaligen Auftreten von
Symptomen ist als Inkubationszeit bekannt.

Der Zeitraum, in dem eine infizierte Person andere Individuen anstecken kann, wird
als infektiose Periode bezeichnet. Die infektiose Periode beginnt meist vor
Ablauf der Inkubationszeit und endet vor dem Verschwinden der
Krankheitssymptome.

2.2 Geschichtliches

Der Begriftf der Epidemie wurde bereits vor mehr als 2000 Jahren von Hippokrates
verwendet.
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Die erste Sterbestatistik, "Bill of Mortality”, wurde im 17.Jahrhundert von John
Graunt eingefiihrt. In dieser wurden erstmals die am h&ufigsten auftretenden
Todesursachen systematisch festgehalten. Diese und andere Statistiken zeigten, dass
die Sterblichkeit im zeitlichen Verlauf fast konstant blieb. Zur Zeit der Pest jedoch
stieg die Sterblichkeit enorm an und legte den Schluss nahe, dass die
Gesamtsterblichkeit wesentlich durch Umweltfaktoren beeinflusst werde.

Anderson McKendrick und Ogilvy Kermack entwickelten 1927 ein mathematisches
Modell zur Modellierung von Infektionskrankheiten. Mit diesem Modell konnten sie
die Pest Epidemie in Bombay (1905/1906) modellieren. Jene Arbeit bildet die
Grundlage der Entwicklung weiterer Modelle zur Beschreibung der Ausbreitung von
Infektionskrankheiten.

2.3 Mathematische Modellierung

Die erste Verdffentlichung von McKendrick und Kermack beinhaltete ein sehr
vereinfachtes Modell. Infizierte sich eine Person, so war diese am Ende des
Krankheitsverlaufes entweder komplett immun oder tot. Die Bevolkerungsanzahl
wurde als konstant angenommen, Geburten- und Todesfille waren ausgeblendet
worden. Die Ausbreitung der Krankheit wurde als Funktion der Zeit dargestellt.
Interessant war in weiterer Folge der zeitliche Verlauf der Krankheit. Wiirden sich
alle Mitglieder der Population anstecken, oder wiirde ein Zusammenspiel aus
Erkrankungen und Genesungen zu einer Verdrangung der Krankheit fithren?

Das Modell sieht es vor, die Gesamtpopulation (N) in verschiedene Klassen zu
unterteilen, je nach Gesundheitszustand.
Folgende Klassen kénnen in den spéter erkldrten Modellen auftreten:

e (Die Gesamtpopulation) N entspricht der Anzahl aller Individuen einer
Bevélkerung, unabhéingig vom Gesundheitszustand. N kann als konstant
angenommen werden, wenn Geburten, Todesfille und jegliche Migration
ausgeblendet werden.

e (Susceptibles) S beschreibt die Anzahl gesunder Personen, die infiziert werden
kénnen.

e (Infectives) I beinhaltet alle infizierten Personen, die andere Individuen
anstecken konnen.

e (Removed/Recovered) R ist die Klasse jener Personen, die die Krankheit nicht
mehr {ibertragen kénnen, da sie immun oder tot sind. Nach dem Tod sind
Krankheiten nicht mehr ansteckend (in dieser Arbeit).



2 Grundlegendes, Begriffe und Definitionen

e (Ezposed) E z&hlt all jene Personen, die sich innerhalb der Latenzzeit
befinden. Die Klasse beinhaltet also alle Infizierten, die die Krankheit nicht
weitergeben konnen.

e (Quarantined) () beinhaltet all jene, sich in Quranténe befindenden,
Mitglieder einer Population.

Festzuhalten ist, dass jedes Mitglied einer Bevélkerung nur einer Klasse gleichzeitig
angehoren kann. Ein Klassenwechsel ist modellabhéngig moglich. Jedem Modell
liegt ein Schema zugrunde, das festlegt, mit welchen Ubergangskoeffizienten die
Klasse gewechselt wird. Dieser Wert ist abhéngig von Ausgangs- und Zielklasse.
In den meisten Modellen werden isolierte Bevilkerungen betrachtet, Migration in
das System hinein oder hinaus werden, mit Ausnahme des SEIR-Modells mit
Populationsdynamik 3.5, ausgeblendet.

Des Weiteren treten alle Personen mit der selben Wahrscheinlichkeit in Kontakt
und besitzen die gleichen Charakteristika beziiglich einer bestimmten Krankheit.
Mit weniger unnatiirlichen Annahmen wiirden die Komplexitéat der Modelle und
deren Losungen steigen.

2.4 Grundlegende Definitionen

Es folgt ein kurzer Uberblick iiber Definitionen und Sitze, die beim weiteren
Verstédndnis unterstiitzen sollen. Einige, etwas ldngere Beweise (die keine weitere
Erkenntnis im Bezug auf diese Arbeit liefern) werden hier nicht behandelt, sie sind
aber jederzeit in der entsprechenden Literatur (die sehrwohl angefiihrt ist)
nachzulesen.

Definition 1 (Malthusianisches Wachstumsmodell und Malthus
Parameter). Ein exponentielles Modell der Form P(t) = Pye™, das proportional
zu der zum Zeitpunkt ¢ vorhandenen Populationsgrofie P(t) wéachst, nennt man
Malthusianisches Wachstumsmodell. Der Parameter r ist der
Proportionalitéitsfaktor bzw. die Wachstumsrate im engeren Sinn und wird oft als
Malthus Parameter bezeichnet.

In den vereinfachten SIR-Modellen kann die Krankheitsdauer als exponentialverteilt
angenommen werden, deshalb die folgende Definition:
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Definition 2 (Exponentialverteilte Zufallsvariable). Eine Zufallsgrofie X
nennt man exponentialverteilt mit Parameter @ € R, wenn fiir die Dichte gilt

Fx(@) ae”® | fallsx >0

€T =
* 0 , falls z < 0
Fiir den Erwartungswert von X gilt

E(X) = é

Es ist klarerweise von Interesse, zu untersuchen, wie sich die Losungskurven der
verwendeten Modelle im Langzeitverhalten verdndern. Hierfiir wird die Stabilitét
von Ruhelagen von DG (= Differentialgleichungen) untersucht.

Definition 3 (Ruhelagen (Fixpunkte) von Differentialgleichungen).

Fiir eine Differentialgleichung der Form

heifit eine Losung xg Ruhelage oder Fizpunkt der Differentialgleichung, falls

Die Frage nach der Stabilitdt einer Ruhelage ist deshalb von Interesse, da die
Antwort verrat, welchen Effekt Storungen auf das Verhalten der Losungen der DG
haben. Insbesondere ist das asymptotische Verhalten fiir ¢ — oo ein wichtiger
Aspekt.

Es gibt verschiedene Arten von Stabilitét.

Definition 4 (Stabilitét). Gegeben sei eine explizite gewdhnliche
Differentialgleichung 1.0Ordnung, also eine Gleichung der Form

(1) = f(t,2(t)).
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Sei x(t, xg) eine Losung des Anfangswertproblems
' = f(t,z), x(ty) = o,
die fiir alle t > ¢, existiert. Die Losung x(t, x¢) heifit:

1. stabil (Ljapunov stabil), wenn fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 existiert, so dass aus
|z — a] < 0 folgt: z(t,a) existiert fir ¢ > ¢y und |z(t, x0) — z(t, a)| < € fiir alle
t > to.

2. instabil, wenn x(t, z¢) nicht stabil ist.

3. anziehend (attraktiv), wenn ein 0 > 0 existiert, so dass aus |zo — a| < § folgt:
x(t,a) existiert fiir ¢ > ¢, und 1tlirn |z (t, z0) — (¢, a)| = 0.
=00

4. asymptotisch stabil, wenn z(t, z() stabil und anziehend ist.

Bei der Untersuchung des Verhaltens der Losungen von nichtlinearen DG ist das
sogenannte Linearisieren ein wichtiges Hilfsmittel.

Satz 1 (Stabilitdt mittels Linearisierung). Sei Z eine Ruhelage der DG
7' = f(x) mit einem C' — Vektor feld f und A := df(z).
Dann gilt:

1. Falls fiir alle Eigenwerte von A gilt Re A < 0, ist die Ruhelage asymptotisch
stabil.

2. Falls Eigenwerte von A existieren mit Re A > 0, ist die Ruhelage instabil.

3. Falls weder 1. noch 2. vorliegen, wenn also nur Re A < 0 gilt und es
mindestens einen Eigenwert A mit Re A = 0 gibt, kann man vom Verhalten
der Linearisierung nicht auf das Verhalten der nichtlinearen DG schlieflen.

Beweis: [Szm13, Seite 93|

Definition 5 (Orbit/Trajektorie und Phasenportrit/Phasenraum). Unter
einem Orbit oder einer Trajektorie versteht man in der Mathematik eine
Losungskurve einer Differentialgleichung.
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Die gemeinsame Darstellung der Orbits eines Systems von DGs nennt man
Phasenportréit oder Phasenraum.

Eine wichtige Rolle im Bezug auf die lokale Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen von DGs spielt der Satz von Picard Lindel6f. Bewiesen wird der Satz
iiblicherweise mithilfe der Picard Iteration, daher der Name Picard Lindel6f. Fiir
diesen Satz wird zunéchst eine weitere Definition benotigt.

Definition 6 (Lipschitz-Eigenschaft). Sei G C R x R". Eine Funktion
f: G—R" (t,x) — f(t,x) heiBt Lipschitz (auf G) beziiglich x, wenn eine
Konstante L > 0 existiert, so dass gilt

|f(t,z) — f(t,y)| < Lz —y|, fir alle (¢,), (t,y) € G.

Die Konstante L heif3t Lipschitz-Konstante.

Eine Funktion f : G — R", (¢t,z) — f(t,z) heiit lokal Lipschitz beziiglich z,
wenn zu jedem Punkt a € G eine Kugel B, (a) und eine Konstante L = L(a) > 0
existieren, so dass gilt

[f(t,2) = f(t,9)] < Lz —y|, fir alle (¢,2), (t,y) € B:(a) NG,

Satz 2 (Existenzsatz von Picard-Lindel6f). Sei G C R"™! offen, f : G — R"
stetig und lokal Lipschitz beziiglich « und (¢y,z¢) € G. Dann existiert ein § > 0 und
eine eindeutig bestimmte Funktion x € C*(Js,R") mit J;5 := [to — §,ty + ], sodass
(t,x(t)) € G fiir t € J5; und z = z(t) 16st das AWP

¥ = f(t,z), z(ty) = zo.

im Intervall Js.
Beweis: [Szm13, Seite 48]

2.5 Methodik

Von mathematischer Modellierung ist dann die Rede, wenn versucht wird, reale
Vorgénge mithilfe von Mathematik zu beschreiben. In Kapitel 3 wird es dabei um
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die qualitative Analyse mathematischer Epidemiemodelle gehen.

In der mathematischen Modellierung wird allgemein zwischen qualitativen und
quantitativen Modellen unterschieden. Grundsétzlich dienen qualitative Modelle zur
Beschreibung von Prozessstrukturen, sowie den Wechselwirkungen von
SystemgroBen (z.B. Rauber-Beute Systeme).

Solche Modelle sind geeignet zur Vorhersage von Strukturen ohne die Verwendung
von konkreten Werten fiir gewisse Variablen.



3 Mathematische Modelle zur
Beschreibung von
Infektionskrankheiten

Eine ausschlaggebende Maflzahl zur Charakterisierung einer Krankheit ist die
sogenannte Basisreproduktionszahl R. Sie ist modellabhéngig und gibt die
erwartete mittlere Anzahl der durch eine infektiose Person angesteckten Individuen
an. Es handelt sich jedoch nicht um eine biologische Konstante, da sie von vielen
Umweltfaktoren abhéngt.

Ist Ry > 1, dann breitet sich die Krankheit in der Bevolkerung aus. Je grofler dabei
Ry ist, umso schneller ist die Verbreitung.

Fiir Ry = 1 bleibt die Anzahl der Neuinfektionen konstant.

Wenn Ry < 1 ist, dann breitet sich die Infektion nicht weiter aus. Allerdings
bedeutet eine kleine Reproduktionszahl nicht zwingend das Verschwinden der
Krankheit. Diese kénnte nédmlich endemisch in der Bevolkerung bestehen bleiben.

3.1 SI-Modell

Das epidemische SI-Modell bildet die Basis der Modellierung von
Infektionskrankheiten und ist das einfachste der Modelle.

Die Gesamtbevolkerung N wird in die beiden Klassen S und I unterteilt. Es wird
also lediglich zwischen Personen unterschieden, die sich infizieren kénnen, ohne
jemals infiziert gewesen zu sein, und jenen, die infiziert sind und das Virus
weitergeben konnen. Geburten- und Sterbefélle werden nicht beriicksichtigt, N wird
als konstant angenommen.

Dementsprechend ist

N = S(t)+I(t) vt > 0.

S(t) und I(t) geben die Anzahl der Individuen der entsprechenden Klasse zum
Zeitpunkt ¢ an. Zur besseren Lesbarkeit kann das Argument weggelassen werden,
also kurz N = S + I. Innerhalb dieses Modells sind nur Ubergénge von S nach I
moglich. Eine Abnahme der Klasse S fiihrt klarerweise zum Anstieg von I.
Irgendwann muss folglich die Klasse S in die Klasse I iibergehen, eine Erkrankung

10
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ist dauerhaft. Schematisch ldsst sich das wie folgt darstellen.

[s]— 1] . (3.1)

3.1.1 Mathematische Modellierung

Es gilt —S' = I’, die Anderungen sind betragsméBig gleich und haben verschiedene
Vorzeichen. Es wird angenommen, dass die Anderungsraten von den Anzahlen der
Individuen in den Klassen proportional abhéngen. Doppelt so viele Infizierte
kénnen etwa doppelt so viele Gesunde anstecken. Somit ergeben sich die
Differentialgleichungen

ds dl

— =—f(S5,1 d — = f(5,1

== f(S,1) wd = f(S D)
wobei f(S, 1) eine Funktion in Abhéngigkeit von S und I ist. Ein mogliches Modell
fir f(S, 1) ist f(S,1) = IS mit 8 > 0 als Ansteckungs- oder Infektionsrate.

Schema 3.1 kann weiter préazisiert werden zu

BT (3.2)

Einsetzen dieses Modells fiir f fiihrt auf die Gleichungen

as dl

— = —(S51 — = (851 :
o BST und o BS (3.3)
mit Anfangswerten S(0) = Sy, 1(0) = I, > 0.

Einsetzen von S = N — I in die zweite Gleichung von 3.3 ergibt

dl 1

— =pI(N—-I)=pBNI(1——) . 3.4

U BIN D)= BNI(1 - 1) (3.4
Definiere r := SN (r ist der Malthus Parameter (vgl. Definition 1)). Einsetzen von r

in Gleichung 3.4 fiithrt auf

dl I
Z=rll- %) (3.5)

Diese DG ist separabel und lésst sich daher wie folgt 16sen,

dl I
ey 75 T
g~y
dl
7 =rdt
I(1—- %)
1

11
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Das linke Integral in Gleichung 3.6 wird mithilfe einer Partialbruchzerlegung gelost

also
1 _fy+ B
-4 1 1-4L
1 A(l - %) BI
T a-LTIa-L4) -5
N N N
I
1=A(1-——=)+BI
< ( N)—I—

1
< A=1und B = —
un N

Somit ergibt sich fiir Gleichung 3.6 weiter

1 1
/—dl—f-/]\]l—_idlz/Tdt

I ——dl =
<:>/d+N[d /rdt

<~ In(/)—-In(N—-I)=rt+c

— 1 ! =rt+
n N7, " rt + ¢
I _rt c
<~ N7 =e + .(i
«— [ =¢"'¢N —e"el
< I(1+¢"c)=¢€"cN
e"teN
— I =
14 erte
e"teN
— [ = el e T
—~

=C

<— [ = N
1 4erte

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 gilt fiir Gleichung 3.7
N

[(O):Iozl—l—c

= c=——1.
c= T
Einsetzen von ¢ in Gleichung 3.7 liefert
N
I(t) =
(t) 14 (£ —1)et

12
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Analog ergibt sich

N
S(t) = 17 e (3.9)

3.1.2 Langzeitverhalten der Klassen S und |

Fiir t — oo errechnen sich mithilfe von 3.8 und 3.9

N
lim /(t) = lim & — =N,
t—00 t—oo 1 4 (E — ]_) r
—0
N
lim S(t) = lim & =0
t—00 t—oo | + (E ]_) e"
—00

Wie zuvor behauptet, stecken sich alle Gesunden schlussendlich an. Im weiteren
Verlauf der Untersuchung kénnte nun die Frage nach dem Zeitpunkt der stéarksten
Zunahme der Klasse der Infizierten aufkommen. Dazu wird der Wendepunkt von 1

bestimmt, ndmlich
d?I I I 21
S (1) == (1-=) =0
at? 7“( N) "N r( N>

N
— ]z;,da]’>0undr>0.

Demnach ist die Verbreitungsgeschwindigkeit der Krankheit am gréfiten, sobald die
Hilfte der Gesamtbevolkerung infiziert ist. Der entsprechende Zeitpunkt ¢ wird
dann wie folgt berechnet durch

N N In(¥ -1

2 1+ (E — 1)6_rt r

Ab diesem Zeitpunkt nimmt die Geschwindigkeit der Ausbreitung wieder stetig ab.

Das Modell wird in dieser Form in der Realitdt kaum verwendet. Im folgenden
Abschnitt soll es weiter ausgebaut werden.

3.2 SIS-Modell

In diesem Modell ist eine Genesung nach einer Infektion moglich und Genesene
kénnen erneut infiziert werden. Eine Immunisierung ist also ausgeschlossen, nach
dem Schema

s, (3.10)

13
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Die Genesung ist abhéingig von der Genesungsrate v und der Anzahl der
Infizierten und geht negativ in die Bilanz von I ein, positiv in die von S. Pro
Zeiteinheit wechseln yI Personen von I nach S zuriick. Schema 3.10 wird prézisiert
zu

BEESIEENE (3.11)

Dem Modell liegen die Gleichungen

as

I
= —BSI +~I und a = BST —~I (3.12)

dt
mit Anfangswerten S(0) = Sy, I(0) = Iy > 0 zugrunde. Der Satz von
Picard-Lindel6f 2 garantiert eine eindeutige lokale Losung von 3.12. Weiters ist

ds —dlI
dt i dt
Es gilt stets, dass Ny > 0. Wegen N’ = 5" + I’ = 0, folgt Ny > 0 fiir ¢t > 0. Ist nun
S(ty) = 0 fiir ein ¢, > 0, so muss I(¢;) > 0 sein und damit S’(¢;) > 0. Somit kann S
nicht negativ werden. Falls I(t,) = 0, so gilt S’(t1) = I'(t1) = 0 und folglich
S'(t) = I'(t) = 0 fiir alle t.
Insgesamt sind die Losungen S(t) und I(t) fiir ¢ > 0 beschréankt und damit nach

dem Fortsetzungssatz aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen
existent fiir alle Zeiten.

—BST +~I + ST —~I = 0.

Zur besseren Charakterisierung des Genesungsvorgangs kann die Gleichung

% = —~1 separat gelost werden (Losen einer separablen DG),

dl = —~dt

1
—dl = —~dt
/1 /7

< In(J) +~+t = In(ly)
—= Je"' =1,
— [ =l . (3.13)

~i =

Dividieren durch [y in Gleichung 3.13 ergibt, dass die Wahrscheinlichkeit, zum
Zeitpunkt ¢ noch nicht genesen zu sein, fiir eine infizierte Person gleich = 10 _ =e
ist. Folglich ist die Wahrscheinlichkeistdichte f fiir die Dauer T' bis zur Genesung

d d d
=—PT<t)= E[l —P(T>1t) = —Eeﬂt =ve " (exponentialverteilt).

Der Erwartungswert 1 glbt die mittlere Infektionsdauer an.
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3 Mathematische Modelle zur Beschreibung von Infektionskrankheiten

Die Basisreproduktionszahl Ry wird definiert als Rq := ﬁTN Dies trifft zu, wenn die
gesamte Bevolkerung der Klasse S angehort (also zu Beginn) und ein Infizierter
eingebracht wird. Dann wird ndmlich die Krankheit mit annédhernd

BST =S -1 = BN iibertragen. Diese Ansteckungsrate wird weiters ins Verhéltnis
gesetzt zur Genesungsrate. R (nach obiger Definition) gibt also, da 1 die
durchschnittliche Infektionszeit war, an, wie viele Menschen wahrend dieser Periode
von einem Infizierten angesteckt werden, falls die Anzahl von S konstant gehalten
wird.

Zur Vereinfachung des Modells werden dimensionslose Variablen eingefiihrt. Dies
erlaubt es, statt den absoluten Anzahlen in 3.12, Anteile zu betrachten:

S(t I(t
Ti=7t, u(r):= _](V) , u(T) = _]<V) :
d(uN du —PuvN — Re=2 g
(UT ) = —puNvN + yoN <= o _ Puv Ly = o —(Rou — 1)v
d; dr v dr
d(vN d N  R=2 g
<UT ) _ BuNUN — yuN = 2 = Puv o= Yo (Rou — 1)v  (3.14)
d; dr v dr

mit Anfangswerten ug und vy. Wiederum aus dem Satz von Picard-Lindelof 2 folgt
die eindeutige Existenz einer Losung von Gleichung 3.14. Die Summe der neuen
Gleichungen ist fl—ﬁ + ?T: = 0, die Summe der relativen Anteile u + v = % + ]%, =1

3.2.1 Langzeitverhalten und Ruhelagen

Die Frage ist nun erneut jene nach dem Langzeitverhalten. Dazu zunéchst folgende
Abschétzung

d O<u<l

Y Reu—1)0 < (Ro—1)v .

dr
Fiir Ry < 1ist (Rg — 1)v < 0, was zu einem exponentiellen Abfall der Infizierten,
also einem Verschwinden der Krankheit, fithrt. Im Fall Ry > 1 kommt es zur
Verbreitung der Krankheit bis zum sog. endemischen Gleichgewicht, sieche Lemma
3.2.1.

Fir Ry > 1 kann die Ruhelage von g—: bestimmt werden, indem

dv 1
0:% — 0= (Rou—1)v = u:E::uR :
Ausu+v = %—i—% = 1 ergibt sich dementsprechend
d 1 1
Ozd—:}_ = O:(Ro(l—v)—l)v:Ro((l—f()—v)v = vzl—ﬁ::vR :

15
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Letztere Gleichung (Ro(1 — v) — 1)v kann als separable Gleichung gelost werden.
Die Losung ist
UoUR

) = o on = o) exp—(Re = 17 (3.15)

Lemma 3.2.1. Im SIS-Modell verschwindet die Krankheit fiir Ry < 1. Wenn aber
Ro > 1 und vy > 0, dann bleibt die Krankheit erhalten und die Losungen der

Gleichungen 3.14 konvergieren gegen das endemische Gleichgewicht
1 1

(ur,vR) = (75,1 — =5)-
Beweis. Wenn Rg < 1, dann ist 1 — %o < 0 und somit v < 0. Solange v > 0, ist v

streng monoton fallend. Es kann also nur lim v(7) = 0 sein.
T—00

Fiir den Fall Ry > 1 und vy > 0 folgt mit Losung 3.15, dass lim v(7) = vg. Dann

T—00
konvergiert u(7) gegen 1 — vy = RLO O

Dieses Phédnomen ist eine der Kernaussagen der Arbeiten von McKendrick und
Kermack. Kann ndmlich durch Hilfsmafinahmen die Reproduktionszahl dauerhaft
auf Rg < 1 gesenkt werden, dann kann eine Epidemie verhindert werden.

Die Ubertragung von Rotaviren oder Tuberkulose kann beispielsweise mit diesem
Modell beschrieben werden.

3.3 SIR-Modell

Das SIR-Modell unterscheidet sich vom SIS-Modell darin, dass nach einer
Infektion von einer dauerhaften Immunisierung ausgegangen wird. Beim Verlassen
der Klasse I wechseln Personen unwiderruflich in die Klasse R und bleiben dort. R
beinhaltet jene Individuen, die die Krankheit nicht mehr {ibertragen kénnen, da sie
immun oder tot sind. Es liegt nahe, dass sich die gesamte Population im
Endzustand in R wiederfindet. Dafiir miissten sich allerdings alle Mitglieder der
Bevolkerung zuerst infizieren.

Nach dem Tod ist (zumindest in dieser Arbeit) die Krankheit nicht mehr
ansteckend. Das Modell kann also wie folgt schematisch dargestellt werden,

s|—=[1]—=[R]. (3.16)

Geburten werden weiterhin ausgeblendet und im Falle des Todes bleiben Personen
weiterhin in der Klasse R, N bleibt also nach wie vor konstant.

Das Risiko einer Infektion steigt mit der Anzahl der Infizierten, dies kann wie zuvor
durch SI beschrieben werden mit  als Parameter fiir die Infektiositét.
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3 Mathematische Modelle zur Beschreibung von Infektionskrankheiten

Folgende Uberlegung zeigt, wie 3 weiter prézisiert werden kénnte:
In einem bestimmten Zeitraum habe eine infizierte Person k Kontakte zu anderen
Individuen mit einer Ansteckungsrate von a. Dann entspricht k:% der Kontaktrate
zu Infizierten und folglich ak% der Anzahl der Kontakte, die zu einer Infektion
fithren. Dadurch konnte 3 also bei entsprechender Datenlage genauer formalisiert
werden durch
I ak
l=ak— = pf=—.
T =akg =%
Im SIS-Modell ist v die Rate, mit der Personen, durch Genesung oder den Tod,
aus I austreten. Schema 3.16 wird weiter prézisiert zu

[s1% 1] [R]

mit den Modellgleichungen
ds dl dR

Mit dem Parameter p := % wird 3.17 zu
as dl dR
o = B8, — =B(S—-p), —=0p (3.18)

mit Anfangswerten S(0) = So, 1(0) = Io und Ry = R(0) = 0. Es ist 2 + 4L 4 4 —
Die globale Existenz der Losungen folgt analog zum vorigen Modell.

In 3.18 ist abzulesen, dass % > 0, wenn S > p, da 8 > 0. Die Anzahl an gesunden
und infizierbaren Individuen muss also iiber diesem Schwellenwert p liegen, damit
es iiberhaupt zu einer Epidemie kommen kann. Wenn % < 0, dann nimmt das
Infektionsgeschehen immer weiter ab. Sinkt die Zahl der Infizierbaren fiir ¢ > 0
unter diesen Schwellenwert, geht die Epidemie zu Ende.

3.3.1 Orbits im Phasenraum
I kann in Abhéngigkeit von S betrachtet werden mittels

ar _pST=FPpl _ _,  p
as  —pSI S

17



3 Mathematische Modelle zur Beschreibung von Infektionskrankheiten

Losen der DG:

dl P
o2 4P
as g

1
dl =— [ 1d —d
Jar=- [1as+p [ sas
1
<:>/dl+/1d8—p/§d8:0

< I+ S5 —pln(S)=1y+ Sy — pln(S)
= I(S) =pn(S) =S+ N — pIn(S) . (3.19)

Interessant diesbeziiglich ist ein Blick auf das zugehorige Phasenportrét.

2207 4 FARRRRR PRl S LR AL A SRR R AR SR TR SRR S Sy
2004 i 'y i R S U SO SO SR = S . . Ct
0 e . P — P e T - S S A S

180
i e e — e N e . SN S S
160 ¢ P e SRRRRE CRRRRE X R
I 140 4 'S o = — — e e N=S(0)+I(0) W . S N
J ¢ e - P~ — - L T T

120
4 e - = -— - [ . S NI -
1001 ] - - ERE i =R VIR AR SR SRR LR S
80 - L 4 e - - — - - - oo e T T e T
: i - - = - B N T T

60 1
P - - - . - - . L - T e
40 [ e - - - - - - - - - L L
20 I e - - - - - . - e - - - -

0 y

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
112.81. 181.78 S

Source: (eigene Darstellung)
Abbildung 3.1: Phasenportrat SIR-Modell

Abbildung 3.1 wurde mit dem frei zugénglichen Programm ”pplane.jar” erstellt und
zeigt einige reprasentative Orbits in der (S, )-Ebene. Es wurden die Parameter

Ny =200, 8 =0.01 und p = 80 verwendet, woraus sich eine Genesungsrate von

v = 0.8 errechnet. Es ist zu erkennen, dass fiir Sy > p = 80 die Kurven zunéchst
ansteigen, was den Beginn einer Epidemie bedeuten kann, wahrend bei Sy < p kein
Anstieg mehr zu sehen ist.

3.3.2 Langzeitverhalten der Klasse |

Wenn es nun im Fall von Sy > p zu einer Epidemie kommt, ist es von besonderem
Interesse, den Hochstwert der Klasse I, welcher in Folge mit 1, bezeichnet wird,
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zu berechnen. Fir I > 0, 8 > 0 ist das lokale Maximum gegeben durch

p
Ier =N In{ = |—-1
wo(n(8))

Ein Anfangswert Iy nahe an I,,,, bedeutet eine nicht all zu grofl ausfallende
Epidemie, da das Maximum der Infizierten bald erreicht ist. Wie auch im
Phasenportrét ersichtlich, fillt I zwangslaufig gegen 0 ab, da S irgendwann sicher
unter den Schwellenwert p sinkt. Das liegt daran, dass Individuen nach einer
Infektion in der Klasse R bleiben. Im néchsten Abschnitt wird die Frage geklart, ob
die Klasse S am Ende leer ist, oder ob es womdglich Personen gibt, die sich nie
anstecken.

3.3.3 Langzeitverhalten der Klasse S

Fiir zwei Zeitpunkte 0 < t; < t5 ist 0 < S(t2) < S(t1) < S(0) < N (bei Ausbreitung

einer Infektion in der Bevolkerung). Es ist also S(¢) nach oben und unten

beschréankt, woraus die Existenz eines Grenzwertes tlim S(t) =: S(c0) folgt. Diesen
—00

Grenzwert gilt es nun ndher zu untersuchen. Dazu betrachten wir S in
Abhéngigkeit von R mittels

ds  —BSI -8

dR ~vI p

was wiederum als separable DG gel6st werden kann durch

ds 1
—=-=1d
S p/R

R
- S(R) =Spe » .
Wegen R < N ist
S(R)=Spe #» > Spe v >0 . (3.20)

Definiere R(o0) := N — S(o0) — I(00) fiir t — oo. Da I(o0) = 0, ist
R(o0) = N — S(o00). Mit Gleichung 3.20 ergibt sich dann

R(o0) _ N-5(c0)

S(oo) =Spe 7 =Spe »  >0. (3.21)

Letztere Gleichung 3.21 ist nur numerisch 16sbar. Es ldsst sich dennoch
schlussfolgern, dass 0 < S(o0) < N, was zeigt, dass sich ein Teil der Bevolkerung
nicht infiziert.
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3.3.4 Ruhelagen und Stabilitat
Zur Bestimmung der Ruhelagen, gilt es die Gleichungen
0=—-pBSI=pSI —~I=~I

zu losen. Dass I(00) = 0, ist bereits bekannt. Es geniigt, die Stabilitdt der Klassen
S und [ zu untersuchen, da keine Abhéngigkeiten zu R bestehen. Aus obiger
Gleichung ist abzulesen, dass in der (S, I)-Ebene die gesamte S-Achse aus
Ruhelagen besteht, also (Sg, Ir) = (5,0). Mittels Linearisierung geméf 1

angewendet auf
(—C%f) _ ( —BSI )
—df BST —~I

ergibt sich fiir das charakteristische Polynom p(A) = —A(8S — v — A). Die
Eigenwerte sind A\; = 0 und Ay = S — . Demnach ist fiir S > % = p der Realteil
Re(A2) > 0 und somit die Ruhelagen (Sg,0)s,>, instabil.

In Abbildung 3.1 ist dies ersichtlich und ebenfalls, dass alle restlichen Ruhelagen
stabil sind.

Mit diesem Modell kénnen Kindererkrankungen, wie Masern beispielsweise, gut
modelliert werden.

3.4 SEIR-Modell

Das SIR-Modell kann um die Klasse der latent Infizierten (E) erweitert werden.
Personen dieser Klasse befinden sich in der Latenzzeit, sind demnach infiziert, aber
nicht infektios. Durch Kontakte in der Bevolkerung treffen Infizierte auf Gesunde
und stecken diese mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit an. Kommt es zu einer
Infektion, so beginnt die Inkubationszeit, es sind also noch keine Symptome
wahrzunehmen und die betroffene Person kann die Krankheit vorerst nicht
iitbertragen. Nun beginnt meist vor Ablauf der Inkubationszeit die infektiose
Periode und es kommt daher zu einem Wechsel in die Klasse 1. Je nach
Krankheitsverlauf sind eine Genesung oder der Tod moglich. Schematisch lasst sich
das Ganze folgendermafien festhalten,

—>—>—>. (3.22)

Die Ubergangsparameter sind zunichst jene des SIR-Modells. Es wird zusitzlich
angenommen, dass dhnlich wie die mittlere Infektionszeit (siehe 3.13), % der
mittleren Latenzzeit entspricht mit passendem e > 0. Schema 3.22 wird also weiter
prézisiert zu

SI=E/ 5[5 [R].
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Die Dynamik der Klassen wird durch die Gleichungen

ds dFE dl dR
mit Anfangswerten Sy, Ey, Iy und Ry = 0, beschrieben. Es ist % + % + % + % =0
und N = S+ E + I 4+ R daher konstant. Tode und Geburten werden zunéchst
ausgeblendet. In Kapitel 3.5 wird eine Version des Modells mit Populationsdynamik
vorgestellt.

Lemma 3.4.1. Fiir die Losungen von 3.23 mit Anfangswerten Sy, Ey, Iy, Ry > 0
gilt S,E, I, R > 0.

Beweis. Die Gleichungen in 3.23 sind stetig und auf R* Lipschitz. Nach dem Satz
von Picard-Lindelof 2 existieren fiir ¢ > 0 daher eindeutige Losungen. Da ST > 0,
ist % > —eF. Die Gleichung ‘é—‘f = —eF kann als separable DG gelost werden,

E
df:—e/dt

< In(E)+et=c
— E(t) = Eo eiﬁt o

Somit ist £ > Eye > 0. Aus eE > 0 folgt analog % > —~I und weiter
I>1Iye > 0. Fiir Cfi—}f = vI ist die Behauptung somit ebenfalls gezeigt.
Aus % > — NS ergibt sich S > Sye Nt > 0. O

3.4.1 Uberlegungen

Die Klassen E und [ kénnen wieder zu einer gemeinsamen Klasse J fusioniert
werden. Wie zuvor im SIR-Modell 3.3.1 kann dann J in Abhéngigkeit von §
betrachtet werden mittels

dJ _dE+1) pBIS—~I v

R =14+ — . 24
as as — 318 * 353 (3.24)

Einsetzen von p = % fithrt also auf die Gleichung

dJ p
bk VI i
ds tgo
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welche als separable DG gel6st werden kann durch

/dJ / I+ 5 dS

— J+S—pn(S Jo+50—/)1n(50)
= J:E—i—Izpln(S)—S—i—Eo-i-[o-i-So—pln(S) =: f(S5) .

Es gilt wiederum, dass

>0 ,wenn S <p
f'(S)y=<¢ =0 ,wennS=p .
<0 ,wenn S >p

Die Klasse J der sofort bzw. latent infektidsen Personen steigt oder féllt also in
Abhéngigkeit von S zu p, analog zu den Uberlegungen im vorigen Modell.

3.4.2 Maximale Anzahl an Infizierten

Kommt es im Fall von S > p zu einer Verbreitung der Krankheit, so ist es von
Interesse, die maximale Anzahl an Infizierten, .J,,4., zu berechnen.

0=f(x) =-1+2 = r=p,
x
p
f//<37> = —P <0 Vz .
Also ist fiir S = p die Anzahl der Infizierten am grofiten, und zwar
Imaz = Pln(p) —p+ Ey+ Iy + SO — pln(Sg)

:E0+Io—|-50—|—p(ln(p)—1—ID(S())):E0+Io+50—|-,0 (hl(sﬁ) —1).

0

Falls in einer Bevolkerung eine vollig neuartige Krankheit auftritt, kann
angenommen werden, dass Sp = N und 0 = Ey = . Die hochstmdogliche Anzahl an
Infizierten ist dann gleich

Joaw = N 4 p (m (%) _ 1)

Das SEIR-Modell kann unter anderem zur Beschreibung von Ebola verwendet
werden.

Im néchsten Abschnitt wir das Modell um eine Populationsdynamik erweitert.
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3.5 SEIR-Modell mit Populationsdynamik

Bisher wurden Geburten- und Sterbefille nicht beriicksichtigt, was im Falle einer
nur kurz anhaltenden Krankheitswelle, aufgrund der deutlichen Vereinfachung,
durchaus Sinn macht. Das SEIR-Modell ist aus dem SIR-Modell hervorgegangen
durch Hinzufiigen der Klasse E. Klarerweise scheinen die selben Eigenschaften wie
im SIR-Modell auf, wenn die Klassen £ und I zusammengefasst werden.

In diesem abschliefenden Modell ist es nun moglich, von der Klasse E direkt nach
R zu wechseln. Geburten- und Sterbefille werden aulerdem erstmals effektiv
beriicksichtigt. Dazu werden neue Parameter bendtigt, ndmlich

e ¢ ... Anzahl der Geburten pro Zeiteinheit,
e 4 ... natiirliche Mortalitatsrate pro Zeiteinheit.

Wie bisher, kann das oben Beschriebene als Schema dargestellt werden.

£

BSI ~vE al
S E I R
uS nE ul uR

Source: [Goe21]
Abbildung 3.2: SEIR-Modell mit Populationsdynamik

Die Gesamtbevolkerung zum Zeitpunkt t ist gegeben durch N =S5+ E+ I+ R.
Die jeweiligen Anderungsraten der Klassen lassen sich gemafl dem obigen Schema
durch die Gleichungen

as dE
2 e S 2 BSI— e E
dl dR

mit Anfangswerten S(0) = Sy, £(0) = Ey, I(0) = Iy und R(0) = Ry beschreiben.
Dabei sind € = v+ p+ 0 und €3 = a + pu.
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Lemma 3.5.1. Fiir die Losungen von 3.25 mit Anfangswerten Sy, Eg, Iy, Ry > 0
gilt S, E,I,R> 0 fiir t > 0.

Beweis. Unter der Annahme, dass & — 51 > 0, kann die Gleichung von S nach
unten abgeschétzt werden und dann durch Integration gelost,

d
d—f > —uS <= S>Spe M >0.
Analog sind

S>0 ‘
> —gll — E’ZEw()€_61 ZO,

E>0 "
> —el <— 12106762 20,

=

I>0
> —uR <= R> Rye ™ >0.

QU Q QU
| 5%IEE

3.5.1 Basisreproduktionszahl

Es soll nun eine geeignete Formel fiir die Basisreproduktionszahl hergeleitet werden.
Dafiir werden zunéchst die ersten 3 Gleichungen aus 3.25 gleich Null gesetzt und

dann umgeformt:

dl 62[
3) —=0&F=—"— 3.26
(8) = - (3.26)
dE E 326
_ €1 3.26 €1€2 (3.27)

as _ _&=nS & s &y o _p By
W =09 1="35" =355 aa 3 ﬁ(elezu 1) (3.28)

Die Basisreproduktionszahl wird nun wie definiert als

— B&y BE
Ro = 61627“ = u(v+u+¢%(a+u) > 0 (vgl. [You+20, S. 3]).

Mit dieser Definition gilt
B { > 1 falls B&y > ply + p+0)(a+ p)
0=

<1 ,sonst

Wenn 3 wichst, dann wird Ry groBer, da eine hohere Ubertragungsrate zu
mehreren Ansteckungen fiithrt. Ebenso fithrt eine hohere Geburtenrate £ zu einem
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Anstieg von Ry, da mehrere Personen angesteckt werden kénnen. Die
Ubertragungsrate von E nach I (ndmlich +) kommt im Zéhler und im Nenner vor.
Eine Erhohung dieses Parameters fiihrt ebenfalls zum Anstieg von Ry.

Auf der anderen Seite fillt Ry, wenn u,d oder a grofer werden, also jene
Parameter, die den Austritt aus I beschreiben. Die Formel fiir R scheint somit fiir
das Modell geeignet.

3.5.2 Ruhelagen und Stabilitat

Die Ruhelagen werden, wie zuvor, durch Losen des Gleichungssystems
(%, Cé—]f, %, %) =(0,0,0,0), bestimmt. Die fiir das Modell interessantere Losung
(S #0) ist (%, 0,0,0). Die Stabilitdt wird mittels Linearisierung geméafi 1 untersucht

(vgl. [You+20, Seite 3f]). Die Eigenwerte sind

At =—p

1 1
)\2 = —5(61 + €y — \/4,8’}/5/11 + (61 — 62)2> = —5(61 -+ €y — \/461€2R0 + (61 — 62)2)

1 1
A3 = —5(61 + €3+ \VABYER + (61 — €)2) = —5(61 + e+ VA &Ry + (€1 — €)?)

Tatsdchlich héngt die Stabilitdt nur von Ay und A3 ab, da fiir © > 0 sowieso
Re(\) < 0 gilt. Im Fall Ry > 1 gilt A\ > 0, da

Ao >0 <— €1+62—\/4€1€2R0+<€1—€2)2<0

— €+ < \/4€1€2R0 + (61 — 62)2
<— 6% + 2€1€69 + eg < 4e1e9Ro + 6% — 26169 + eg
= €160 < 61€2R0 .

Wenn Ry < 1, dann ist Ay < 0.

Es gilt immer A3 < 0. Dabei wird A3, mit wachsender Reproduktionszahl R,
kleiner.

Dieser Sachverhalt soll in folgendem Satz zusammengefasst werden.

Satz 3.5.1. Es sei die Reproduktionszahl Ry = 61’86% gegeben. Falls Ry < 1, dann

wird im SEIR-Modell 3.25 das krankheitsfreie Gleichgewicht (%, 0,0,0) angestrebt.
Ist Rg > 1, so ist die Ruhelage instabil und es kommt zum Ausbruch der Krankheit.

Lemma 3.5.2. Alle Losungen von 3.25 sind fiir ¢ — oo positiv und bleiben im
Gebiet ¢ := {(S,E,I,R) : 0 < N < 5}.
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Beweis. Es gilt N =S+ E+ [+ R, somit N'=5"+ E'+ I' + R'. Einsetzen der
Gleichungen aus 3.25 liefert

N =¢—-BIS —uS+pIS —~vE — uE —E +~E — al — ul +6FE + ol — uR
=¢(—pu(S+E+I+R)=§—uN.

u u [

t—o00
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4 Beispielhafte Modellierung von
SARS-CoV-2 mit SEIR

Abschlielend soll anhand des SIR-Modells mit realen Daten beispielhaft versucht
werden, SARS-CoV-2 Infektionsgeschehen zu modellieren.

Fiir die Modellierung wurden zwei Infektionswellen in Osterreich ausgew#hlt, die
erste Welle im Friithjahr 2020 vom 01.03.2020 bis einschliellich 30.04.2020, wobei
am 29.02.2020 4 Infektionen in Osterreich gemeldet waren (I = 4). Es gab zu dem
Zeitpunkt weder immunisierte noch verstorbene Personen (R = 0).

Die zweite Welle dauerte vom 13.09.2020 bis einschliefSlich 31.12.2020. Hier sind

Iy =413 und Ry = 33204.

In einer Publikation, unter anderem durch die AGES, wurde postuliert, dass eine
Neuinfektion, nach einer iiberstandenen Erkrankung, um 91% geringer sei. In dieser
Arbeit wird jedoch eine hundertprozentige Immunitét angenommen (einfachere
Handhabung von Ry). Die Grafiken wurden mit 'Matlab’ erstellt und optimiert.

Zunachst werden Losungskurven des SIR-Modells grafisch dargestellt mit
N =1000,5,=999,Ip =1,Ry =0, =0,3 und v = 0.04, um zu erkennen, welche
Auswirkungen nach etwaigen Parameterdnderungen eintreten.

Infectives (beta = 0,3; = 0,04)
20 40 60 80 100 120
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Source: [Goe21]
Abbildung 4.1: SIR-Grafik
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4 Beispielhafte Modellierung von SARS-CoV-2 mit SEIR

Wird (8 grofler, so steigt die Kurve steiler an und ist nach links verschoben. Wenn ~
wichst, dann bedeutet das einen stirkeren Ubergang von I nach R, die Kurve wird
flacher. Solche Uberlegungen kénnen helfen, durch geeignete Parameterinderungen,
die Kurven an die tatséchlichen Daten anzuschmiegen.

Anpassung an reale Daten: In der Theorie hat sich gezeigt, dass die mittlere
Infektionsdauer gegeben ist durch % Nachfolgend wird angenommen, dass die
mittlere Krankheitsdauer mit SARS-CoV-2, 7 Tage betréigt (y = £). Aus der
Beziehung Ry = g mit Ry = 1,1978364, kann die Ubertragungsrate 8 = 0,1711195
errechnet werden. Anhand dieser Daten kann Matlab die Gleichungen des
SIR-Modells 16sen und darstellen. Die Anzahl der Infizierten wird im Folgenden auf
1 normiert.

Losungskurven

-y

Susceptibles
Infectives
Removed

54
©

Anzahl Individuen
© © o © 9 o o
N w o (4] » ~ [+
r .

o
-

o

100 200 300 400 500
Zeit in Tagen nach dem 12.09.2020

o

Source: [Goe21]
Abbildung 4.2: SIR-Modell , Sy = 8901064, Iy = 413, Ry = 33204

Die Infiziertenzahlen steigen sehr langsam an, der Peak ist erst nach 270-280 Tagen
bei etwa 1,4% infizierter Bevolkerung erreicht. Tatséchlich entsprechen diese Zahlen
nicht der Realitét.

Mit Matlab kann nun versucht werden, die Kurve an die realen gegebenen Daten
anzupassen. Dazu miissen zunichst geeignete Startbedingungen gefunden werden,
die dann wiederum normiert werden zur anschaulicheren Darstellung. Die Werte
der Anfangsbedingungen werden dazu durch 890,1064 dividiert, sodass Sy = 10000

_ 4
und /o = 890,1064 °
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4 Beispielhafte Modellierung von SARS-CoV-2 mit SEIR

Infectives (1.Corona-Welle, Friihjahr 2020)

+  echte Daten
angepasste Kurve

o
™

Anzahl der Infizierten / 890
o o
S (2]

0.2

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 50 6‘0
Zeit in Tagen nach dem 29.02.2020
Source: [Goe21]
Abbildung 4.3: SIR-Modell, angepasste Losungskurve der ersten Welle mit Beginn
am 01.03.2020

Die obere Grafik zeigt grundsétzlich eine relativ gute Ndherung. Die Modellierung
ist zu Beginn etwas besser.
Fiir die zweite Welle lasst sich ebenfalls eine solche Grafik erstellen.

Infectives (2.Corona-Welle, Herbst 2020)

+  echte Daten
angepasste Kurve | -

Anzahl der Infizierten / 890

0 20 40 60 80 100 120
Zeit in Tagen nach dem 12.09.2020

Source: [Goe21]
Abbildung 4.4: SIR-Modell, angepasste Losungskurve der zweiten Welle mit Beginn
am 13.09.2020

Abbildung 4.4 zeigt im Vergleich zu Abbildung 4.3 eine schlechtere Anpassung.
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4 Beispielhafte Modellierung von SARS-CoV-2 mit SEIR

Vorhersage und Prognose:

Es ist von besonderem Interesse, herauszufinden, wie dramatisch eine Pandemie
ausfallen konnte. Fiir das SIR-Modell soll deshalb, anhand der ersten 15 Daten der
ersten Welle, eine Prognose mit Matlab erstellt werden.

Vorhersage Infectives (1.Corona-Welle, Friihjahr 2020)

= echte Daten zur Parameteranpassung
echte Daten zum Vergleich
lepasste Kurve

08

06

0 . . .
0 10 20 30 40 50 60
Zeit in Tagen nach dem 29.02.2020

Anzahl der Infizierten / 890
o
K

Source: [Goe21]
Abbildung 4.5: SIR-Modell, vorhergesagte Losungskurve fiir 15 Anfangsdaten

Diese Prognose ist sichtlich nicht repriasentativ. Werden weitere 10 Daten

hinzugefiigt, so ist das Ergebnis weiterhin nicht zufriedenstellend (siehe Abbildung
4.6).

12 Vorhersage Infectives (1.Corona-Welle, Frithjahr 2020) h)

+  echte Daten zur Parameteranpassung
echte Daten zum Vergleich
Kurve

Anzahl der Infizierten / 890
o o
o @

o
P

0.2

0 10 20 30 40 50 60
Zeit in Tagen nach dem 29.02.2020

Source: [Goe21]
Abbildung 4.6: SIR-Modell, vorhergesagte Losungskurve fiir 25 Anfangsdaten
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4 Beispielhafte Modellierung von SARS-CoV-2 mit SEIR

Es ist moglich, durch Anderung der Startparameter, bessere Ergebnisse zu erzielen.
Mit diesem Modell ist das aufgrund der geringen Datenlage jedoch schwierig.
Moglicherweise kénnten bessere Ergebnisse erzielt werden unter Verwendung
probabilistischer Modelle, die unterschiedliche Prognosen, aufgrund vorhandener
Datensétze, entwickeln und abschéitzen kénnen.

Die anderen in dieser Arbeit behandelten Modelle liefern, dhnlich wie oberhalb,
keine zufriedenstellenden Ergebnisse.

Das liegt unter anderem daran, dass in dieser Arbeit viele soziale, geographische
und demographische Aspekte, denen Infektionskrankheiten gréfitenteils unterliegen,
zur Vereinfachung, ausgeblendet wurden.
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