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1 Einleitung

Thema der vorliegenden Seminararbeit ist die Theorie der lokalen Martingale in diskreter
Zeit. Einerseits wollen wir den Begriff des lokalen Martingales vorstellen und charakterisie-
ren und andererseits auch in Form eines konkreten Resultates zur Anwendung bringen.

Zunéichst werden wir die bedingte Erwartung auf Zufallsvariablen ausdehnen, die nicht
unbedingt integrierbar sind. Mit dieser wverallgemeinerten bedingten Erwartung versuchen
wir folgend, den wohlbekannten Begriff des Martingales durch verallgemeinerte Martingale,
lokale Martingale und Martingaltransformierte auf drei unterschiedliche Arten zu genera-
lisieren. Anschlielend zeigen wir, dass tatséchlich kein Unterschied zwischen den auf den
ersten Blick sehr verschieden erscheinenden Begriffen besteht, womit wir eine sehr vielsei-
tige Charakterisierung von lokalen Martingalen in diskreter Zeit aufzeigen kénnen. Sofern
nicht anderes angegeben, stammen alle Definitionen, Sitze und Beweise der Kapitel zwei
bis fiinf aus dem Werk Probability von A. N. Shiryaev, siehe dazu [Shi96].

Ausgestattet mit allen notwendigen Begriffen und Resultaten werden wir im weiteren
Verlauf der Arbeit den Begriff des lokalen Martingales auch anhand eines konkreten Re-
sultates vorstellen. Dazu wollen wir das Hauptresultat und den Beweis des Papers ’Local
martingales in discrete time’ von Vilmos Prokaj und Johannes Ruf ausarbeiten, siche dazu
[PR18]. Betrachtet man im Setting eines filtrierten Wahrscheinlichkeitsraumes (2,.%,F, P)
ein lokales Martingal S, so garantiert dieses Resultat unter anderem die Existenz eines zu
P dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles Q, das den Prozess .S zu einem Martingal macht
und erinnert damit stark an das aus der Finanzmathematik bekannte Fundamental Theo-
rem of Asset Pricing (FTAP). Dabei folgt aus passenden No-Arbitrage-Bedingungen an
den diskontierten Preisprozess X ebenso die Existenz eines dquivalenten Wahrscheinlich-
keitsmafles, das X zu einem Martingal macht.



2 Grundlagen

In diesem Abschnitt soll zundchst der wahrscheinlichkeitstheoretische Rahmen gesetzt und
fiir diese Seminararbeit wichtige Definitionen und grundlegende Resultate wiederholt wer-
den.

2.1 Wahrscheinlichkeitstheoretischer Rahmen und Notation

Wir betrachten in dieser Arbeit einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.%, P) mit dem Grund-
raum €2, der Sigmaalgebra .# und dem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Fiir Erwartungswerte
und (verallgemeinerte) bedingte Erwartungen beziiglich einem Wahrscheinlichkeitsmafl Q
und einer Teilsigmaalgebra ¢ werden wir die Notation Eq[ . | bzw. Eq[ . |¢] verwenden. Des
weiteren betrachten wir immer einen d-dimensionalen stochastischen Prozess X = (X¢)ien,
oder S = (S;)ten,- Um das Lesen zu erleichtern, werden wir auflerdem weitestgehend auf
den Zusatz ’P-fast sicher’ verzichten.

2.2 Wabhrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Als Grundlage fiir unsere weiteren Uberlegungen dienen folgende Definitionen und Resul-
tate.

Definition 2.2.1 (Filtration). Wir nennen eine Familie von Sigmaalgebren F = (F)en,
eine Filtration auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %, P), falls fiir alle t € Nq gilt F C
ﬁtﬂ und ﬁt g ﬁ

Definition 2.2.2 (Adaptierter Prozess). Der Prozess X ist an die Filtration F adaptiert,
falls Xy fiir jedes t € Ng Fy-messbar ist.

Definition 2.2.3 (Vorhersehbarer Prozess). Der Prozess X heifit beziiglich der Filtration
F vorhersehbar, falls X, fir jedes t € Ny bereits F_1-messbar ist (mit F_1 = Fg).

Definition 2.2.4 (P-Martingal). Der Prozess X heifit P-Martingal beziiglich der Filtration
F, falls

(i) X an F adaptiert ist,
(i1) Ep[|X:]] < oo fir alle t € Ng und
(27,7,) EP[Xt+1|ft] == Xt fUT alle t € N().

Punkt (7ii) aus der Definition eines Martingales nennt man dabei auch Martingaleigen-
schafft.

Definition 2.2.5 (Stoppzeit). FEine Zufallsvariable T : Q@ — Ny U {oo} heifit Stoppzeit
beziiglich der Filtration F, falls {T <t} € Z#; fir alle t € Ny.



Da eine Stoppzeit 7 nach unserer Definition nur héchstens abzéihlbar viele Werte annimmt,
kann man in der Definition auch fordern, dass {7 =t} € % anstatt {r <t} € % fiir alle
t € Np. Betrachten wir dazu folgendes Lemma.

Lemma 2.2.6. Eine Zufallsvariable 7 : Q — No U {oo} ist eine Stoppzeit beziiglich der
Filtration F genau dann, wenn {T =t} € % fiir alle t € Ny.

Beweis. Sei zunéchst 7 eine Stoppzeit, dann folgt

(r=t}={r<t}\{r<t-1} € .
—_——— —

cF cF_1C.F

Erfiillt 7 hingegen {7 =t} € .%; fiir jedes t € Ny, so gilt

{r<ty= J {r=s}.

——
ssbs€lo ez c7,

Da 7 nur hochstens abzahlbare viele Werte annehmen kann, ist obige Vereinigung héchstens
abzéhlbar, womit {7 < ¢} in .%; enthalten ist. Damit ist 7 also eine Stoppzeit. O

Definition 2.2.7 (Gestoppter Prozess). Fiir einen Prozess X und eine Stoppzeit T ist der
gestoppte Prozess X7 = (X] )ien, definiert durch X (w) := Xiar(wy(w) fiir alle t € No und
w € Q.

Bevor wir dieses Kapitel abschlieflen, formulieren wir noch einen Satz, der das Zusam-
menspiel einer Stoppzeit und eines Martingales naher beleuchtet.

Satz 2.2.8. Sei 7 eine Stoppzeit und X ein P-Martingal, jeweils beziiglich der Filtration
F. Dann ist auch der gestoppte Prozess X ein P-Martingal beziiglich F.

Beweis. Fiir ein beliebiges ¢t € Ny erhélt man die Darstellung

t—1
XtT = Xipr = Z Xml{T:m} + th{TZt}’

m=0

die im wesentlichen eine Fallunterscheidung fiir die moglichen Werte von 7 darstellt. Da
X adaptiert ist und 7 eine Stoppzeit ist, sind alle Zufallsvariablen und Indikatoren in der
obigen Summendarstellung .%#;-messbar, womit X7 also adaptiert ist. Durch die Dreiecks-
ungleichung und da X ein Martingal ist, erh&lt man die Abschitzung

BolX7] < 3 Ep[lXn]] + Bpl|Xi]] < oo,

m=0

womit X/ auch integrierbar ist. Um die Martingaleigenschaft nachzuweisen, betrachten wir
die Differenz

t t—1
Xtrnar — Xinr = Z Xmlgr=m) + Xet1lir>ep1) — Z Xmlir=my — Xelir>e
m=0 m=0

= Xip1lprsi1y + Xelprmy — Xelrogy
= Loy (X1 — Xo)



und erhalten somit insgesamt

Xgyar — Xinr = Loy (X1 — Xo). (2.1)

Wenn wir nun auf beiden Seiten der Gleichung (2.1)) die bedingte Erwartung beziiglich
F; bilden, folgt mit der Martingaleigenschaft von X und der Tatsache {T > t} € %, dass

Ep[X(i1ar — Xinr| Ft] = LrsyEp[Xey1 — Xi[ 7] = 0.

Damit besitzt X7 also auch die Martingaleigenschaft, womit die Aussage bewiesen ist. [J

3 Verallgemeinerte bedingte Erwartung

In der Grundvorlesung wurde der Begriff der bedingten Erwartung einer integrierbaren
Zufallsvariable bereits eingefithrt. Wir wollen diesen Begriff nun auch auf nicht notwendi-
gerweise integrierbare Zufallsvariablen ausdehnen. Man definiert die verallgemeinerte be-
dingte Erwartung dazu zunichst fiir nichtnegative Zufallsvariablen. Durch die Zerlegung
in Positiv- und Negativteil erhélt man die verallgemeinerte bedingte Erwartung schliefSlich
fiir beliebige Zufallsvariablen. Wir betrachten dazu folgende Definition.

Definition 3.1 (Verallgemeinerte bedingte Erwartung). Sei Y eine nicht negative Zufalls-
variable. Dann ist Ep|Y|¥] die verallgemeinerte bedingte Erwartung von Y beziglich der
Teilsigmaalgebra 4 C .7, falls Ep[Y|¥Y] beziiglich 4 messbar ist und fiir alle A € 4G gilt

/AYdP:/AEp[Y%]dP.

Sei W beliebige Zufallsvariable. Sofern
Ep[WT|¥4] < oo oder  Ep[W™|¥4] < oo
fast sicher, sei die verallgemeinerte bedingte Erwartung definiert durch
Ep[Y|9] = Ep[WT|9] — Ep[W™|9).

Auf der P-Nullmenge { Ep[Wt|¥9] = Ep[WT|¥4] = oo} wird Ep|[W|¥9] ein beliebiger Wert
zugeordnet (zum Beispiel Null).

An dieser Stelle bemerkt man natiirlich sofort, dass die verallgemeinerte bedingte Fr-
wartung und die bedingte Erwartung fiir integrierbare Zufallsvariablen iiberein stimmen.

Bemerkung 3.2. Wie bei integrierbaren Zufallsvariablen kann mit dem Satz von Radon-
Nikodym gezeigt werden, dass die verallgemeinerte bedingte Erwartung fiir nichtnegative

Zufallsvariablen existiert und auch fast sicher eindeutig ist. Siehe dafiir zum Beispiel [Shi96),
Seite 213].



Im néchsten Satz sollen einige wichtigen Eigenschaft der verallgemeinerten bedingten
Erwartung aufgezahlt werden.

Satz 3.3 (Eigenschaften der verallgemeinerten bedingten Erwartung). Sei 4 C % eine
Teilsigmaalgebra. Es sei weiter angenommen, dass alle vorkommenden Zufallsvariablen im
Sinne der Definition existieren.

Wenn X <Y, so gilt Ep[X|¥] < Ep[Y|9].

~

|Ep[X|4]| < Ep[| X||].

Seien a,b € R. Dann gilt Ep[aX + bY |¥9] = aEp[X|¥4] + DEp[Y|¥].
Sei 9 ={0,Q}. Dann gilt Ep[X|¥9] = Ep[X].

Ep[X|F]=X.

S G L e

Seien  C 4 C F Teilsigmaalgebren. Dann gilt

Ep|Ep|X|#)|9] = Ep|Ep|X|9]|5¢| = Ep[X|7).

7. Sei X unabhdingig von ¢, sodass Ep|[X]| definiert ist. Dann gilt
Ep(X|9] = BplX].

8. Sei Y 9G-messbar und es gelte Ep[|X|] < oo und Ep[|XY|] < co. Dann gilt
Ep[XY] = Y Ep|X].

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [Shi96l Seite 215 ff.] O

Fiir eine nichtnegative Zufallsvariable Y ldsst sich die verallgemeinerte bedingte Erwar-
tung auch als Grenzwert der bedingten Erwartungen von Y A k darstellen. Wir betrachten
dazu folgendes Lemma.

Lemma 3.4. Sei Y eine nichtnegative Zufallsvariable und 4 C % eine Teilsigmaalgebra.
Dann ist die verallgemeinerte bedingte Erwartung Ep[Y|9] gegeben durch

lim Ep[Y A k|¥].
kToo

Beweis. Sei Y nichtnegative Zufallsvariable. Nun ist limgpoo Ep[Y A k|¥4] als Grenzwert ¢-
messbarer Funktionen selbst wieder ¢-messbar. Fiir A € ¢ gilt mit monotoner Konvergenz
angewandt auf die Funktionenfolgen Ep[Y A k|4] und Y A k nun

/ lim Ep[Y A k[%]dP = lim / Ep[Y A k|[9])dP
A ktoo koo J A

=lim [ YAEkEdP
koo J A

:/ limY Ak dP
A ktoo

:/YdP.
A



Damit erfiillt limyoo Ep[Y A k|¥] die Voraussetzungen aus Definition womit aus der
fast sicheren Eindeutigkeit folgt

Jim Ep[Y A k|#] = Ep[Y|4].

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Aus diesem Lemma folgt unmittelbar, dass wir fiir die verallgemeinerte bedingte Erwar-
tung folgende, aus [PR18| stammende, alternative Definition heranziehen kénnen.

Definition 3.5. Sei Y eine nichtnegative Zufallsvariable und ¢ C F eine Teilsigmaalge-
bra. Dann definieren wir die verallgemeinerte bedingte Erwartung durch

Ep[Y4] = im EplY A K9]

Sei W beliebige Zufallsvariable. Sofern
Ep[WT|¥9] <00 oder  Ep[W~|¥9] < o
fast sicher, sei die verallgemeinerte bedingte Erwartung definiert durch
Ep|Y|9] = Ep[WT|9] — Ep[W™|9).

Auf der P-Nullmenge {Ep[W|¥9] = Ep[WT|¥4] = oo} wird Ep|[W|¥9] ein beliebiger Wert
zugeordnet (zum Beispiel Null).

4 Verallgemeinerung von Martingalen

In diesem Abschnitt wollen wir den Martingalbegriff auf verschiedene Arten verallgemei-
nern. Dazu werden wir zunéchst die eben eingefiihrte verallgemeinerte bedingte Erwartung
nutzen um die wohl naheliegendste Verallgemeinerung eines Martingales aufzuzeigen.

Definition 4.1 (P-verallgemeinertes Martingal). Der Prozess X heifit P-verallgemeinertes
Martingal beziiglich der Filtration F, falls

(i) X an F adaptiert ist,
(i1) Ep||Xit1||F] < oo fir alle t € Ng und
(7,”) EP[Xt+1|yt] = Xt fUT alle t € NO.

Der einzige Unterschied zwischen Martingalen und verallgemeinerten Martingalen liegt
also in Punkt (73) der jeweiligen Definition. Bei verallgemeinerten Martingalen verwirft
man die Forderung nach der Integrierbarkeit der einzelnen Zufallsvariablen und fordert
stattdessen Ep[| X;11||-%] < oo fiir alle t € Ny. Im folgenden méchten wir noch kurz darauf
eingehen warum man diese Forderung stellt.



Bemerkung 4.2. Wir erinnern uns, dass die verallgemeinerte bedingte Erwartung Ep|Xyy1|-Z¢]
definiert ist, falls

Ep[X,}1|F) < oo oder  Ep[X,4|%] < oo,
fast sicher. Gilt also
0 < Ep[X/1 | 7] + EplX; 1| 7] = Ep[|Xi4a]|7] < oo,
so folgt
Ep[X, 1| #] <oco  und  Ep[X | < oc.

Mit der Forderung Ep[|Xi41||-%:] < oo fir alle t € Ng wird also lediglich sichergestellt, dass
alle verallgemeinerten bedingten Erwartungen wohldefiniert sind.

Die néchste Verallgemeinerung stellen sogenannte lokale Martingale dar.

Definition 4.3. Der Prozess X heifst P-lokales Martingal, falls er an die Filtration F
adaptiert ist und es eine Folge von Stoppzeiten (Tp)nen gibt, sodass 1, T oo und der Prozess
X™1r, >0y fiir alle n € N ein P-Martingal ist.

Die Folge von Stoppzeiten (7,)nen in der Definition eines lokalen Martingales nennt
man auch Lokalisierungsfolge. Wenn wir einen stochastischen Prozess X betrachten mit
integrierbarem Startwert X, so vereinfacht sich die Definition des lokalen Martingales ein
wenig.

Lemma 4.4. Sei X ein Prozess mit integrierbarem Startwert Xo. Dann ist X ein P-
lokales Martingal beziiglich F, genau dann wenn X an I adaptiert ist und es eine Folge von
Stoppzeiten (T, )nen gibt, sodass T, T oo und der gestoppte Prozess X™ fiir alle n € N ein
P-Martingal ist.

Beweis. Wir miissen unter den gegebenen Voraussetzungen nur zeigen, dass X™1. o
ein P-Martingal ist, genau dann wenn X" eines ist. Fixiere dazu ein beliebiges ¢ € Nj.
=: Zur Integrierbarkeit:

Ep[|X{"|] < Ep[|X{"[1{r,—0y] + Ep[| X" [1{7,>0}]
= Ep[|Xo[1{r,—0}] + Ep[| X{" 17, 50}]
< Ep[|Xol] + Ep[| X" [1{7,>0y] < o0
——

<oo It. VS <oo It. VS

Zur Martingaleigenschaft: Man bemerke, dass die Indikatoren 1¢; gy und 1y, _g) jeweils
Fo-messbare Funktionen sind. Dann gilt

Ep[X/1 7] = Ep (X2 1 =0} [ F4] + Ep (X2 1 50| 7]
= Ep[Xol{r,—oy|71] + Ep[ X1 1ir, >0} F1] = Xolyr,—0p + X" Lrm0p = X[

«: Zur Integrierbarkeit:

Ep[| X" 17, 501 [] < Ep[|X{"[] < 00



Zur Martingaleigenschaft: Man bemerke wieder, dass der Indikator 1, -0} eine Fp-messbare
Zufallsvariable ist. Dann folgt

Ep[ X[ 1, >0 Ft] = 17,01 Ep [ X{1 | 7] = X" 17, >0y
womit die Aquivalenz bewiesen ist. ]

Anhand der folgenden Bemerkung und des folgenden Beispieles wollen wir den Zusam-
menhang von Martingalen und lokalen Martingalen kléren.

Bemerkung 4.5. Jedes Martingal X ist auch ein lokales Martingal. Um das einzusehen,
wdhle beispielsweise fiirn € N die Stoppzeiten 1, = co. Damit gilt natirlich T, T co. Nach
Satz[2.2.8 ist der gestoppte Prozess X™ auch ein Martingal. Nach Lemma[].4] ist X also
ein lokales Martingal.

Wie das néchste Beispiel aus [PR18| nun zeigen soll ist umgekehrt aber nicht jedes lokale
Martingal auch ein Martingal. Man nennt solche Prozesse strikte lokale Martingale.

Beispiel 4.6. Wir betrachten auf unserem Wahrscheinlichkeitsraum (2, %, P) zwei un-
abhingige Zufallsvariablen U und 6. Dabei sei U auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilt und 0
geniige der Verteilung Pl = —1] = & = P[0 = 1]. Definiere nun die Filtration F = (¢)ten,
durch Fo ={0,9Q}, %1 =o(U) und %, = o(U,0) fiir alle t > 2. Sei der stochastische Pro-
zess S = (St)ien, gegeben durch Sy = 0/U - 19y fiir alle t € No und sei die Folge (Ty)nen
definiert durch

Tn =1-1pyspy + 00 lip<ny, fiir alle n € N.

Firt =1 gilt {r, = 1} = {Yuv > n} € F1 und firt # 1 gilt {r, =t} =0 € F, womit es
sich bei (Ty)nen nach Lemma um eine Folge von Stoppzeiten handelt.

Wir zeigen nun, dass S ein P-lokales Martingal mit Lokalisierungsfolge (7n)nen ist. Da
Fo trivial ist, missen wir wegen Lemma [4.4] nur zeigen, dass der Prozess S™ ein P-
Martingal ist. Betrachte firt > 2

Ep[|S{] = Ep[|ST L wsny] + ERIST 1 m<ny]
= Ep[|S1|1q/wsny] + EP[SH1{1/m<ny]
=0+ Ep[| |1 jp<ny] <71 < 00,

womit die Integrierbarkeit gezeigt ist. Fs gilt
Ep[So|-F1] = Ep[&|U] = HEpOIU] = LEp[0] = 0 = S,

womit auch die Martingaleigenschaft folgt (alle anderen Fille sind trivial). Da der Prozess
S an I adaptiert ist und offenbar 1, T oo gilt, ist S tatsdchlich ein lokales Martingal.
Nun gilt

1
Ep(|S]] = Bp{| &[] = Epld] = /0 Ly = oo,

weswegen Se also nicht integrierbar ist und der Prozess S damit kein Martingal ist. Es
handelt sich bei S also tatsdchlich um ein striktes lokales Martingal.
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Abschlielend wollen wir noch den Begriff der Martingaltransformierten einfiihren, die
wir folgendermaflen definieren:

Definition 4.7 (Martingaltransformierte). Sei Y = (Y;)ien, ein an die Filtration F adap-
tierter Prozess und sei (V)en, ein beziglich F vorhersehbarer Prozess. Der Prozess

¢
Xy = (V-Y) =WYoo+ > ViAY,,
i=1
wobei AY; :=Y;—Y,;_1, heifst Transformierte von'Y beziiglich V. Ist Y sogar ein Martingal,
so nennt man X Martingaltransformierte beziiglich V.

5 Charakterisierung von lokalen Martingalen

Der nichste Satz dient zur Charakterisierung von lokalen Martingalen in diskreter Zeit.
Insbesondere soll dabei die Aquivalenz von verallgemeinerten Martingalen, lokalen Martin-
galen und Martingaltransformierten gezeigt werden.

Satz 5.1. Fiir den Prozess X sind dquivalent (jeweils beziiglich der Filtration F und dem
Maf3 P):

(i) X ist lokales Martingal
(ii) X ist verallgemeinertes Martingal
(1ii) X ist eine Martingaltransformierte

Dieser Satz, inklusive Beweis, stammt dabei aus [Shi96, Seite 478 ff.]. Es sei allerdings
angemerkt, dass in diesem Werk die vereinfachende Annahme Xy = 0 getroffen worden
ist. Die notwendigen Modifikationen, um auch den allgemeinen Fall zu beweisen, sind in
[Mey72, Seite 47 ff.] zu finden. Fiir den Beweis bendtigen wir zunéchst noch folgendes
Lemma.

Lemma 5.2. Fir eine Teilsigmaalgebra ¢ C F und eine stochastische Gréfle Y gilt
Ep[|Y||9] < 0o genau dann, wenn das Maf [, |Y|dP, A € ¥, sigmaendlich ist.

Beweis. Wir schreiben zur Vereinfachung Ep[|Y||4] = Yp und setzen pu(A) = [, |Y|dP fiir
Ac9.

= Definiere fiir alle n € N die Menge A,, = {n — 1 < Yy < n} und die P-Nullmenge Ay =
{Yy) = oo}. Dann ist Ay, A1, Aa, ... offenbar eine disjunkte Zerlegung des Grundraumes 2
mit Mengen aus ¢. Auflerdem gilt fiir n € N

w(Ay) = / Y|dP = / YodP <n und  p(4p) =0,
A’!L A'!L

11



womit das Maf} p also tatsdchlich sigmaendlich ist.
<: Wihle nun eine disjunkte Zerlegung (A, )nen des Grundraumes mit Mengen aus ¥,
sodass p(A,) < oo fiir alle n € N. Fiir beliebige n, k € N gilt

k~P[{Y0—oo}ﬂAn}—/ deg/ YodP
{Yozoo}ﬂAn {Yozoo}ﬂAn
g/ YodP —/ VAP = u(Ay) < oo.
An Ap
Es gilt also fiir alle k € N
kE-P{Yp =00} NA,] <pu(4,) < oo,

womit P[{Yp = oo} N A,] = 0 gelten muss. Damit folgt nun
o0
P[Y =oo] = 3 P[{¥p =00} N4,] =0,
n=1

also Y < oo fast sicher, womit die Aussage bewiesen ist. O

Beweis von Satz[5 . (i) = (ii) : Sei X lokales Martingal mit Lokalisierungsfolge (7,,)nen-
Fiir alle ¢t € Ny gilt dann

Ep[| X" [1{7,>01] < o0,
womit folgt
Ep[|Xt+111(r, >3] = Ep[IX{ 1 17, 50] < Ep[IX{T 117, 50y] < 00 (5.1)
Da {1, >t} € %, folgt mit (5.1
Lir sty Ep[| X1l #4] = Ep[| Xiq1 |17, 503 [ F1] < oo
Schicken wir nun n — oo, so gilt 1, -4 — 1 und damit
EPHXt—i—lHto%\t] < 0. (52)

Damit ist die bedingte Erwartung Ep[X;y1|-%] definiert und es bleibt noch zu argumen-
tieren, dass Ep[X;41|-%] = X;. Wir zeigen dafiir zunéchst

/ Xy 1dP = / X,dP,
A A

fir A € %; mit fA ‘Xﬂ_l‘dp < 00.
Da X71;, 0y ein Martingal ist, gilt fiir ¢ € Ng mit der Dreiecksungleichung

| X{" Lr, >0y = [Ep[X 17,50y | < Ep[| X1 117, >0 T (5.3)

Sei nun A € .%;, dann gilt wegen (5.3])

| xidap - X7 1z, 50y AP
An{rn >t} AN{mn >t}

< / [ X L0y dP = | Xtq1|dP.
AN{mn >t} AN{rn >t}

12



Mit n — oo gilt also

/\Xt\dPg/ X,41|dP. (5.4)
A A

Sei nun A € % mit [, |X¢41|dP < oco. Da X ein lokales Martingal ist, erhalten wir die
Gleichheit

/ X,dP = Xy1dP,
AN{Tn >t} AN{mn >t}

wodurch wir mit (5.4) und dominierter Konvergenz beim Grenziibergang n — oo schliefilich

/Xth:/XtHdP (5.5)
A A
erhalten.

Gleichung (5.5) gilt fiir alle A € % mit [, |X,41|dP < co. Da das MaB [, |X;41]dP,
A € %, nach Lemma und Gleichung (5.2)) sigmaendlich ist, gibt es eine Folge (A;,)nen,
A, € Z, mit A, T Q und fAn | X¢41]|dP < oo fiir alle n € N. Mit (5.5) gilt damit fiir jedes
Ae yt

0 :/ Xis1 — XydP :/ 14,(Xe1 — Xy)dP,
ANA, A

womit
0 = Ep[la, (Xtt1 — Xo)|Ft] = 14, Ep[Xiy1 — Xo| 74

folgt. Der Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung.
(73) = (417) : Sei X ein verallgemeinertes Martingal. Definiere zunéchst Vy = | Xo| und

AXt == Xt — Xt,1 und ‘/t == Ep[|AXt|],9},1]

fiir ¢t € N. Setze

V! Vi £0 !
Wy=q * C Yi=XWo+ > WiAX,
: {0’ Vg Ye=XoWo Z;

fiir t € Ng. Nun gilt fiir AY; =Y; —Y;_jundt € N
Ep[|AY||#1] = Ep[[WAXy||F 1] = WiEp[|[AX,|[F 1] < 1.
Da X ein verallgemeinertes Martingal ist, folgt

Ep[AY;|.Zi1] = Ep[WiAXy | F1] = Wi Ep[AXy|.F-1] = 0,
—_—— —

=0

womit Y ein Martingal ist. Da der Prozess V vorhersehbar ist und X =V - Y gilt, ist X
also eine Martingaltransformierte, womit die Implikation gezeigt ist.
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(79i) = (¢) : Wir nehmen nun also an, dass X = V - Y mit einem vorhersehbaren Prozess
V und einem Martingal Y. Definiere nun fiir n € N

Tn = inf{t > 0 : |Vi1| > n}

mit der iiblichen Konvention inf ) = co. Da der Prozess V' vorhersehbar ist, handelt es sich
bei (7,)nen um eine Folge von Stoppzeiten.

Wir zeigen nun, dass der Prozess V - Y ein lokales Martingal ist mit Lokalisierungsfol-
ge (Tn)nen. Aufgrund der Definition der Stoppzeit 7, gilt auf der Menge {7, > 0} die
Ungleichung |Via-,| < n fiir alle ¢ € Ny und n € N. Damit folgt nun fiir ¢ € Ny

Ep[|(V - Y)inr, [1¢r, >03] < o0

Des weiteren gilt wegen (2.1) aus dem Beweis von Satz angewandt auf (V-Y') ¢41)ar, —
(V.Y )ins, fir t € Ng und da Y ein Martingal ist

Ep[(V - Y)er1)ar Lrns0y — (V- Y)ian, Lir, S0y 7]
= 1oy Er[(V - Y)uqriam, — (V- Y)ian, [ F4]
= 1> Ep[(V - Y)ip — (V- Y )i | A
= 17>ty Vi1 Ep[AY 4| 7] = 0.

Damit ist der Prozess ((V - Y)iar, 1{7,>0})teN, also ein Martingal. Da auch 7, 1 oo, ist X
ein lokales Martingal, womit auch die letzte Implikation bewiesen ist. O

6 Resultat aus dem Paper 'Local martingales
in discrete time’

In diesem Abschnitt méchten wir das Hauptresultat mit zugehorigem Beweis des Papers
"Local martingales in discrete time’ von Vilmos Prokaj und Johannes Ruf ausarbeiten,
der im Setting eines d-dimensionalen P-lokalen Martingales S die Existenz eines zu P
dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles QQ garantiert, das S zu einem Q-Martingal macht.
Das MaBl Q kann dabei derart gewéihlt werden, dass die Dichte dQ/dp mit 1+ € fiir beliebiges
€ > 0 beschrinkt ist und der Prozess S beziiglich dem Mafl Q alle Momente besitzt, i.e.
Eq[|S¢|P] < o0, fiir t € Ng und p € N.

Wir erkennen hierbei auch eine gewisse Analogie zu dem aus der Finanzmathematik be-
kannten ' Fundamental Theorem of Asset Pricing’. Dabei folgt aus passenden No-Arbitrage-
Bedingungen an den diskontierten Preisprozess X ebenso die Existenz eines zu P dquivalenten
Wahrscheinlichkeitsmafles Q, das X zu einem Q-Martingal macht.

Zuvor betrachten wir ein Lemma, das wir im folgenden gebrauchen werden. Dabei wird
gezeigt, dass man die Bedingung der integrierbaren Majorante im Satz der dominierten
Konvergenz im bedingten Fall ein wenig abschwéchen kann.
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Lemma 6.1. Sei 9 C % eine Teilsigmaalgebra und sei H eine nichtnegative Zufallsvariable
mit Ep[H|¥]| < co. Sei (Xp)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit | X,,| < H fiir n € N,
sodass X, gegen die Zufallsvariable X konvergiert. Dann gilt

lim Ep[X,|¥] = Ep|X|¥).

ntoo
Beweis. Da laut Voraussetzung Ep[H|¥] < oo gilt, ist das Ma8 fA HdP, A € 4, nach
Lemma sigmaendlich. Folglich gibt es eine Partition des Grundraumes (A;);cn mit
/ HdP = Ep[H14,] < 0 (6.1)
Aj

und A; € ¢ fiir alle j € N. Da die Folge (X, )nen insbesondere auf jedem A; von H1y,
dominiert wird, gilt also wegen dominierter Konvergenz fiir bedingte Erwartungswerte und

(6.1) auf jedem A;,

L, lim Bp[X,[] = lim Ep[X, 14,14 = Bp[X14,|) = 14, Ep[X]9].

Da (Aj)jen eine Partition des Grundraumes bildet, folgt die Behauptung. O
Kommen wir nun zu besagtem Satz.

Satz 6.2. Sei S ein P-lokales Martingal beziiglich der Filtration F und sei € > 0 beliebig.
Dann gibt es ein gleichmdfig integrierbares P-Martingal Z = (Zt)ien, Sodass

(i) Z von oben mit 1 + € beschrinkt ist,
(i) Zoo = limpree Zy > 0,
(iii) ZS ein P-Martingal ist und
(iv) Ep|[Z:|Si|P] < oo fiir alle t € Ng und p € N.

Spéter wird ersichtlich, dass wir mit der Dichte Z, das zu P dquivalente Mafl Q definieren
konnen, sodass S zum Q-Martingal wird.

Wir widmen uns nun dem Beweis von Satz und mochten davor noch einen kurzen
Uberblick iiber die einzelnen Beweisschritte geben: Wir beweisen zuniichst Lemma Da
es den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, werden wir uns hierbei auf den eindimen-
sionalen Fall (d = 1) beschrianken. Aufbauend auf diesem Lemma kénnen wir beweisen
und infolgedessen Lemma Schliefilich haben wir mit Lemma [6.5]| die notigen Hilfsmittel
zur Verfiigung um auch Satz beweisen zu kénnen.

Wir beginnen nun mit dem ersten Lemma.

Lemma 6.3. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs @ auf dem Messraum (), .F) seien & C
A C F Teilsigmaalgebren. Sei W ein € -messbarer d-dimensionaler Zufallsvektor mit

EQlW||9) <00 und  Eg[W|¥] = 0.

Sei (ou)ken eine beschrinkte Folge F-messbarer Zufallsvariablen sodass limppe o, = 1.
Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein Folge von Zufallsvariablen (Vi)gen sodass
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(i) Vi F-messbar ist und fir jedes k € N Werte in (1 — €, 1] annimmt und

(1) imptoo 1 goviawi@)=0y = 1.
Wir bereits erwihnt mochten wir fiir dieses Lemma lediglich den Beweis fiir den Fall

d = 1 wiedergeben. Fiir den allgemeinen Fall sei dabei auf [PR18, Lemma 3.1] verwiesen.

Beweis. Lemma 6.3 fiir d = 1. Wir definieren fiir ¥ € N und mit der Konvention % =1 die
Zufallsvariable

Eq[oxWT|9]
Ck= 1o
EqlaxW ¥
Da () ken beschrinkt ist und Eq[W*|¥] < oo gilt, folgt mit Lemma
: EqW*|¥] 1 _
lim |[Cf, — 1| = | == — 1| = ——— |Eq[W|¥9] — Eq[W~|¥4]| = 0. 6.2
tin €~ 1] = | 20 1| = o (B9 - B ) =0, (62)

Definieren wir fiir £ € N die Zufallsvariable V}, durch

Ve=(1=<2)V L0y (LACyY) + Law<oy (1A Ch)),

so bemerken wir sofort, dass Vj, fiir k¥ € N messbar beziiglich .7 ist und Werte in (1 — €, 1]
annimmt, womit (3) erfiillt ist.
Betrachten wir nun fiir £ € N die Mengen

Ay={1-2<C < 2t ={1 - <Oy < gk

Mit der Tatsache, dass auf der Menge A

Vi = 1{W20}(1 A Ck_l) + 1{W<O}(1 A Ck)
gilt und da 1yy>gW = W+ und 1y W = =W, folgt

14, ViapW = 14, s W (A ACLY) = 14, W (1A Cy). (6.3)
Des weiteren gilt auf der Menge Ay entweder
(IACE)=Cr, und (1AC Y =1 (6.4)
oder
(IACy =1 ud (1AACH=Ct (6.5)

Mit (6.3]), (6.4)), (6.5) und der Definition von Cy folgt
lAkEQ[VkakW‘g] = EQ[IAkaOékW’g]
= 1Ak(1 N Ck_l)EQ[OszJr’g] — 1Ak(1 A Ck)EQ[CkkWﬂg]
=0.

Fiir k € N gilt also A C {EQ[VkOékW|g] = 0} und damit 14, < l{EQ[VkakW\%}:O}a womit

mit

L= fim 1a, < i Lpgviawig)=op < 1

folgt. Damit folgt auch (i), womit das Lemma bewiesen ist. O
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Da wir Lemma [6.3] nun bewiesen haben, kénnen wir auch Lemma formulieren und
beweisen.

Lemma 6.4. Sei Q ein WahrscheinlichkeitsmafS auf dem Messraum (Q, . F) mit Teilsig-
maalgebren 4 C H# C F. Sei Y eine nichtnegative eindimensionale Zufallsvariable mit
EQlY| ) < 00. Sei zudem W ein J€-messbarer d-dimensionaler Zufallsvektor, sodass

EQllW|¥9] < oo und  Eg[W|¥4] =0.
Dann gibt es fiir alle € > 0 eine Zufallsvariable z mit folgenden Figenschaften:
(i) z ist A -messbar mit Werten in (0,1 + €)
(ii) Qlz<1—¢ <e
(iii) Eqlz|¥9] =1
(iv) EglzW|¥4] =0
(v) Eg[zY|¥] < o0

Beweis. Wir definieren zunéchst fiir k € N die Zufallsvariable
=1 , — 1 ; .
%k = Ypqgly i<k} Eq[Y| 2] (Eal1#1>k)

Dann ist oy, fiir jedes k € N eine .7#’-messbare Zufallsvariable mit Werten in (0, 1]. Da laut
Voraussetzung Eq[Y|7] < oo gilt, folgt auch limpyee o, = 1.

Damit sind nun alle Voraussetzungen von Lemma [6.3] erfiillt und es gibt eine Familie
von s -messbaren Zufallsvariablen (Vi )ren sodass Vi, Werte in (1/(1 + <), 1] annimmt und
limyoe 1{EQ[VkakW\€¢}:0} =1 erfiillt.

Mit diesen Eigenschaften kénnen wir nun eine ¢¥-messbare Zufallsvariable K mit Werten
in N definieren, sodass

1
EQ[VKOZKW|g] =0, EQ[VKOZK’g] > 174-6 und Q[EQ[Y|§§] > K] < €. (6.6)

Wir gehen dazu folgendermaflen vor: Da Eq[Y|7#] < oo, gibt es ein M > 0, sodass
Q[Eq[Y|2#] > M] < e. Definiere nun die ¢¥-messbare Zufallsvariable

1
K = inf{k‘ > M,k € N| EQ[VkakWKg] =0 und EQ[Vkaka] > 17—{—6}

Aufgrund der Definition von K folgt

1
1+e¢

Eq[VkagW|¥9] =0 und Eq[Vkxag|¥] >
Da K grofler oder gleich M ist, gilt auch
QEQY|¥] > K| < Q[EqQ[Y|¥9] > M] <,

womit in Summe also folgt.
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Setze nun
Vkagk

Eq[Vkak|¥9]

Mit und der Definition von ay folgen die gewiinschten Eigenschaften (i), (i), (iv)
und (v). Fiir (ii) betrachte

z =

Qz <1-¢ <Qax <(1—-¢€)(1+3)]

<Q
< Qlax < 1] = QEQIY]¥] > K] < e
Damit ist das Lemma bewiesen. O

SchlieBlich kénnen wir uns auch dem letzten Lemma widmen, bevor wir in der Lage sind
Satz [6.2 zu beweisen.

Lemma 6.5. Fir n € Ny, ein Wahrscheinlichkeitsmaff @ auf (2, F), sodass S ein Q-

lokales Martingal ist und eine nichtnegative eindimensionale Zufallsvariable Y mit Eq[Y |.%,] <

oo gibt es fiir jedes € > 0 ein zu Q dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs @ mit Dichte
dQ' Jaq = Z™) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Z € (0,1+¢)
(i) QIZM <1 —¢ <e
(iii) S ist @ -lokales Martingal
(iv) EglY] < oo
Beweis. Wihle zunéchst € > 0 hinreichend klein, sodass
(n+1)€<e, 1+ <1+e und (1-" 1 >1—e (6.7)

Wir setzen zudem #_; = {(),Q} und ASy = 0. Nun konstruieren wir iterativ eine Folge
von Zufallsvariablen z, ..., z, sodass fiir jedes t = 0,...,n gilt

Zt € (0, 1 +E), Q[Zt <1 —g] < E, EQ[Zt|ﬁt71] = 1, EQ[ZtAStLthfl] =0 (68)
und
QY [] 2l #i-1] < oo (6.9)
i=t
Wir beginnen bei ¢ = n und definieren
W =AS,, Y =F,1 und T = F,,.

Der Prozess S ist als Q-lokales Martingal nach Satz auch ein verallgemeinertes Martin-

gal, womit Eq[|[W]|¥4] < co und Eq[W|¥] = 0 folgt. Damit konnen wir Lemma mit €

anstelle von € anwenden und erhalten eine Zufallsvariable z,, die und erfiillt.
Wir wihlen 0 < ¢ < n und nehmen an, dass wir 241, ..., 2, bereits konstruiert haben

sodass und erfiillt sind. Wir setzen

W = ASt, g = é\tfl und T = ﬁt
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und wenden wiederum Lemma an mit € anstelle von € und Y J]i, | 2 anstelle von
Y, womit wir unser z; mit den gewiinschten Eigenschaften erhalten. Damit haben wir die
Folge zg, ..., 2z, konstruiert.
Wir setzen Z(™ = [T, z und kénnen das Wahrscheinlichkeitsma8l Q' iiber die Radon-
Nikodym Dichte ‘fi—% = Z(") definieren. Nun gilt wegen 1'
n
0<ZMW=T] = <@+ <1+e

=Ve(0,1+9)

womit Z( (i) erfiillt. Da wegen und
QIzM™ <1-¢<QZzM™ < (1-9"<Q [U{zi <1 —z}] <(n+1)E<e

i=0
gilt und mit und der Definition von %#_4
n
Eq[Y] = Eq[Y 2] = Bqly [ 2 #1] <
i=0
folgt, erfiillt Z™ auch (i) und ().

Wir miissen also nur mehr argumentieren, dass S ein Q’-lokales Martingal ist. Wihle
dazu eine Stoppzeit 7, sodass der Prozess 571,y ein Q-Martingal ist. Fiir fixes ¢ € Ny
ist S{ 11750y beziiglich Q' integrierbar, da die Dichte Z(™ beschrinkt ist. Um die Martin-
galeigenschaft des Prozesses Si1(,- 0y fiir das Maf} Q' nachzuweisen, bemerken wir, dass z;
per Konstruktion (bzw. Lemma [6.4)) fiir jedes ¢ = 0, ..., n beziiglich .%#; messbar ist. Mit
iterativer Anwendung der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung und erhalten wir
daher fiir t <n

n n
Eq([ [ il #-1] = Eq[EQ[] | il #n-1]7i-1]
1=t

i=t

n—1 n—1
= Eq[EqlzalZn1] [ [ 2l Zi1] = Eql] ] il Fia] = .. = 1.
N ’
-1 1=t 1=t

Wir erhalten damit die Gleichung

n t—1 t—1
EQ [Z(n)‘j\t_l] = EQ[H Zi’yt—l] H Z; = H Zi. (6.10)
Mit einer analogen Argumentation erhalten wir
t—1
EqQ[ZMAS 15| Fio1] = EqlzeASi sy Zia] [ | #i- (6.11)
i=0

Mit (6.10), (6.11) und dem Satz von Bayes gilt nun

Eq [Z(n)ASt 1{72,5} |- Fi1]
EqQ[Z| 1]

EqlztASi 15y | Fia] T2 2

= :17. E ZAS jf :0,
- (r>0)EQl2tASH| Ty 1]

Eq[ASilrony|Fia] =
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wobei die letzte Gleichheit wieder aus folgt. Damit folgt nun

Eq[S] = S{_1|Fi-1] = Eq(S] — S{_1) 1oy | Fea] + Eqr[(S] — S{_1)1r<ty|Fi-1]
= BEq [AS 1 ron|Fia] + Eql(S] — S{_1)lreny [ Fi-1]

=0

=0,

womit wir die Martingaleigenschaft fiir Q' gezeigt haben. Damit ist nun jede Lokalisie-
rungsfolge von S beziiglich Q auch eine Lokalisierungsfolge von S beziiglich Q’, womit auch
(i77) folgt und wir das Lemma bewiesen haben. O

Da wir die drei Lemmata nun bewiesen haben, sind wir nun in der Lage Satz zu
beweisen.

Beweis von Satz[6.3. Wir werden Lemma nutzen, um eine Folge von zu P dquivalenten
WahrscheinlichkeitsmaBen (Q™),cn, und eine Folge positiver reeller Zahlen (¢(™),cy, zu
konstruieren.

Wir gehen iterativ vor und beginnen mit Q(~1) = P. Nehmen wir fiir fixes n € Ny an, dass
wir Q@ ....Q" Y und €©, ..., e D schon konstruiert haben, sodass Hz;é(l + ) <
1 + e. Mit dem e-0-Kriterium (siche Satz finden wir ein hinreichend kleines (™ > 0,
sodass [[{_o(1 4 ) < 1+ € gilt und fiir jedes A € ., mit QY [A] < (™ folgt, dass
PlA] <27

Wir wenden nun Lemma 6.5 mit €™ anstelle von ¢, mit e/5#| anstelle von Y und mit dem
Wahrscheinlichkeitsmafl Q = Q(”_l) an. Wir erhalten damit ein Wahrscheinlichkeitsmafl
Q™ mit der Dichte Z(™ beziiglich QY. Damit haben wir unsere Folgen (Q(n))neNo und
(e(”))neNo induktiv definiert. Insbesondere ergibt sich fiir n € Ny aus der Konstruktion
mithilfe von Lemma dass

(a) Z0) € 0,1+ ),
(b) QU D[ZM <1 — €] < e,
(c) S ein Q(™-lokales Martingal ist,

(d) Eqon[elS#l] < o0 und

(@) [Tizo(1+e®) <1+e
Aus (a) und (b) folgt nun fiir n € Ny

QU1 = 2| > ] = QID[Z(M « 1 — ] < )

und damit wegen der Wahl von €™

Pl1— 2| > ™) < 277,

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli (siche Lemma und Folgerung gilt

Z 11— 2| < 0.

n€Np
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Des weiteren konvergiert Z,, = [[72,Z (") nach Lemma fast sicher und ist auch fast
sicher positiv. Klarerweise gilt auch Z,, <1 +e€.

Wir definieren das Wahrscheinlichkeitsmafi Q nun durch die Radon-Nikodym Dichte
dQ/dp = Zo, und sei fiir t € Ny der entsprechende Dichtenprozess durch Z; = Ep[Z|-%]
gegeben.

Fiir t € Ny gilt

t

Zoo = ﬁ AR H 7(n) H 20 < (14 dQ®
n=0

dP
n=0 n>t
—— ——

=dQ®) /dp <1+e

und damit
Q[A]:/ ZoodPS(1+e)/ Z04p = (14 QWA
A A

fir A € .Z. Es gilt also Q < (1 + ¢)Q®, womit mit (d) folgt
Ep[Zie*] = Eq[el®] < (1+ e)Eqo [el*] < 0. (6.12)

Damit gilt nach Lemma [7.5| aber Ep[Z;]S¢|P] < oo fiir beliebige ¢, p € Np.

Wir zeigen nun noch, dass Z S ein P-Martingal ist oder d&quivalent, dass S ein Q-Martingal
ist. Die Q-Integrierbarkeit von S folgt bereits aus und Lemma .

Wir zeigen nun also noch die Martingaleigenschaft, Eq[S;|%#;—1] = Sy fir t € N.
Laut (c) ist S fiir jedes n € Ny ein Q(™-lokales Martingal und nach Satz auch ein
verallgemeinertes Martingal. Es gilt daher fiir t € N und n € Ny

EQ(n) [St|Fi-1] = Si—1. (6.13)

Fiir ¢t € N gilt mit dem Satz von Bayes, dominierter Konvergenz (bzw. Lemma und
(6.13) nun
_ Ep[SiZoc| F11]

EQ[St|-Zi-1)Zi—1 = EQ[S|-F1—1|Ep[Zos |- F1-1] = Bp [ Zoo| Zo1]

Ep|Zoo| Ft-1]

n
= Ep[StZoc| Fio1] = lim EpS; 11 2124
m=0
n

= ilTIglo Eqo [St|Zi1]Ep[ [ [ 2|.701]
m=0

=51 7{1& N | BARIE
m=0

=5t-1241.

Da Z;_1 > 0 gilt, ist die Martingaleigenschaft bewiesen.

Man beachte noch, dass der Prozess Z = (Z;)ien, ein gleichméBig integrierbaren Mar-
tingal ist. Wir wollen das an dieser Stelle nicht beweisen und verweisen auf [Kus14, Seite
272].

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
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7 Appendix

In diesem kurzen Appendix befinden sich einige Resultate, die wir fiir den Beweis von
Theorem [6.2] benétigen. Lemma [7.1] und Lemma [7.3] inklusive Beweis stammen dabei aus
[Kusl4, Satz 3.27 und Satz 12.13].

Lemma 7.1 (Borel-Cantelli). Sei (2,.27, u) ein Mafraum und (Ay,)nen eine Mengenfolge,
wobei A, € o fir jedes n € N. Dann gilt

Zu[An] <oo = pflimsupA,]=0.
n=1

Beweis. Da limy, sup A, = (,,ey Up>r, Ar folgt mit Monotonie und Subadditivitat fiir alle
neN -

plimsup An] < o | | Ae| <D ulAx].

k>n k>n

Laut Voraussetzung konvergiert die Reihe > > | 1[A,], womit der Reihenrest gegen 0 kon-
vergieren muss, also

0 < pllimsup A4,] < E u[Ag] — 0, wenn n — oo.
n
k>n

Dadurch erhalten wir also p[lim, sup A,] = 0, womit die Aussage bewiesen ist. O

Folgerung 7.2. Sei (X,)nen eine Folge von reellen Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, o7, P) und (€,)nen eine Folge positiver reeller Zahlen sodass

ZP[]Xn\ > e, <00 und Zen < 0.
n=1 n=1

Dann folgt, dass >, | | Xn| P-fast sicher konvergiert.

Beweis. Definiere A, = {|X,| > €, } fiir jedes n € N. Laut Voraussetzung gilt >~ ; P[4,] <
00, womit wir das Lemma von Borel-Cantelli anwenden kénnen. Es folgt also P[lim,, sup A,] =
0 oder dazu dquivalent P[lim, inf AS] = 1. Setze ' = lim,, inf A. Da

O =liminf A5 = | ] (1) 45,
" neNk>n

gibt es fiir jedes w € ' ein n € N sodass fiir alle k > n gilt |Xi(w)| < €. Damit folgt nun

00 n—1 0o n—1 0o
D IXk@)] =Y IXk@) + Y [Xkw)] < Y[ Xk(@) + Y e < oo,
k=0 k=0 k>n k=0 k>n
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da laut Voraussetzung Y - ; €, < oo gilt. Da Q' volle Wahrscheinlichkeit besitzt, konver-
giert > >° | |X,| also P-fast sicher. O

Lemma 7.3 (e--Kriterium). Sei v ein endliches Maf auf dem Mafraum (2, <7, u). Dann
ist v absolut stetig beziiglich pu genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, sodass

VAe o : ulAl<d = v[A]<e

Beweis. Die Riickrichtung ist klar, wir beweisen also noch die Hinrichtung. Wir setzen also
voraus, dass p > v. Angenommen es gibt ein € > 0, sodass es fiir jedes n € N ein A,, € &
gibt, sodass p[A,] < 27" und v[A,] > e. Damit gilt Y 7, p[Ag] < oo, womit aus dem
Lemma von Borel Cantelli folgt, dass u[lim, sup A4,] = 0.

Da lim,sup A, = (), Upsn 4n =1 A4 und v[U,~,, Ax] > v[A,] > € folgt wegen der
Stetigkeit des endlichen MaBes v, dass v[A] > €. Da aber p[A] = 0, ist dies ein Widerspruch
zur absoluten Stetigkeit und damit zu unserer anfinglich getroffenen Annahme. Damit

muss das e-d-Kriterium gelten. O

Lemma 7.4. Sei (X,)nen, eine Folge von positiven reellen Zufallsvariablen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (0, o7, P) mit Y 2 |1 — X,| < oo fast sicher. Dann konvergiert auch
[0 Xy fast sicher. Insbesondere ist |77 4 Xy, fast sicher positiv.

Beweis. Wihle Q' mit P[] = 1, sodass > " ;|1 — X,,| < co auf ganz Q' konvergiert. Sei
nun w € ¢ beliebig und definiere z,, := X,,(w) fiir alle n € Ny. Dann gilt >~>°  [1—z,,| < oo.
Insbesondere gilt |1 — | — 0, womit es ein N € Ny geben muss sodass fiir alle n > N
folgt, dass =, > e~ . Durch eine einfache Rechnung erhilt man, dass fiir alle > e~ ! gilt
|log(x)| < e[l — z|. Damit folgt nun

[e'S) N-1 [e'S)
> og(wn)l = D [log(xa)| + D [log(xy)]
n=0 n=0 n=N

N-1 o0
< Z |log(zy)| + e Z 11 —z,| < oo.
n=0 n=N

Damit konvergiert Y > |log(zy)| absolut, womit auch Y >°  log(xy) konvergiert. Es folgt
o n
H zp = lim exp(Z log(zk))
k=0 (L v

= exp(iigglo Z log(zx)) = exp(z log(z)).
k=0 k=0

Da > 2 jlog(zy,) existiert, existiert also auch [[°,z, und ist positiv. Da w € Q beliebig
war, folgt die Behauptung. O

Lemma 7.5. Sei (Q, 47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable auf
Q. Ist EplelX] < 0o, so ist Ep[|X|P] < oo fiir jedes p € Ny.
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Beweis. Wahle a > 0, sodass fiir alle x > a gilt 2P < e”. Dann folgt

Ep[|X[P] = Ep[| X |P1{1x|<a)] + Ep[|[X[P1{x|>a}]
< a” + Ep[e M1y 50
<adPl + Ep[ele] < 00,

womit die Aussage bewiesen ist.
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