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4 Portfolios mit mehreren Vermögenswerten 10
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1 Einleitung

Diese Seminararbeit soll dem Leser erste Eindrücke der Portfoliotheorie vermitteln.
Nach einer kurzen Einführung in Risiko und Rendite werden wir uns mit Portfo-
lios bestehend aus zwei und Portfolios bestehend aus mehreren Vermögenswerten
beschäftigen und uns der Theorie der optimalen Ausbalancierung der Gewichtung
der Vermögenswerte annehmen.

Bei Portfolios mit zwei Vermögenswerten werden wir, nachdem wir zeigen, wie man
mit gegebener Gewichtung Risiko und Rendite berechnet, uns mit den verschiedenen
Gewichtungen in der (σ, µ) − Ebene beschäftigen und dabei feststellen, dass diese
die Form einer Hyperbel haben. Anschließend wird unser erstes wesentliches Ziel
sein, das Risiko zu minimieren, während wir zugleich den Profit maximieren. Wir
werden zudem das minimum variance portfolio kurz MVP kennenlernen, es ist jenes
Portfolio mit dem geringstmöglichen Risiko. Weiters werden wir dem Marktportfolio
kurz MP begegnen. Es ist das optimale Portfolio auf der Effizienzkurve, also jenes,
welches vom Anleger bevorzugt werden sollte.

Anschließend werden wir uns Portfolios mit mehreren Vermögenswerten widmen,
hier wird das Gewicht zu einem Vektor und wir arbeiten mit der Kovarianzmatrix.
Wir werden dieselben wichtigen Portfolios wie bei zwei Vermögenswerten kennenler-
nen und als zentralen Satz der Portfoliotheorie das Two-Fund-Theorem beweisen.

Wir werden hierfür jedoch einige grundlegende Annahmen benötigen:

� Die Erwartungswerte und Kovarianzen sind gegeben.

� Es können Stückzahlen x ∈ R gekauft werden.

� Die Investoren entscheiden nur anhand von Risiko und Rendite.

� Investoren scheuen das Risiko.

� Kosten, welche durch das Kaufen und Halten von Vermögenswerten entstehen,
werden außen vor gelassen.

Wenngleich manche dieser Annahmen nicht der Realität entsprechen, werden sie uns
ermöglichen die Theorie zu beweisen.

Als Grundlage dieser Arbeit dienen die Kapitel eins, zwei und vier des Buches
”Portfolio Theory and Risk Management”, von Maciej J. Capiński und Ekkehard
Kopp [1].
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2 Risiko und Rendite

Bevor wir in die Materie der Portfoliotheorie eintauchen geben wir noch einen Ein-
blick in Risiko und Rendite, diese Theorie wird uns ständig begleiten.
Das grundlegende Ziel einer Finanzinvestition ist es, ein gegebenes Kapital in einer
bestimmten Zeitspanne zu maximieren. Dabei gilt es jedoch die Balance zwischen
Risiko und Rendite zu wahren. Da wir jedoch nicht wissen, welchen Wert unser
Kapital zum Ende der Zeitspanne annimmt, handelt es sich hierbei um eine Zufalls-
variable, wodurch auch die Rendite eine Zufallsvariable ist. Beim Risiko handelt es
sich um die Varianz eines Vermögenswerts.

Wir werden uns auf zwei Zeitpunkte beschränken, dem Jetzt t = 0 und der Zukunft
t = 1. Investieren wir nun in einen einzelnen Vermögenswert, so ist der Wert zu
t = 0, also S(0), bekannt, während der Wert S(1) unbekannt ist.

Definition 2.1. Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Elemente ω ∈ Ω
nennen wir Szenarien. Wir definieren den Wert des zukünftigen Preises eines Vermögenswerts
als

S(1) : Ω→ [0,∞) , falls Ω unendlich groß,

S(1, ωi) : Ω→ [0,∞) , falls Ω = {ω1, . . . , ωN} mit N ∈ N.

Der Erwartungswert und die Varianz sind für endliches Ω somit gegeben durch

E(S(1)) =
N∑
i=1

S(1, ωi)pi,

V ar(S(1)) =
N∑
i=1

(S(1, ωi)− E(S(1)))2pi,

wobei pi die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Szenario ωi eintritt, sprich P({ωi}) = pi.

Die Rendite K eines Investments S ist gegeben durch

K =
S(1)− S(0)

S(0)
,

wodurch man, mit der Linearität des Erwartungswerts,

µ := E(K) =
E(S(1))− S(0)

S(0)

erhält.

Wir messen das Risiko eines Investments anhand der Varianz der Rendite

σ2 := V ar(K) = E(K − E(K))2 = E(K2)− µ2,

wobei wir folgende Darstellung verwenden werden:

V ar(K) = V ar(
S(1)− S(0)

S(0)
) =

V ar(S(1))

S(0)2
.
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Definition 2.2. Ein Vermögenswert mit erwarteter Rendite µ1 und Standardabwei-
chung σ1 dominiert einen anderen Vermögenswert mit erwarteter Rendite µ2 und
Standardabweichung σ2, falls

µ1 ≥ µ2 und σ1 ≤ σ2.

Es ist klar, dass ein Investor einen Vermögenswert bevorzugt, welcher höhere erwar-
tete Rendite und zugleich niedrigeres Risiko birgt.

3 Portfolios mit zwei Vermögenswerten

Wir werden uns zuerst auf Portfolios mit zwei Vermögenswerten beschränken. Hier
die grundlegende Theorie aufbauen und dann den allgemeinen Fall mit mehre-
ren Vermögenswerten betrachten. Uns geht es hierbei darum, dass wir zwei feste
Vermögenswerte so gewichten, dass unser Portfolio im Sinne des Risikos und der
Rendite perfekt ausbalanciert ist. Wir werden hierbei eine Stückzahl x ∈ R zulas-
sen. Wir erlauben also, dass x < 0 ist. Dabei handelt es sich um einen sogenannten
Leerverkauf, sprich man leiht sich Aktien aus und verkauft diese sofort, zu einem
späteren Zeitpunkt kauft man ebendiese Anzahl an geborgten Aktien vom Markt
zurück und retourniert sie. Da Leerverkäufe nicht immer gestattet sind, werden wir
hier auf einige Sonderfälle stoßen. Generell wollen wir annehmen, dass für Leer-
verkäufe keine zusätzlichen Gebühren anfallen.

Wir betrachten zuerst ein einführendes Beispiel.

Beispiel 1. Sei Ω = {ω1, ω2}, S1(0) = 200 und S2(0) = 300.
Wir nehmen an, dass P({ω1}) = P({ω2}) = 1/2. Weiters seien die Zukunftswerte S1

und S2 gegeben durch:

S1(1, ω1) = 260, S2(1, ω1) = 270,

S1(1, ω2) = 180, S2(1, ω2) = 360.

Wir betrachten nun die erwarteten Renditen und Standardabweichungen der einzel-
nen Vermögenswerte. Zudem auch jene eines Investments V, bei dem wir zu gleichen
Teilen in S1 und S2 investieren, wobei wir für V die Notation µV und σV verwenden.

µ1 = 10% µ2 = 5% µV = 7%

σ1 = 20% σ2= 15% σV = 1%

Wir sehen also, dass durch Diversifizierung das Risiko drastisch verringert wurde,
während die erwartete Rendite relativ hoch geblieben ist. 4

Nehmen wir nun an, dass wir x1 Stück der Aktie S1 und x2 Stück der Aktie S2

kaufen, unser Portfolio hat demnach einen Startwert V(x1,x2)(0) = x1S1(0)+x2S2(0).
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Die Gewichtung ist somit gegeben durch

w1 =
x1S1(0)

V(x1,x2)(0)
, w2 =

x2S2(0)

V(x1,x2)(0)
,

wobei w := w1 + w2 = 1 ist.

Lemma 3.1. Die Rendite Kw eines Portfolios, welches aus zwei Vermögenswerten
besteht ist der gewichtete Durchschnitt, daher

Kw = w1K1 + w2K2. (3.1)

Beweis Mit

w1 =
x1S1(0)

V(x1,x2)(0)
⇐⇒ x1 =

w1V(x1,x2)(0)

S1(0)

und

K =
S(1)− S(0)

S(0)
⇐⇒ S(1) = S(0)(1 +K)

bekommen wir

V(x1,x2)(1) = x1S1(1) + x2S2(1)

=
w1V(x1,x2)(0)

S1(0)
S1(1) +

w2V(x1,x2)(0)

S2(0)
S2(1)

=
w1V(x1,x2)(0)

S1(0)
S1(0)(1 +K1) +

w2V(x1,x2)(0)

S2(0)
S2(0)(1 +K2)

= w1V(x1,x2)(0)(1 +K1) + w2V(x1,x2)(0)(1 +K2)

= V(x1,x2)(0)(w1 + w1K1 + w2 + w2K2)

= V(x1,x2)(0)(1 + w1K1 + w2K2),

wobei die letzte Gleichung aus ω1 + ω2 = 1 folgt. Damit ergibt sich

Kw =
V(x1,x2)(1)− V(x1,x2)(0)

V(x1,x2)(0)
= w1K1 + w2K2.

�

Wir führen nun folgende Notation für die Kovarianz und den Korrelationskoeffizient
der Renditen ein:

σij := Cov(Ki, Kj) = E(KiKj)− E(Kj)E(Kj),

ρij := Cor(Ki, Kj) =
σij
σiσj

,

wobei wir die Varianz der Rendite als ungleich 0 voraussetzen. Dies wäre, wie wir
in Lemma 3.5 sehen werden, sowieso nur der Fall, wenn Ki fast sicher konstant ist.
Ein derartiger Fall wird uns später als risikofreier Vermögenswert begegnen.
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Satz 3.2. Erwartungswert und Varianz eines Portfolios mit zwei Vermögenswerten
sind folgendermaßen gegeben

µw = E(Kw) = w1µ1 + w2µ2, (3.2)

σ2
w = w2

1σ
2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2σ12 (3.3)

= w2
1σ

2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2ρ12σ1σ2. (3.4)

Beweis Aus (3.1) folgt mithilfe der Linearität des Erwartungswerts (3.2), da

µw = E(Kw) = E(w1K1 + w2K2) = w1µ1 + w2µ2.

Kommen wir nun zu Gleichung (3.3) und (3.4). Wir verwenden wieder (3.1), sowie
die Linearität des Erwartungswerts und bekommen

σ2
w = E(K2

w)− E(Kw)2

= E((w1K1 + w2K2)2)− (w1µ1 + w2µ2)2

= E(w2
1K

2
1 + w2

2K
2
2 + 2w1w2K1K2)− w2

1µ
2
1 − w2

2µ
2
2 − 2w1w2µ1µ2

= w2
1(E(K2

1)− µ2
1) + w2

2(E(K2
2)− µ2

2) + 2w1w2(E(K1K2)− µ1µ2)

= w2
1σ

2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2σ12

= w2
1σ

2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2σ1σ2

σ12

σ1σ2

= w2
1σ

2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2σ1σ2ρ12.

Somit sind alle Gleichungen gezeigt. �

Falls µ1 6= µ2 können wir w1 = w und w2 = 1 − w setzen, wodurch sich (3.2),
beziehungsweise (3.4) anschreiben lassen als

µw = wµ1 + (1− w)µ2, (3.5)

σ2
w = w2σ2

1 + (1− w)2σ2
2 + 2w(1− w)ρ12σ1σ2. (3.6)

Satz 3.3. Falls µ1 6= µ2 und ρ12 ∈ (−1, 1), so befinden sich alle (σ, µ)− Paare auf
einer Hyperbel, deren Mittelpunkt auf der vertikalen Achse liegt.

Für den Beweis hierfür verweisen wir auf [1, Seite 31–33].

Im Folgenden befindet sich eine Darstellung einer solchen Hyperbel. Wir wollen an
dieser Stelle zugleich die Effizienzkurve einführen, es handelt sich dabei um jene
Portfolios, welche die anderen dominieren.
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Abbildung 1: Beispiel einer solchen Hyperbel inklusive der Effizienzkurve [1, Seite
20]

Wir betrachten nun die Sonderfälle ρ12 ∈ {−1, 1}:

Lemma 3.4. Falls ρ12 ∈ {−1, 1}, µ1 6= µ2 und σ1 6= σ2, so können wir das Risiko
σw auf 0 minimieren.

Beweis Wir bemerken zuerst, dass

ρ12 ∈ {−1, 1} ⇐⇒ σij
σiσj

∈ {−1, 1} =⇒ σi, σj 6= 0.

Mit (3.4) gilt für den Fall ρ12 = −1, dass

σ2
w = w2

1σ
2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2ρ12σ1σ2

= w2
1σ

2
1 + w2

2σ
2
2 − 2w1w2σ1σ2

= (w1σ1 − w2σ2)2.

Wir lösen nun σw = 0. Hierfür setzen wir w1 = w und w2 = 1− w und bekommen

0 = σw = wσ1 − (1− w)σ2 = w(σ1 + σ2)− σ2

⇐⇒ w1 = w =
σ2

σ1 + σ2

, w2 = (1− w) =
σ1

σ1 + σ2

. (3.7)

Wir betrachten nun den Fall ρ12 = 1. Analog zu oben ergibt sich

σ2
w = w2

1σ
2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2ρ12σ1σ2

= (w1σ1 + w2σ2)2.

Wieder lösen wir σw = 0, setzen dafür w1 = w und w2 = 1− w und bekommen
somit

0 = σw = wσ1 + (1− w)σ2 = w(σ1 − σ2) + σ2

⇐⇒ w1 = w =
−σ2

σ1 − σ2

, w2 = (1− w) =
σ1

σ1 − σ2

. (3.8)
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�
Wir bemerken noch, dass σ1, σ2 ≥ 0 und daher im Fall ρ12 = −1 gilt, dass
w und (1 − w) sich im Intervall [0, 1] befinden, wodurch wir das Risiko ohne Leer-
verkäufe auf 0 minimieren können. Falls ρ12 = 1, so ist entweder w oder (1 − w)
negativ, wodurch Leerverkäufe nötig sind.

Wir widmen uns nun noch dem Fall, dass einer unserer Vermögenswerte risikofrei ist,
sodass beispielsweise σ1 = 0 ist. Wir werden daraus schließen, dass die Rendite sicher
ist. Es ist sinnvoll hier anzunehmen, dass µ1 = R < µ2 gilt, da sonst Vermögenswerte
welche einem Risiko ausgesetzt sind niedrigere Erträge einbringen würden als jene
welche risikofrei sind, wodurch niemand in nicht risikofreie Vermögenswerte inves-
tieren würde. Dies entspricht auch unserer Intuition, dass höheres Risiko höheren
Ertrag zufolge hat.

Lemma 3.5. Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, für die Zufallsvariable X
gelte X∈ L2(P), dann gilt P-fast sicher

V ar(X) = 0 ⇐⇒ X = c ∈ R.

Beweis Ist V ar(X) = 0 so gilt

0 = V ar(X) = E((X − E(X))2) =

∫
Ω

(X − E(X))2dP

=⇒ 0 = (X − E(X))2 ⇐⇒ X = E(X) =: c (P-fs.).

Gilt andererseits X = c P-fast sicher, so folgt

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 = c2 − (c)2 = 0.

�

Falls also σ1 = 0, so führt dies nach Satz 3.2 direkt zu

µw = w1R + w2µ2,

σ2
w = w2

2σ
2
2.

Unser Ziel ist es nun σ2
w zu minimieren.

Satz 3.6. Falls Leerverkäufe erlaubt sind, also w ∈ R zulässig ist, µ1 6= µ2 und
entweder ρ12 6= 1 oder σ1 6= σ2, dann hat das Portfolio mit der minimalen Varianz
die Gewichtung

w1 =
σ2

2 − ρ12σ1σ2

σ2
2 + σ2

1 − 2ρ12σ1σ2

, w2 =
σ2

1 − ρ12σ1σ2

σ2
2 + σ2

1 − 2ρ12σ1σ2

. (3.9)

Wir nennen dieses Portfolio das minimum variance portfolio (MVP).
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Beweis 1. Fall: ρ12 ∈ (−1, 1). Nach (3.6) gilt, dass

σ2(w) := σ2
w = w2σ2

1 + (1− w)2σ2
2 + 2w(1− w)ρ12σ1σ2.

Wir finden nun das Minimum von σ2(w).

0 =
∂

∂w
σ2(w) = 2wσ2

1 − 2σ2
2(1− w) + 2ρ12σ1σ2(1− 2w)

= 2w(σ2
1 + σ2

2 − 2ρ12σ1σ2)− 2σ2
2 + 2ρ12σ1σ2

⇐⇒ w1 = w =
σ2

2 − ρ12σ1σ2

σ2
1 + σ2

2 − 2ρ12σ1σ2

Die zweite Ableitung ist gegeben durch

2(σ2
1 + σ2

2 + 2ρ12σ1σ2) > 2(σ1 − σ2)2 ≥ 0,

wobei die erste Ungleichung aus ρ12 ∈ (−1, 1) folgt, womit es sich um das globale
Minimum handelt.

2. Fall: ρ12 = −1. Nach (3.7) gilt, dass

w1 =
σ2

σ1 + σ2

=
σ2(σ1 + σ2)

(σ1 + σ2)2
=

σ2
2 − ρ12σ1σ2

σ2
1 + σ2

2 − 2ρ12σ1σ2

.

3. Fall: ρ12 = 1. Nach (3.8) gilt, dass

w1 =
−σ2

σ1 − σ2

=
−σ2(σ1 − σ2)

(σ1 − σ2)2
=

σ2
2 − ρ12σ1σ2

σ2
1 + σ2

2 − 2ρ12σ1σ2

.

Da wir aus der Darstellung von w1 durch Erweitern direkt zu w2 kommen, ist die
Behauptung gezeigt. �

Wir gehen nun noch kurz auf den Fall ein, dass wir uns in einem Markt befin-
den, welcher keine Leerverkäufe erlaubt. Wieder möchten wir σ2

w minimieren. Mit
Satz 3.6 finden wir nun das Minimum, wir müssen jedoch die Fälle ausgrenzen, in
denen w1 < 0 oder w2 < 0 und erhalten somit das Minimum bei

w =


0 , falls w1 < 0

w1 , falls w1 ∈ [0, 1]

1 , sonst

.

Es sei nun neben einem Portfolio auch noch ein risikofreier Vermögenswert mit
Rendite R gegeben. Nach Satz 3.3 befindet sich ein Paar (σ, µ) in der (σ, µ)−Ebene
auf einer Hyperbel. Auf dieser finden wir nun einen Punkt, dessen Tangente die
µ − Achse auf Höhe der risikofreien Rendite schneidet. Diese Tangente wollen wir
die Kapitalmarktlinie (CML) und den Punkt Marktportfolio nennen.
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Abbildung 2: Marktportfolio und Kapitalmarktlinie [1, Seite 26]

Die erwartete Rendite ist somit gegeben durch

µ = R +
µm −R
σm

σ, (3.10)

wobei µm die erwartete Rendite und σm die Standardabweichung eines Portfolios
mit Gewichtung m sind.

Das Marktportfolio ist in Bezug auf die Rendite und das Risiko effizient [3, vgl.
Seite 299]. Es sollte also vom Anleger bevorzugt werden. Folgender Satz wird uns
die Gewichtung des Marktportfolios liefern.

Satz 3.7. Die Gewichtung des Marktportfolios ist gegeben durch m = (w, 1−w) mit

w =
σ2

2(µ1 −R)− σ12(µ2 −R)

µ1σ2
2 + µ2σ2

1 −R(σ2
1 + σ2

2)− σ12(µ1 + µ2 − 2R)
,

(1− w) =
σ2

1(µ2 −R)− σ12(µ1 −R)

µ1σ2
2 + µ2σ2

1 −R(σ2
1 + σ2

2)− σ12(µ1 + µ2 − 2R)
.

Beweis Wir definieren die erwartete Rendite eines Portfolios (w, 1− w) als µ(w)
und die Standardabweichung als σ(w).
Wir möchten (3.10) maximieren, somit maximieren wir den Steigungskoeffizient

s(w) :=
µ(w)−R
σ(w)

.

Wir setzen also s′(w) = 0, bemerken jedoch zuerst, dass

σ′(w) =
(√

σ2(w)
)′

=
(σ2(w))′

2σ(w)
.

Damit folgt, dass

0 = s′(w) =
µ′(w)σ(w)− (µ(w)−R)σ′(w))

σ2(w)
=

2µ′(w)σ2(w)− (µ(w)−R)(σ2(w))′

2σ3(w)

⇐⇒ 0 = 2µ′(w)σ2(w)− (µ(w)−R)(σ2(w))′.
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Mit (3.5) und (3.6) gilt

µ′(w) = µ1 − µ2,

(σ2(w))′ = 2wσ2
1 − 2(1− w)σ2

2 + 2σ12(1− 2w).

Damit und (3.5) sowie (3.6) folgt nun

0 = 2µ′(w)σ2(w)− (µ(w)−R)(σ2(w))′

= 2(µ1 − µ2)(w2σ2
2 + (1− w)2σ2

2 + 2w(1− w)σ12)

− (wµ1 + (1− w)µ2 −R)(2wσ2
1 − 2(1− w)σ2

2 + 2σ12(1− 2w))

und mit vereinfachen bekommen wir

= w
(
σ12(−2R + µ1 + µ2) +R(σ2

1 + σ2
2)− µ1σ

2
2 − µ2σ

2
1

)
+ σ12(R− µ2)− σ2

2(R− µ1)

⇐⇒ w =
σ2

2(µ1 −R)− σ12(µ2 −R)

µ1σ2
2 + µ2σ2

1 −R(σ2
1 + σ2

2)− σ12(µ1 + µ2 − 2R)
.

Damit ist die Behauptung gezeigt.
�

4 Portfolios mit mehreren Vermögenswerten

Es sei die Gewichtung eines Portfolios mit n verschiedenen Vermögenswerten dar-
gestellt als

w = (w1, . . . , wn)T ,

wobei
∑n

i=1wi = 1. Weiters definieren wir

1 := (1, . . . , 1)T .

Es ergibt sich folgender Zusammenhang:

wi =
xiSi(0)

V (0)
, i = 1, . . . , n,

wobei wi das Gewicht, xi die Stückzahl, Si(0) der Kaufpreis und V (0) der Portfolio-
wert am Anfang ist. Für den i-ten Vermögenswert bezeichne die Zufallsvariable Ki

die Rendite und µi = E(Ki) die erwartete Rendite. Damit ist

µ := (µ1, . . . , µn)T

die erwartete Rendite des Portfolios. Die Kovarianzen seien bezeichnet mit
σij = Cov(Ki, Kj), womit die Kovarianzmatrix durch

C :=


σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22 · · · σ2n
...

...
. . .

...
σn1 σn2 · · · σnn


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gegeben ist. Wir können Kw darstellen als

Kw =
n∑
i=1

wiKi.

Satz 4.1. Die erwartete Rendite µw = E(Kw) und die Varianz σ2
w = V ar(Kw) eines

Portfolios mit Gewichtung w sind gegeben durch

µw = wTµ, (4.1)

σ2
w = wTCw. (4.2)

Beweis Wir zeigen zuerst Gleichung (4.1). Mithilfe der Linearität des
Erwartungswerts erhalten wir

µw = E(Kw) = E(
n∑
i=1

wiKi) =
n∑
i=1

wi E(Ki) =
n∑
i=1

wiµi = wTµ.

Kommen wir nun zu (4.2). Hier verwenden wir die Bilinearität der Kovarianz und
bekommen

σ2
w = V ar(Kw) = Cov(

n∑
i=1

wiKi,
n∑
j=1

wjKj) =
n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjCov(Ki, Kj)

=
n∑
i=1

wi

n∑
j=1

wjσij

= wTCw.

�

Lemma 4.2. Die Kovarianzmatrix C ist symmetrisch und positiv semidefinit. Falls
die Kovarianzmatrix C positiv definit ist, so ist sie auch invertierbar.

Beweis Da ∀i, j ∈ {1, . . . , n} gilt, dass

σij = E(KiKj)− E(Ki)E(Kj) = σji,

folgt die Symmetrie von C. Sei nun w ∈ Rn beliebig. Wir betrachten
Kw =

∑n
i=1wiKi, nun gilt nach Satz 4.1, dass

wTCw = σ2
w = V ar(Kw) ≥ 0.

Damit ist auch die positive Semidefinitheit gezeigt. Wir zeigen noch die
Invertierbarkeit im Fall, dass C positiv definit ist.
Angenommen C ist nicht invertierbar, dann existiert ein x ∈ Rn \ {0}, sodass
Cx = 0 womit xTCx = 0, was jedoch ein Widerspruch zur positiv Definitheit ist.
Somit muss C invertierbar sein.

�
Wir zeigen nun einige Darstellungen, welche wir später benötigen. Dafür verwenden
wir folgende Definition aus [2, Seite 866].
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Definition 4.3. Seien D⊆ Rn offen, a ∈ D und f : D → R eine in a partiell
differenzierbare Funktion. Dann heißt der Vektor

grad f(a) := (∂1f(a), . . . , ∂nf(a))T (4.3)

der Gradient von f in a.

Der Einfachheit halber werden wir anstelle von grad f(a) das Symbol ∇f(a) ver-
wenden.

Wir betrachten nun folgende Problemstellung:

Gesucht ist das Minimum der Funktion f(v) unter der Nebenbedingung
g(v) = 0.

(4.4)

Satz 4.4 (Lagrange Multiplikatoren). Falls v∗ eine Lösung des Problems (4.4) ist
und rang(g′(v∗)) = k, so gilt

∃λ1, . . . , λk ∈ R : ∇f(v∗)−
k∑
i=1

λi∇gi(v∗i ). (4.5)

Wir nennen λ1, . . . , λn die Lagrange Multiplikatoren.

Einen Beweis zu diesem Satz findet man zum Beispiel in [1, Seite 45].

Satz 4.5. Es sei f : Rn → R zwei mal differenzierbar, die Hessematrix H(f, v)
∀v ∈ Rn positiv semidefinit, g(v) = Av − c, wobei A eine k × n Matrix und c ∈ Rk

ist. Dann gilt, falls ∃λ1, . . . , λn ∈ R und v∗ ∈ Rn, sodass (4.5) erfüllt ist, dass v∗

eine Lösung des Problems (4.4) ist.

Einen Beweis hierzu findet man in [1, Seite 46].

Lemma 4.6. Es gelten folgende Gleichungen:

∇(wTµ) = µ, (4.6)

∇(wT1) = 1, (4.7)

∇(wTCw) = 2Cw. (4.8)

Weiters ist die Hessematrix von wTCw gleich 2C.

Beweis Wir zeigen zuerst (4.6):

∇(wTµ) =


∂
∂w1

(wTµ)
...

∂
∂wn

(wTµ)

 =


∂
∂w1

(
∑n

i=1wiµi)
...

∂
∂wn

(
∑n

i=1wiµi)

 = µ.

Völlig analog bekommen wir (4.7):

∇(wT1) =


∂
∂w1

(
∑n

i=1wi)
...

∂
∂wn

(
∑n

i=1 wi)

 = 1.

12



Wir kommen nun zu (4.8), hier bemerken wir zuerst, dass für k ∈ {1, . . . , n}

wTCw =
n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjσij

=
n∑
i=1

w2
i σii +

n∑
i=1

wi

n∑
j=1
j 6=i

wjσij

=
n∑
i=1

w2
i σii + wk

n∑
j=1
j 6=k

wjσkj + wk

n∑
i=1
i 6=k

wiσik +
n∑
i=1
i 6=k

wi

n∑
j=1
j 6=i,k

wjσij

gilt. Damit und mit der Symmetrie der Kovarianz folgt nun

∂

∂wk
(wTCw) = 2wkσkk +

n∑
j=1
j 6=k

wjσkj +
n∑
i=1
i 6=k

wiσik = 2
n∑
j=1

wjσkj.

Daraus ergibt sich für l, k ∈ {1, . . . , n}, dass

∂2

∂wl∂wk
(wTCw) =

∂

∂wl
(2

n∑
j=1

wjσkj) = 2σkl.

Insgesamt bekommen wir also

∇(wTCw) =


∂
∂w1

(wTCw)
...

∂
∂wn

(wTCw)

 = 2


∑n

j=1wjσ1j

...∑n
j=1wjσnj

 = 2(Cw)

und (
∂2

∂wlwk
(wTCw)

)
l,k∈(1,...,n)

= 2C.

�

Wir möchten nun jene Gewichtung der Vermögenswerte unseres Portfolios finden,
welche die Varianz minimiert. Wir beschränken uns hierbei vorerst darauf, dass
keiner der Vermögenswerte risikofrei ist.

Satz 4.7. Unter der Voraussetzung, dass die Kovarianzmatrix C invertierbar ist,
hat das Portfolio mit der kleinsten Varianz die Gewichtung

wmin =
C−11

1TC−11
.

Dieses Portfolio nennen wir das minimum variance portfolio (MVP), wobei es sich
hier um eine Verallgemeinerung von Satz 3.6 handelt.
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Beweis Wir minimieren wTCw, wobei wT1 = 1 = 1Tw. Hierzu verwenden wir
Satz 4.4, betrachten somit

∇(wTCw)−∇(λ(1Tw − 1)) = 0.

Nach (4.7) und (4.8) gilt

∇(wTCw)−∇(λ(1Tw − 1)) = 2Cw − λ1 = 0

⇐⇒ w = C−1λ1

2
,

womit wir mittels einsetzen

1 = 1Tw = 1TC−11
λ

2

⇐⇒ λ =
2

1TC−11

=⇒ w = C−1λ1

2
=

C−11

1TC−11

bekommen. Da nach Lemma 4.6 die Hessematrix von wTCw gleich 2C ist und C nach
Lemma 4.2 positiv semidefinit ist, gilt nach Satz 4.5, dass w das globale Minimum
ist. Wir bezeichnen w mit wmin. �

Proposition 4.8. Für zwei Portfolios mit Gewichtungen

wA = (wA,1, . . . , wA,n), wB = (wB,1, . . . , wB,n),

ist die Kovarianz der Rendite geben durch

Cov(KwA
, KwB

) = wTACwB.

Weiters gilt, falls die Kovarianzmatrix invertierbar ist,

Cov(KwA
, Kwmin

) = σ2
wmin

.

Beweis Für die erste Gleichung verwenden wir nur die Biliniarität der Kovarianz:

Cov(KwA
, KwB

) = Cov(
n∑
i=1

wA,iKi,
n∑
i=1

wB,iKi) =
n∑
i=1

n∑
j=1

wA,iwB,jσij = wTACwB.

Für die zweite Gleichung gilt, nach der ersten Gleichung und Satz 4.7,

Cov(KwA
, Kwmin

) = wTACwmin = wTAC
C−11

1TC−11
=

wTA1

1TC−11
=

1

1TC−11
.

Da diese Gleichheit nicht von wA abhängt, setzen wir wA = wmin und erhalten

1

1TC−11
= Cov(Kwmin

, Kwmin
) = σ2

wmin
.

�
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Wir möchten nun eine erwartete Rendite µw = m festhalten. Es gibt nun verschiede-
ne Gewichtungen w, um ebendiese erwartete Rendite zu bekommen. Es ist klar, dass
wir jene möchten, welche die niedrigste Varianz aufweist. Die Familie der Gewich-
tungen, welche die geringste Varianz für feste erwartete Renditen aufweisen, liegen
auf der sogenannten minimum variance line (MVL), siehe Abbildung 3.

Abbildung 3: Beispiel der minimum variance line (MVL) aus [1, Seite 58]

Wir betrachten folgende Problemstellung:

Gesucht ist das Minimum von wTCw unter den Nebenbedingung wTµ = m
und wT1 = 1.

(4.9)

Satz 4.9. Seien M und die Kovarianzmatrix C invertierbar, wobei

M :=

(
µTC−1µ µTC−11
µTC−11 1TC−11

)
.

Seien weiters M1 und M2 gegeben durch

M1 :=

(
m µTC−11
1 1TC−11

)
, M2 :=

(
µTC−1µ m
µTC−11 1

)
,

so ist

w =
C−1

det(M)
(det(M1)µ+ det(M2)1) (4.10)

eine Lösung des Problems (4.9).

Beweis Wir minimieren wTCw, hierzu verwenden wir Satz 4.4 und 4.6.

0 = ∇(wTCw)− λ1∇(wTµ−m)− λ2∇(wT1− 1) = 2Cw − λ1µ− λ21

⇐⇒ w = C−1λ1µ+ λ21

2

Durch einsetzen in (4.9) bekommen wir das Gleichungssystem

m = wTµ = µTw =
λ1

2
µTC−1µ+

λ2

2
µTC−11,

1 = wT1 = 1Tw =
λ1

2
1TC−1µ+

λ2

2
1TC−11.
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Durch umformen erhalten wir

λ1 =
2m− λ2µ

TC−11

µTC−1µ
, λ2 =

2− λ11
TC−1µ

1TC−11
.

Durch Lösen des Gleichungssystems bekommen wir schlussendlich

λ1 = 2
det(M1)

det(M)
, λ2 = 2

det(M2)

det(M)

und damit wiederum

w = C−1λ1µ+ λ21

2
= C−1

(
det(M1)

det(M)
µ+

det(M2)

det(M)
1

)
,

womit die Behauptung gezeigt ist. �

Korrolar 4.10. Es gibt a, b ∈ Rn, welche nur von der Kovarianzmatrix C und µ
abhängen, sodass

∀m ∈ R gilt, dass w = ma+ b eine Lösung von (4.9) ist.

Beweis Es gilt für M1 und M2 aus Satz 4.9:

det(M1) = m1TC−11− µTC−11,

det(M2) = µTC−1µ−mµTC−11.

Seien a und b folgendermaßen definiert:

a :=
C−1

det(M)
((1TC−11)µ− (µTC−11)1),

b :=
C−1

det(M)
((µTC−1µ)1− (µTC−11)µ).

Nun gilt nach (4.10), dass

w =
C−1

det(M)
(det(M1)µ+ det(M2)1)

=
C−1

det(M)

(
(m1TC−11− µTC−11)µ+ (µTC−1µ−mµTC−11)1

)
= m

C−1

det(M)

(
(1TC−11)µ− (µTC−11)1

)
+

C−1

det(M)

(
(µTC−1µ)1− (µTC−11)µ

)
= ma+ b

eine Lösung des Problems (4.9) ist, wodurch die Behauptung gezeigt ist. �

Wir zeigen nun einen zentralen Satz der Portfoliotheorie, welcher besagt, dass falls
zwei effiziente Portfolios bekannt sind man durch diese die Gewichte aller anderen
auf der Effizienzkurve liegenden Anlagekombinationen bekommt [3, vgl. Seite 127-
128].
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Satz 4.11 (Two-Fund-Theorem). w1 und w2 seien zwei Portfolios, welche sich auf
der MVL befinden, deren erwartete Renditen nicht gleich sind. Falls sich das Port-
folio w auf der MVL befindet, dann existiert ein α ∈ R, sodass w = αw1 +(1−α)w2.

Beweis Wir finden zuerst α, sodass

µw = αµw1 + (1− α)µw2 .

Da µw1 6= µw2 , können wir α als

α =
µw − µw2

µw1 − µw2

wählen. Da die zwei Portfolios nach Voraussetzung auf der MVL liegen gilt

w1 = µw1a+ b,

w2 = µw2a+ b.

Damit bekommen wir

αw1 + (1− α)w2 = α(µw1a+ b) + (1− α)(µw2a+ b)

= a(αµw1 + µw2 − αµw2) + b

= aµw + b.

Da jedoch w auch auf der MVL liegt folgt mit w = aµw + b die Behauptung. �

Satz 4.12. Angenommen es existieren zwei Portfolios w1, w2 auf der MVL mit
verschiedenen Erwartungswerten µw1 6= µw2, dann ist die MVL eine Hyperbel, deren
Mittelpunkt auf der vertikalen Achse liegt.

Beweis Seien Kw1 , Kw2 die Renditen der Portfolios mit Gewichtung w1 und w2.
Nach Satz 4.11 gilt

w = αw1 + (1− α)w2,

womit die Rendite des Portfolios w gegeben ist durch

Kw = αKw1 + (1− α)Kw2 .

Wir betrachten nun Kw1 und Kw2 nicht als Portfolios, sondern als einzelne
Vermögenswerte. Damit gilt nach Satz 3.2

µw = αµw1 + (1− α)µw2 ,

σ2
w = α2σ2

w1
+ (1− α)2σ2

w2
+ 2α(1− α)Cov(Kw1 , Kw2).

Da nach Voraussetzung µw1 6= µw2 , gilt nach Satz 3.3, dass die Kurve (σw, µw) eine
Hyperbel ist, deren Mittelpunkt auf der vertikalen Achse liegt. �

Wie im Falle eines Portfolios mit zwei Vermögenswerten, können wir auch hier die
Gewichtung des Marktportfolios (MP) angeben.
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Satz 4.13. Falls die erwartete Rendite R eines risikofreien Vermögenswertes kleiner
als jene des MVP ist, so existiert das Marktportfolio und ist gegeben durch

m =
C−1(µ−R1)

1TC−1(µ−R1)
.

Beweis Nach Satz 4.12 ist die MVL eine Hyperbel, deren Mittelpunkt auf der
vertikalen Achse liegt. Es existiert ein Punkt auf der Hyperbel, dessen Tangente
den Punkt (0, R) schneidet. Diese Gerade wird beschrieben durch folgende
Funktion

f(σ) = R + σ
µw −R
σw

, (4.11)

wobei wir die Steigung nach Satz 4.1 als

µw −R
σw

=
wTµ−R
√
wTCw

angeben können. Wir maximieren nun mithilfe von Satz 4.4 und formen mit
Satz 4.1 und Lemma 4.6 weiter um.

0 = ∇
wTµ−R
√
wTCw

− λ∇(wT1− 1) =
µ
√
wTCw − Cw√

wTCw
(wTµ−R)

wTCw
− λ1

=
µσw − Cw

σw
(µw −R)− λ1σ2

w

σ2
w

Nun gilt mithilfe von Satz 4.1, dass

0 = µσw −
Cw

σw
(µw −R)− λ1σ2

w

⇐⇒ (µw −R)

σ2
w

Cw = µ− λ1σw (4.12)

⇐⇒ (µw −R)

σ2
w

wTCw = wT (µ− λ1σw)

⇐⇒ (µw −R) = µw − λσw

⇐⇒ R

σw
= λ.

Durch einsetzen von λ in (4.12) bekommen wir mit 1Tw = 1

(µw −R)

σ2
w

Cw = µ−R1 (4.13)

⇐⇒ (µw −R)

σ2
w

1Tw = 1TC−1(µ−R1)

⇐⇒ (µw −R)

σ2
w

= 1TC−1(µ−R1).
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Durch einsetzen in (4.13) bekommen wir somit

1TC−1(µ−R1)Cw = µ−R1

⇐⇒ w =
C−1(µ−R1)

1TC−1(µ−R1)
,

womit die Behauptung gezeigt ist. �

Die Gerade (4.11) wird, wie vorhin, die Kapitalmarktlinie genannt. Der Term

σ
µw −R
σw

eines Portfolios, welches auf dieser Gerade liegt, wird Risikoprämie genannt.

Abschließend wollen wir die eingeführte Theorie anhand eines Beispiels anwenden,
wobei die Idee dafür aus [4, vgl. Seite 2] stammt.

Beispiel 2. Wir betrachten folgende drei Aktien und den risikofreien Vermögenswert
R:

Aktie i erwartete Rendite µi Standardabweichung σi
(A) Microsoft 0.0427 0.1000
(B) Nordstrom 0.0150 0.1044
(C) Starbucks 0.0285 0.1411

R 0.0050 0

Weiters sei die Kovarianzmatrix gegeben als

C : =

 σ2
A σAB σAC

σAB σ2
B σBC

σAC σBC σ2
C

 =

 (0.1)2 0.0018 0.0011
0.0018 (0.1044)2 0.0026
0.0011 0.0026 (0.1411)2

 .

Wir bemerken, dass die erwartete Rendite des Portfolios nach Angabe gegeben ist
durch

µ : =

 0.0427
0.0150
0.0285

 .

Wir wollen nun das MVP sowie das MP berechnen.

Wir berechnen zuerst das MVP mithilfe von Satz 4.7.

wmin =
C−11

1TC−11
= (83.5153, 69.2319, 36.573)T

1

189.3197
= (0.4411, 0.3657, 0.1932)T

Mit dieser Gewichtung bekommen wir nach Satz 4.1 folgende erwartete Rendite und
Standardabweichung:

(σmin, µmin) = (7.27%, 2.98%).
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Kommen wir nun zum MP:
Nach Satz 4.13 ist die Gewichtung als

m =
C−1(µ−R1)

1TC−1(µ−R1)
= (3.6484, 0.0841, 0.9678)T

1

4.7

= (0.7762, 0.0179, 0.2059)T

gegeben. Mit dieser Gewichtung bekommen wir nach Satz 4.1:

(σm, µm) = (8.54%, 3.93%).

Falls wir nun ein anderes Portfolio auf der MVL berechnen wollen, so können wir
dafür Satz 4.11 (Two-Fund-Theorem) verwenden, da sowohl das MVP als auch das
MP bereits auf der MVL liegen.

Abbildung 4: mögliche Portfolios 4
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