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1 Einleitung

Diese Seminararbeit soll dem Leser erste Eindriicke der Portfoliotheorie vermitteln.
Nach einer kurzen Einfiihrung in Risiko und Rendite werden wir uns mit Portfo-
lios bestehend aus zwei und Portfolios bestehend aus mehreren Vermoégenswerten
beschéftigen und uns der Theorie der optimalen Ausbalancierung der Gewichtung
der Vermogenswerte annehmen.

Bei Portfolios mit zwei Vermogenswerten werden wir, nachdem wir zeigen, wie man
mit gegebener Gewichtung Risiko und Rendite berechnet, uns mit den verschiedenen
Gewichtungen in der (o, u) — Ebene beschéftigen und dabei feststellen, dass diese
die Form einer Hyperbel haben. AnschlieBend wird unser erstes wesentliches Ziel
sein, das Risiko zu minimieren, wihrend wir zugleich den Profit maximieren. Wir
werden zudem das minimum variance portfolio kurz MVP kennenlernen, es ist jenes
Portfolio mit dem geringstmoglichen Risiko. Weiters werden wir dem Marktportfolio
kurz MP begegnen. Es ist das optimale Portfolio auf der Effizienzkurve, also jenes,
welches vom Anleger bevorzugt werden sollte.

Anschliefend werden wir uns Portfolios mit mehreren Vermogenswerten widmen,
hier wird das Gewicht zu einem Vektor und wir arbeiten mit der Kovarianzmatrix.
Wir werden dieselben wichtigen Portfolios wie bei zwei Vermoégenswerten kennenler-
nen und als zentralen Satz der Portfoliotheorie das Two-Fund-Theorem beweisen.

Wir werden hierfiir jedoch einige grundlegende Annahmen benotigen:

e Die Erwartungswerte und Kovarianzen sind gegeben.
e Es konnen Stiickzahlen x € R gekauft werden.
Die Investoren entscheiden nur anhand von Risiko und Rendite.

Investoren scheuen das Risiko.

Kosten, welche durch das Kaufen und Halten von Vermogenswerten entstehen,
werden auflen vor gelassen.

Wenngleich manche dieser Annahmen nicht der Realitit entsprechen, werden sie uns
ermoglichen die Theorie zu beweisen.

Als Grundlage dieser Arbeit dienen die Kapitel eins, zwei und vier des Buches
”Portfolio Theory and Risk Management’, von Maciej J. Capinski und Ekkehard

Kopp [1].



2 Risiko und Rendite

Bevor wir in die Materie der Portfoliotheorie eintauchen geben wir noch einen Ein-
blick in Risiko und Rendite, diese Theorie wird uns sténdig begleiten.

Das grundlegende Ziel einer Finanzinvestition ist es, ein gegebenes Kapital in einer
bestimmten Zeitspanne zu maximieren. Dabei gilt es jedoch die Balance zwischen
Risiko und Rendite zu wahren. Da wir jedoch nicht wissen, welchen Wert unser
Kapital zum Ende der Zeitspanne annimmt, handelt es sich hierbei um eine Zufalls-
variable, wodurch auch die Rendite eine Zufallsvariable ist. Beim Risiko handelt es
sich um die Varianz eines Vermogenswerts.

Wir werden uns auf zwei Zeitpunkte beschrinken, dem Jetzt t = 0 und der Zukunft
t = 1. Investieren wir nun in einen einzelnen Vermogenswert, so ist der Wert zu
t =0, also S(0), bekannt, wahrend der Wert S(1) unbekannt ist.

Definition 2.1. Sei (£2,%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Elemente w € Q
nennen wir Szenarien. Wir definieren den Wert des zukiinftigen Preises eines Vermogenswerts
als

S(1): Q2 —[0,00) , falls © unendlich grof,
S(1,w;) : 2 —[0,00) , falls Q = {wy,...,wy} mit N € N.

Der Erwartungswert und die Varianz sind fiir endliches () somit gegeben durch

E(S(1)) = Z S(1, wi)ps,

Var(S(1)) = Y _(S(1,w) — E(S(1)))*pi,

i=1

wobei p; die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Szenario w; eintritt, sprich P({w;}) = p;.

Die Rendite K eines Investments S ist gegeben durch
S(1) —5(0)

S(0)
wodurch man, mit der Linearitit des Erwartungswerts,
E(5(1)) — 5(0)

S5(0)

K =

p=E(K) =
erhélt.

Wir messen das Risiko eines Investments anhand der Varianz der Rendite
0?:=Var(K) = E(K — E(K))* = E(K?) — 1/?,
wobei wir folgende Darstellung verwenden werden:

S(1) —S(0), _ Var(S(1))
S(0) S(0)2

Var(K) = Var(
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Definition 2.2. Ein Vermogenswert mit erwarteter Rendite 1y und Standardabwei-
chung o7 dominiert einen anderen Vermogenswert mit erwarteter Rendite ps und
Standardabweichung oy, falls

1 = fho und o1 < 0s.

Es ist klar, dass ein Investor einen Vermogenswert bevorzugt, welcher hohere erwar-
tete Rendite und zugleich niedrigeres Risiko birgt.

3 Portfolios mit zwei Vermodgenswerten

Wir werden uns zuerst auf Portfolios mit zwei Vermogenswerten beschréanken. Hier
die grundlegende Theorie aufbauen und dann den allgemeinen Fall mit mehre-
ren Vermogenswerten betrachten. Uns geht es hierbei darum, dass wir zwei feste
Vermogenswerte so gewichten, dass unser Portfolio im Sinne des Risikos und der
Rendite perfekt ausbalanciert ist. Wir werden hierbei eine Stiickzahl x € R zulas-
sen. Wir erlauben also, dass x < 0 ist. Dabei handelt es sich um einen sogenannten
Leerverkauf, sprich man leiht sich Aktien aus und verkauft diese sofort, zu einem
spiteren Zeitpunkt kauft man ebendiese Anzahl an geborgten Aktien vom Markt
zuriick und retourniert sie. Da Leerverkaufe nicht immer gestattet sind, werden wir
hier auf einige Sonderfille stoflen. Generell wollen wir annehmen, dass fiir Leer-
verkéufe keine zusétzlichen Gebiihren anfallen.

Wir betrachten zuerst ein einfithrendes Beispiel.

Beispiel 1. Sei Q = {wy, w2}, S1(0) = 200 und S2(0) = 300.
Wir nehmen an, dass P({w;}) = P({wa}) = /5. Weiters seien die Zukunftswerte S}
und Sy gegeben durch:

Sl(l,W1) = 2607 52(1,0.)1) = 2707
Sl(l,WQ) = 180, SQ(l,WQ) = 360.

Wir betrachten nun die erwarteten Renditen und Standardabweichungen der einzel-
nen Vermogenswerte. Zudem auch jene eines Investments V, bei dem wir zu gleichen
Teilen in S; und S, investieren, wobei wir fiir V die Notation wuy und oy verwenden.

pr = 10% po = 5% wy = 7%
o1 = 20% 09— 15% oy = 1%

Wir sehen also, dass durch Diversifizierung das Risiko drastisch verringert wurde,
wéahrend die erwartete Rendite relativ hoch geblieben ist. A

Nehmen wir nun an, dass wir x; Stiick der Aktie S; und xo Stiick der Aktie S5
kaufen, unser Portfolio hat demnach einen Startwert Vi,, ,)(0) = 21.51(0) 4+ 2255(0).



Die Gewichtung ist somit gegeben durch

1'151(0) Wy = .I’QSQ(O)
Viwr a2 (0)° Vier,2) (0)’

wobel w := w; + wy = 1 ist.

wy, =

Lemma 3.1. Die Rendite K,, eines Portfolios, welches aus zwei Vermdogenswerten
besteht ist der gewichtete Durchschnitt, daher

Ky, = wi Ky +wy K. (3.1)
Bewetis Mit
1'181 (O) lex1,x2)(O>
W) = e = = —
" Vieran (0) S0)
und
k=W =50 oy s0)1+K)

bekommen wir

‘/(901,962)(1) = 17151(1) + IL‘QSQ(I)

Viey.e) (0 Vie1,20)(0
_w él@)( )51(1)+ Wy é (70))( )52(1)
1 2
wl‘/(3317332)(0) wQ‘/(m,ﬂw)(O)

= —51(0) S1(0)(1+ Ky) + 55(0)

= wl‘/(xth)(O)(l + Kl) + wQ‘/(Z‘l,Z‘Q)(O)(]- + KQ)
= ‘/(:Cl,atg)(())(wl + lel + Wao + 'Z,UQKQ)
= ‘/(361,962)(0)(1 + lel + w2K2)a

S2(0)(1 + k)

wobei die letzte Gleichung aus w; + wy = 1 folgt. Damit ergibt sich

_ Viara2)(1) = Vi) (0)

K,
V(m,xz)(())

= w1K1 + UJQKQ.

Wir fithren nun folgende Notation fiir die Kovarianz und den Korrelationskoeffizient
der Renditen ein:

Oij = CO'U(KZ', KJ) = E(KZKJ) — E(KJ) E(KJ),
pij = COT‘(Ki,Kj) = &

)
0,05

wobei wir die Varianz der Rendite als ungleich 0 voraussetzen. Dies wére, wie wir
in Lemma 3.5 sehen werden, sowieso nur der Fall, wenn K; fast sicher konstant ist.
Ein derartiger Fall wird uns spéter als risikofreier Vermogenswert begegnen.
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Satz 3.2. Erwartungswert und Varianz eines Portfolios mit zwei Vermdogenswerten
sind folgendermafen gegeben

pw = E(Ky) = wiptn + wapts, (3.2)
o2 = wlol + w202 + 2w wa 02 (3.3)
= wlal + U}20'2 -+ 2w1w2p120102 (3

Bewets Aus (3.1) folgt mithilfe der Linearitidt des Erwartungswerts (3.2), da
My = E(Kw) = ]E(lel + ’LUQKQ) = W11 + Wa 2.

Kommen wir nun zu Gleichung (3.3) und (3.4). Wir verwenden wieder (3.1), sowie
die Linearitéit des Erwartungswerts und bekommen

R(K?) - B(K,)?

= ((’lel + wy K5)?) — (w1 + wopn)?

E(w?K? + wiK2 + 2wiwe K1 Ky) — w? i — wipa — 2wiwapty fio
<E<K2> 12) + WA(E(E) — 122) + 2wy (B(KG ) — o)

wlal + w202 + 2w1w2012

012

0102

= ’U)10'1 + w202 + 271)11020'10'2p12

Somit sind alle Gleichungen gezeigt. [ |

Falls 17 # pe konnen wir w; = w und wy = 1 — w setzen, wodurch sich (3.2),
beziehungsweise (3.4) anschreiben lassen als

fow = wﬂl + (1 = w)pe, (3.5)

02 = w?o? + (1 — w)?os + 2w(1l — w)p120109. (3.6)

S Ot

Satz 3.3. Falls 1 # ps und p1a € (—1,1), so befinden sich alle (o, 1) — Paare auf
einer Hyperbel, deren Mittelpunkt auf der vertikalen Achse liegt.

Fiir den Beweis hierfiir verweisen wir auf [1, Seite 31-33].

Im Folgenden befindet sich eine Darstellung einer solchen Hyperbel. Wir wollen an
dieser Stelle zugleich die Effizienzkurve einfithren, es handelt sich dabei um jene
Portfolios, welche die anderen dominieren.



(02, 42)

\\‘o\\(\o'l,,ul)

Abbildung 1: Beispiel einer solchen Hyperbel inklusive der Effizienzkurve [1, Seite
20]

Wir betrachten nun die Sonderfille py € {—1,1}:

Lemma 3.4. Falls p1a € {—1,1}, 1 # po und oy # 09, so konnen wir das Risiko
ow auf 0 minimieren.

Bewets Wir bemerken zuerst, dass

piz € {-1,1} <= i ¢ {-1,1} = 0,0, #0.
0,0,

(]
Mit (3.4) gilt fiir den Fall p1o = —1, dass
2 _

2 2 2 2
= W07 + w505 — 2ww0109

2 2 2 2
g, w104 -+ Wy0 oy -+ 2w1w2p120102

2
= (w101 — U)QO'Q) .
Wir 16sen nun o,, = 0. Hierfiir setzen wir w; = w und wy = 1 — w und bekommen
0=0,=wo; — (1 —w)oy =w(oy + 03) — 09

02

)
01+ 02

01

— W1 =W = .
o1+ 09

(3.7)

wy = (1—w) =

Wir betrachten nun den Fall p;s = 1. Analog zu oben ergibt sich

2

w —

= (w101 + w202)2.

2 2 2 2
o w0y + w505 4+ 2wiwep120109

Wieder 16sen wir o, = 0, setzen dafiir w; = w und wy = 1 — w und bekommen
somit

0=0y,=wo; + (1 —w)oy =w(oy — 09) + 0

—02 01

— WL =W =

) w2:(1_w): .
01 — 02 01— 02

(3.8)



[ |
Wir bemerken noch, dass 01,05 > 0 und daher im Fall p;5 = —1 gilt, dass
w und (1 —w) sich im Intervall [0, 1] befinden, wodurch wir das Risiko ohne Leer-
verkdufe auf 0 minimieren konnen. Falls pjs = 1, so ist entweder w oder (1 — w)
negativ, wodurch Leerverkéufe notig sind.

Wir widmen uns nun noch dem Fall, dass einer unserer Vermogenswerte risikofrei ist,
sodass beispielsweise o7 = 0 ist. Wir werden daraus schlielen, dass die Rendite sicher
ist. Es ist sinnvoll hier anzunehmen, dass 1 = R < o gilt, da sonst Vermogenswerte
welche einem Risiko ausgesetzt sind niedrigere Ertrége einbringen wiirden als jene
welche risikofrei sind, wodurch niemand in nicht risikofreie Vermogenswerte inves-
tieren wiirde. Dies entspricht auch unserer Intuition, dass hoheres Risiko héheren
Ertrag zufolge hat.

Lemma 3.5. Sei (Q,2A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, fir die Zufallsvariable X
gelte Xe L*(P), dann gilt P-fast sicher

Var(X) =0 <= X =ceR.

Beweis Ist Var(X) =0 so gilt

0 = Var(X) = B((X — E(X))?) = /Q (X — B(X))2dP

= 0=(X-EX))? &= X=EX)=c (P-fs.).
Gilt andererseits X = c P-fast sicher, so folgt

Var(X) =E(X?) —E(X)? =c* - (¢)* = 0.

Falls also o1 = 0, so fithrt dies nach Satz 3.2 direkt zu

fy = W1 R+ wapia,

2 _ 2 2
Oy = W505.

Unser Ziel ist es nun o2 zu minimieren.

Satz 3.6. Fualls Leerverkdufe erlaubt sind, also w € R zuldssig ist, p1 # ps und
entweder p1a # 1 oder o1 # o4, dann hat das Portfolio mit der minimalen Varianz
die Gewichtung

2 2
05 — P120102 W — 01 — P120102
) 2 —
O'% + O'% — 2p120'10'2

w1 =

(3.9)

2 2 :
0'2 + o1 — 2p120'10'2

Wir nennen dieses Portfolio das minimum variance portfolio (MVP).



Beweis 1. Fall: pj5 € (—1,1). Nach (3.6) gilt, dass
o (w) := 02 = wo? + (1 — w)?*o5 + 2w(l — w)p120109.
Wir finden nun das Minimum von o?(w).

0

0= —
8w0

*(w) = 2wot — 205 (1 — w) + 2p120102(1 — 2w)
= 2w(0? 4 0% — 2p120109) — 205 + 2p120109

2
05 — P120102
0'% + O'% — 2p120'102

= W =w =

Die zweite Ableitung ist gegeben durch
2(07 + 05 + 2p120109) > 2(0y — 72)* > 0,

wobei die erste Ungleichung aus pj3 € (—1, 1) folgt, womit es sich um das globale
Minimum handelt.

2. Fall: pj5 = —1. Nach (3.7) gilt, dass

2
oy  03(01+02)  0F— p1aoi0y

- 2 T 2 2 :

o1+ o9 (o1 4 02) 0% 4 03 — 2p120109

w, =

3. Fall: pjo = 1. Nach (3.8) gilt, dass

2
we — —02 —02(01 —02) . 09 — P120102
1= == == .
2 2 2
01 — 09 (0'1—0'2) O'1+0'2 —2p120'10'2

Da wir aus der Darstellung von w; durch Erweitern direkt zu ws kommen, ist die
Behauptung gezeigt. |

Wir gehen nun noch kurz auf den Fall ein, dass wir uns in einem Markt befin-
den, welcher keine Leerverkiufe erlaubt. Wieder mochten wir o2 minimieren. Mit
Satz 3.6 finden wir nun das Minimum, wir miissen jedoch die Félle ausgrenzen, in

denen w; < 0 oder wy < 0 und erhalten somit das Minimum bei

0 ,fallsw; <0
w= 1w ,fallsw €0,1].

1 , sonst

Es sei nun neben einem Portfolio auch noch ein risikofreier Vermogenswert mit
Rendite R gegeben. Nach Satz 3.3 befindet sich ein Paar (o, 1) in der (o, u) — Ebene
auf einer Hyperbel. Auf dieser finden wir nun einen Punkt, dessen Tangente die
i — Achse auf Hohe der risikofreien Rendite schneidet. Diese Tangente wollen wir
die Kapitalmarktlinie (CML) und den Punkt Marktportfolio nennen.

8



H CML

Abbildung 2: Marktportfolio und Kapitalmarktlinie [1, Seite 26]

Die erwartete Rendite ist somit gegeben durch

/Lm_R

pw=R+ o, (3.10)

Om

wobei i, die erwartete Rendite und o, die Standardabweichung eines Portfolios
mit Gewichtung m sind.

Das Marktportfolio ist in Bezug auf die Rendite und das Risiko effizient [3, vgl.
Seite 299]. Es sollte also vom Anleger bevorzugt werden. Folgender Satz wird uns
die Gewichtung des Marktportfolios liefern.

Satz 3.7. Die Gewichtung des Marktportfolios ist gegeben durch m = (w,1—w) mit

w— Ug(ﬂl—R)—Um(/w—R)
w105 + oot — R(o? + 03) — o1a(p1 + p2 — 2R)’

(1-w)= oi (2 — R) — o1a(pn — R) .
w103 + pioo? — R(0? + 03) — o12(pu1 + p2 — 2R)

Beweis Wir definieren die erwartete Rendite eines Portfolios (w, 1 — w) als p(w)
und die Standardabweichung als o(w).
Wir mochten (3.10) maximieren, somit maximieren wir den Steigungskoeffizient

p(w) — R
o(w)

s(w) =
Wir setzen also s'(w) = 0, bemerken jedoch zuerst, dass

o(w) = ( 02(w)>/ = (02(w))’.

20 (w)

Damit folgt, dass




Mit (3.5) und (3.6) gilt
p(w) = — pa,
(03 (w))" = 2wo? — 2(1 — w)o: + 2015(1 — 2w).
Damit und (3.5) sowie (3.6) folgt nun
0 =24/ (w)o*(w) — (u(w) — R)(0*(w))’

=2t — p2) (W03 + (1 = w)*o3 + 2w(l — w)or)
— (wpy + (1 —w)py — R)(2woi — 2(1 — w)oj + 2015(1 — 2w))

und mit vereinfachen bekommen wir

= w (012(=2R + pu1 + p2) + R(0] + 03) — (1105 — p207) + 012(R — p2) — 03(R — 1)
o3( — R) — 012(p2 — R)

< W= .
(1103 + pa0i — R(0f + 03) — o12(p1 + p2 — 2R)

Damit ist die Behauptung gezeigt.

4 Portfolios mit mehreren Vermogenswerten

Es sei die Gewichtung eines Portfolios mit n verschiedenen Vermdogenswerten dar-
gestellt als

w = (wl,...,wn)T,

wobei Y " w; = 1. Weiters definieren wir
1:=(1,..., D)%
Es ergibt sich folgender Zusammenhang;:

w; = )
V(0)
wobei w; das Gewicht, x; die Stiickzahl, S;(0) der Kaufpreis und V' (0) der Portfolio-

wert am Anfang ist. Fiir den i-ten Vermogenswert bezeichne die Zufallsvariable K;
die Rendite und p; = E(K;) die erwartete Rendite. Damit ist

1=1,...,n,

= (g1, o)’

die erwartete Rendite des Portfolios. Die Kovarianzen seien bezeichnet mit
0;j = Cov(K;, K;), womit die Kovarianzmatrix durch

011 012 *** O1p

021 O22 -+ O2p
C =

On1 Op2 ' Onpn

10



gegeben ist. Wir kénnen K, darstellen als

i=1

Satz 4.1. Die erwartete Rendite ., = E(K,,) und die Varianz 02 = Var(K,) eines
Portfolios mit Gewichtung w sind gegeben durch

M = leu, (41>

2 _ T
o, =w Cw.

Beweis Wir zeigen zuerst Gleichung (4.1). Mithilfe der Linearitit des
Erwartungswerts erhalten wir

o = E(K,) =B wiK;) =Y w;E(K;) =Y wi = w’ .
=1 =1 =1

Kommen wir nun zu (4.2). Hier verwenden wir die Bilinearitit der Kovarianz und
bekommen

02 =Var(K,) = C’ov(i w; K, zn:ijj) = Zn: zn:wiijov(Ki, K;)
i=1 j=1

i=1 j=1
n n
= E w; E ij'ij
i=1 j=1
= w! Cw.
[ |

Lemma 4.2. Die Kovarianzmatriz C ist symmetrisch und positiv semidefinit. Falls
die Kovarianzmatriz C positiv definit ist, so ist sie auch invertierbar.

Beweis Da Vi, j € {1,...,n} gilt, dass
0i; = B(K;iK;) — E(K;) E(Kj) = 03,

folgt die Symmetrie von C. Sei nun w € R™ beliebig. Wir betrachten
K, =Y, w;K;, nun gilt nach Satz 4.1, dass

w'Cw = 02 = Var(K,) > 0.

Damit ist auch die positive Semidefinitheit gezeigt. Wir zeigen noch die
Invertierbarkeit im Fall, dass C positiv definit ist.

Angenommen C ist nicht invertierbar, dann existiert ein x € R™\ {0}, sodass
Cz = 0 womit 27 Cx = 0, was jedoch ein Widerspruch zur positiv Definitheit ist.
Somit muss C invertierbar sein.

[
Wir zeigen nun einige Darstellungen, welche wir spéter benotigen. Dafiir verwenden
wir folgende Definition aus [2, Seite 866].
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Definition 4.3. Seien DC R"™ offen, a € D und f : D — R eine in a partiell
differenzierbare Funktion. Dann heifit der Vektor

grad f(a) := (01f(a),...,0nf(a))” (4.3)
der Gradient von f in a.
Der Einfachheit halber werden wir anstelle von grad f(a) das Symbol V f(a) ver-
wenden.
Wir betrachten nun folgende Problemstellung:

Gesucht ist das Minimum der Funktion f(v) unter der Nebenbedingung
g(v) = 0.

Satz 4.4 (Lagrange Multiplikatoren). Falls v* eine Liosung des Problems (4.4) ist
und rang(g' (v*)) =k, so gilt

(4.4)

k
It M ERVY) =Y N Vg(0)). (4.5)
=1

Wir nennen Ay, ..., \, die Lagrange Multiplikatoren.
Einen Beweis zu diesem Satz findet man zum Beispiel in [1, Seite 45].

Satz 4.5. Es sei f : R" — R zwei mal differenzierbar, die Hessematriz H(f,v)
Yo € R™ positiv semidefinit, g(v) = Av — ¢, wobei A eine k x n Matriz und ¢ € R*
ist. Dann gilt, falls I\, ..., N\, € R und v* € R", sodass (4.5) erfillt ist, dass v*
eine Losung des Problems (4.4) ist.

Einen Beweis hierzu findet man in [1, Seite 46].
Lemma 4.6. Es gelten folgende Gleichungen:
V(w'p) = p, (4.6)
V(w') =1,
V(w"Cw) = 2Cw.
Weiters ist die Hessematriz von w?Cw gleich 2C.

Beweis Wir zeigen zuerst (4.6):

oz (W 1) 52 (Y00 wigts)
V(w'p) = ; = : = L.
agn (w"p) agn (> iy wip)

Vollig analog bekommen wir (4.7):
%(Z?ﬂ w;)
V(w'l) = : =1.

G (D21 wi)




Wir kommen nun zu (4.8), hier bemerken wir zuerst, dass fiir k € {1,...,n}

n n
wTCw: E E W;W;0 45

i=1 j=1
n n n
2
= E wian-—i— E W; E ij'l'j
J#1
= 5 w; an—i-wk E W;0k; + Wk E W01 + g W; 5 W;o;;
]#k 7f7ék’ 17519 j;ézk

gilt. Damit und mit der Symmetrie der Kovarianz folgt nun

0
5 — (0" Cw) = 2wyom + g w;iog; + g WO = 2 E WO,
W j=1 7=1

J#k 7k

Daraus ergibt sich fir [,k € {1,...,n}, dass

02 T 0 &
— =—(2 Oki) = 20k.
T (w Cw) 8wl( ; W;j0y;) Ol
Insgesamt bekommen wir also
72 (w TCw) > i1 WO
V(w'Cw) = : =2 : = 2(Cw)
%(@UTC w) D iy Wilnj

und

( o (wTC’w)) = 2C.

Qwywy Lke(l,...n)

Wir méchten nun jene Gewichtung der Vermoégenswerte unseres Portfolios finden,
welche die Varianz minimiert. Wir beschridnken uns hierbei vorerst darauf, dass
keiner der Vermogenswerte risikofrei ist.

Satz 4.7. Unter der Voraussetzung, dass die Kovarianzmatriz C' invertierbar ist,
hat das Portfolio mit der kleinsten Varianz die Gewichtung

1
Wmin = 37011

Dieses Portfolio nennen wir das minimum variance portfolio (MVP), wobei es sich
hier um eine Verallgemeinerung von Satz 3.6 handelt.
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Beweis Wir minimieren w? Cw, wobei wT1 = 1 = 17w. Hierzu verwenden wir
Satz 4.4, betrachten somit

V(w'Cw) — VIA(1Tw — 1)) = 0.
Nach (4.7) und (4.8) gilt

V(w"Cw) = VIAN1Tw — 1)) =2Cw — A1 =0

Al
= w=C0C"1=,
2
womit wir mittels einsetzen
A
1=1"w = 1TC‘11§
2
= A=
17C-11
Al c11
> — C_l— = —
v 2~ 1TCc-11

bekommen. Da nach Lemma 4.6 die Hessematrix von w? Cw gleich 2C ist und C nach
Lemma 4.2 positiv semidefinit ist, gilt nach Satz 4.5, dass w das globale Minimum
ist. Wir bezeichnen w mit w,,;,. [ |

Proposition 4.8. Fiir zwei Portfolios mit Gewichtungen
wa = (WA, s Wan), wp = (WB1,...,WB.),
1st die Kovarianz der Rendite geben durch
Cov(Ky,, Kuy) = wiCuwp.
Weiters gilt, falls die Kovarianzmatrix invertierbar ist,

Cov(Ky,, K. 2

wmin) = Wmin *
Beweis Fiir die erste Gleichung verwenden wir nur die Biliniaritdt der Kovarianz:

n

Cov(Ky,, Kuy) = Cov(zn: wa,i K, iwg,iKi) = Z iwA,in,jaij = wiCwg.
i=1 i=1

i=1 j=1
Fiir die zweite Gleichung gilt, nach der ersten Gleichung und Satz 4.7,

c'1 w1
17C-11  1TC-11  17C-'1°

Da diese Gleichheit nicht von w,4 abhéngt, setzen wir w4 = w,,;, und erhalten

Cov(Ky,, K

Wmin

) = whCwpmyn = wiC

1
— = Kypos K 2
eS| Cov(

Wmin) Wmin ) T Y Wmin®

14



Wir méchten nun eine erwartete Rendite p,, = m festhalten. Es gibt nun verschiede-
ne Gewichtungen w, um ebendiese erwartete Rendite zu bekommen. Es ist klar, dass
wir jene mochten, welche die niedrigste Varianz aufweist. Die Familie der Gewich-
tungen, welche die geringste Varianz fiir feste erwartete Renditen aufweisen, liegen
auf der sogenannten minimum variance line (MVL), siehe Abbildung 3.

u
MVL

Abbildung 3: Beispiel der minimum variance line (MVL) aus [1, Seite 58]

Wir betrachten folgende Problemstellung:

Gesucht ist das Minimum von w? Cw unter den Nebenbedingung w?'p = m (4.9)
und w1l = 1.

Satz 4.9. Seien M und die Kovarianzmatriz C invertierbar, wobei

o (WO ptCT
A\ pfc 1 1tct1 )

Seien weiters My und My gegeben durch

Tr—1 T -1
_(m ptCT1 (W C e m
My = ( 1 17c 1 ) ’ My = ( pfc='r 1 >
50 st
Cfl
w:det(M)(det(Ml),u+det(MQ)l) (4.10)

eine Lisung des Problems (4.9).
Beweis Wir minimieren w? Cw, hierzu verwenden wir Satz 4.4 und 4.6.
0=V 'Cw) — \MV(w y—m) = Vw1l -1)=2Cw — \u— M1

/\LM + )\21
2

= w=C"
Durch einsetzen in (4.9) bekommen wir das Gleichungssystem

A A
m=w'p=p"w="p"C p+ Z2pt0,

2 2
1=wl1=1Tw = ﬁlTC*l &1TC’*11
= = =5 i+ 5 .
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Durch umformen erhalten wir

2m — )\QMTC_l]_ 2 — /\11TO_1,LL
AL = TO-1 ’ Ay = TO-1
wrC=1p 17C-11

Durch Losen des Gleichungssystems bekommen wir schlussendlich

d@t(Ml) det(]\/[g)
-9 —9
Al det(M)’ A det(M)

und damit wiederum

w=C""

A Aol det(M det(M.
1+ A2 _ ! et( 1>N‘|‘ et( 2)1 ’
2 det(M) det(M)

womit die Behauptung gezeigt ist. |

Korrolar 4.10. Es gibt a,b € R", welche nur von der Kovarianzmatriz C' und p
abhdngen, sodass

Vm € R gilt, dass w = ma + b eine Lisung von (4.9) ist.
Bewesis Es gilt fiir M; und My aus Satz 4.9:

det(M,) = m1tC™'1 — y"C™'1,
det(My) = "' C 'y — mu O 1.

Seien a und b folgendermaflen definiert:

C—l
= 1"C ") — (pfC 1)1
a detw)(( CTDp—(w € 1)1,
P (u"C7 )1 = (1" C™ ' 1)p)
"~ det(M) ‘
Nun gilt nach (4.10), dass
-1
= M Ms)1
w Jet (0] (det(My)p + det(Ms)1)
071
— 1T 711 T 711 Tr~—1, T 711 1
Jet( ((m1tc pC )+ (O = mp T G
—m O (P'CT')p — (p'CTM)1) + o (W"CT 1 = (u"C ' 1)p)
det(M) det(M)
=ma-+b
eine Losung des Problems (4.9) ist, wodurch die Behauptung gezeigt ist. [

Wir zeigen nun einen zentralen Satz der Portfoliotheorie, welcher besagt, dass falls
zwei effiziente Portfolios bekannt sind man durch diese die Gewichte aller anderen
auf der Effizienzkurve liegenden Anlagekombinationen bekommt [3, vgl. Seite 127-
128].
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Satz 4.11 (Two-Fund-Theorem). wy und ws seien zwei Portfolios, welche sich auf
der MVL befinden, deren erwartete Renditen nicht gleich sind. Falls sich das Port-
folio w auf der MVL befindet, dann ezistiert ein o € R, sodass w = awy + (1 —a)ws.

Beweis Wir finden zuerst «, sodass
[l = Cflapy, + (1 — @) flap, -
Da iy, # fhw,, kOnnen wir « als

Hw — My
:uw1 - ,uwg

o =

wahlen. Da die zwei Portfolios nach Voraussetzung auf der MVL liegen gilt

wn ::U’w1a+b7
Wo = [ly,a + D.

Damit bekommen wir

awy + (1 — a)wy = a(pw,a +0) + (1 = @) (pw,a + b)
= a(a:uwl + Hwy — Oéﬂwz) +b
= Qflby, + b.

Da jedoch w auch auf der MVL liegt folgt mit w = au,, + b die Behauptung. [ |

Satz 4.12. Angenommen es ezistieren zwei Portfolios wy,ws auf der MVL mit
verschiedenen Erwartungswerten by, # fw,, dann ist die MVL eine Hyperbel, deren
Mittelpunkt auf der vertikalen Achse liegt.

Bewets Seien K, , K,, die Renditen der Portfolios mit Gewichtung w; und ws.
Nach Satz 4.11 gilt

w = aw; + (1 — a)ws,,
womit die Rendite des Portfolios w gegeben ist durch
K, =aKy,, + (1 — a)Ky,.

Wir betrachten nun K, und K, nicht als Portfolios, sondern als einzelne
Vermogenswerte. Damit gilt nach Satz 3.2

How = Qb + (1 - a):uwza
or =a’o. + (1 —a)’os, +2a(l — a)Cov(Ky,, Ky,).

Da nach Voraussetzung fi.,, # pw,, gilt nach Satz 3.3, dass die Kurve (o, t.,y) €ine
Hyperbel ist, deren Mittelpunkt auf der vertikalen Achse liegt. |

Wie im Falle eines Portfolios mit zwei Vermogenswerten, kénnen wir auch hier die
Gewichtung des Marktportfolios (MP) angeben.
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Satz 4.13. Falls die erwartete Rendite R eines risikofreien Vermdgenswertes kleiner
als jene des MVP ist, so existiert das Marktportfolio und ist gegeben durch
C™(u— R1)
m = )
17C—Y(u — R1)

Beweis Nach Satz 4.12 ist die MVL eine Hyperbel, deren Mittelpunkt auf der
vertikalen Achse liegt. Es existiert ein Punkt auf der Hyperbel, dessen Tangente
den Punkt (0, R) schneidet. Diese Gerade wird beschrieben durch folgende
Funktion
w— R
flo)=R+o 2 (4.11)

Ow

wobei wir die Steigung nach Satz 4.1 als

po — R wlhy — R
Ow B \/U)TCUJ

angeben konnen. Wir maximieren nun mithilfe von Satz 4.4 und formen mit
Satz 4.1 und Lemma 4.6 weiter um.

TW—R wwTCw — 22— (w'y — R
0=vo T \Vw'1-1)= memt ) a1
vVuwT Cw wl' Cw
HOw — g_;u(ﬂw o R) o /\103}
Nun gilt mithilfe von Satz 4.1, dass
0=po, — @(uw —R) — \o2
= MCU) =p— Aoy, (4.12)
O-U)
= MMTCUJ =w'(u— Aloy,)
O-'UJ
= (fw — R) = oy — Aoy
— E =\
Tw
Durch einsetzen von X in (4.12) bekommen wir mit 17w =1
(b — R)

/flw _R _
< (U—I%))lTw = 1TC 1(u — R].)
e m—R)_ 17C~ (u — R1).

2
Ow
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Durch einsetzen in (4.13) bekommen wir somit

17C(u— R1)Cw = p— R1
C™'(n— R1)

YT ATC( — R1)

womit die Behauptung gezeigt ist. [ |

Die Gerade (4.11) wird, wie vorhin, die Kapitalmarktlinie genannt. Der Term

:uw_R

o
Ow

eines Portfolios, welches auf dieser Gerade liegt, wird Risikoprdmie genannt.
Abschlieflend wollen wir die eingefithrte Theorie anhand eines Beispiels anwenden,
wobei die Idee dafiir aus [4, vgl. Seite 2] stammt.

Beispiel 2. Wir betrachten folgende drei Aktien und den risikofreien Vermogenswert
R:

Aktie 7 erwartete Rendite y; Standardabweichung o;
(A)  Microsoft 0.0427 0.1000
(B) Nordstrom 0.0150 0.1044
(C) Starbucks 0.0285 0.1411
R 0.0050 0

Weiters sei die Kovarianzmatrix gegeben als

0'124 OAB OAC (01)2 0.0018 0.0011
C:=| oap 0% opc | = 0.0018 (0.1044)*> 0.0026
oac Opc O 0.0011  0.0026  (0.1411)?

Wir bemerken, dass die erwartete Rendite des Portfolios nach Angabe gegeben ist
durch

0.0427
= | 0.0150
0.0285

Wir wollen nun das MVP sowie das MP berechnen.

Wir berechnen zuerst das MVP mithilfe von Satz 4.7.

c11 .
Win = Treyy = (83-5153,60.2319, 36.573)

= (0.4411,0.3657,0.1932)"

189.3197

Mit dieser Gewichtung bekommen wir nach Satz 4.1 folgende erwartete Rendite und
Standardabweichung:

(Tumins fimin) = (7.27%, 2.98%).
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Kommen wir nun zum MP:
Nach Satz 4.13 ist die Gewichtung als

~ C7H(p—R1)
T ATC1 (i — RY)

1
= (3.6484,0.0841, 0.9678)T4—7
= (0.7762,0.0179,0.2059)"

gegeben. Mit dieser Gewichtung bekommen wir nach Satz 4.1:
(O i) = (8.54%, 3.93%).
Falls wir nun ein anderes Portfolio auf der MVL berechnen wollen, so konnen wir

dafiir Satz 4.11 (Two-Fund-Theorem) verwenden, da sowohl das MVP als auch das
MP bereits auf der MVL liegen.

maogliche Portfolios

6.0%1

by
2
R

+Starbucks

erwartete Rendite

2.0%1

0.0%1

0.0% 5.0% 10.0% 15.0% 20.0%
Risiko

Abbildung 4: mogliche Portfolios
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