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1 Einleitung

Die Dimensionsanalyse wird seit dem 19. Jahrhundert als mathematisches Verfahren
eingesetzt, um Zusammenhinge zwischen physikalischen Groéfien und Naturphédnomenen
zu erfassen. Dabei wurde sie von Physikern wie Ludwig Prandtl, Theodore von
Kéarman und John William Strutt, 3. Baron Rayleigh bei Laborexperimenten mit
kontrollieren Rahmenbedingung eingesetzt. Diese Physiker beschéftigten sich aber
damit, die Eigenschaften von Stromungen und bewegten Korpern in Fluiden zu un-
tersuchen. [4]

Wir verwenden in dieser Arbeit aber nicht die Dimensionsanalyse auf dem Gebiet
der Stromungsmechanik, sondern wir wollen sie auf Finanzmérkte anwenden. Dabei
steht vor allem der Markteinfluss im Vordergrund.

Diese Arbeit orientiert sich dabei an der Arbeit , The amazing power of dimensio-
nal Analysis: Quantifying Market impact“aus dem Jahre 2017. Dabei versuchen wir
das square-root law herzuleiten und die unterschiedlichsten Auswirkungen auf den
Markteinfluss mathematisch zu beschreiben.
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Ein typischer Aspekt von physikalischen Arbeiten ist das Auffinden von Beziehungen
zwischen zwei physikalisch unabhéngigen Groflen, um daraus wiederum Gesetze her-
leiten zu konnen. Physikalische Groflen sind beispielsweise Lénge, Zeit, Masse oder
Stromstérke. Solche Gesetze werden in der Regel in der Gestalt von mathematischen
Gleichungen formuliert. Nicht immer liegt einem physikalischen Vorgang eine exakte
Formel zugrunde, beziechungsweise sind die physikalischen GesetzméafBigkeiten unbe-
kannt. Dafiir wurde die Dimensionsanalyse als mathematisches Verfahren entwickelt,
um genau dieses Zusammenspiel von physikalischen Gréflen bei Naturphdnomenen
zu erfassen. Dabei benotigt es ein ausgeprégtes intuitives physikalisches Verstandnis,
Beobachtungsgabe und die Anwendung angewandter Mathematik. Um eine Dimensi-
onsanalyse durchzufiihren ist es notwendig einige physikalische Begriffe, wie ,, physika-
lische Grofie”, ,,Basisgrofie”, ,,Basiseinheit“und ,,Dimension“genauer zu beleuchten.
Eine physikalische Gréfle bezeichnet eine quantitativ beschriebene Eigenschaft eines
Vorgangs, beziehungsweise Phénomens eines physikalischen Objektes und wird auch
als Groflenwert bezeichnet. Soll eine physikalische Grofle gemessen werden, bedeutet
dies nichts anderes, als Groenarten (z. B. Geschwindigkeit) mit etwas zu vergleichen.
Physikalische Grofien die als Basis eines Groflensystems, der systematischen Einord-
nung physikalischer Grofien, gewéhlt werden, werden Basisgrofien genannt, durch die
solch ein Groflensystem definiert wird. Hingegen werden mit den Dimensionen phy-
sikalischer Groflen die qualitativen Eigenschaften derer ausgedriickt. Dabei wird die
Dimension einer physikalischen Grofie als das Potenzprodukt von Dimensionen der
Basisgrofien definiert. [2] [4]

2.1 Am Beispiel des Pendels

Zur Veranschaulichung einer Dimensionsanalyse betrachten wir die Periodendauer
eines Pendels. Dazu stellen wir zuerst folgende physikalische Grofien auf:

e [ ...die Lange des Pendels in Meter
e m ...Masse des Pendels in Gramm

e ¢ ...Beschleunigung der Erdanziehungskraft in Meter pro Sekunde zum Qua-
drat
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Betrachten wir jetzt das Pendel, wobei die Perdiodendauer, gemessen in Sekunden,
nur von /, m und ¢ abhéingt und nehmen an, dass eine Funktion f : R} — Ry
existiert, sodass die Periodendauer gegeben ist durch

period = f(l,m,g)
Aus der Tabelle 2.1 erhalten wir die beiden Matrizen

1 0 1 0
D=101 0 und ¢= 10
0 0 -2 1

durch die die Dimension der physikalischen Groflien [, m und ¢, als auch die Peri-
odendauer respektive ihrer Mafleinheiten dargestellt werden. Da die Matrix D vollen
Rang hat folgt mihilfe des Korollars 4.0.3 , welches wir spéter genauer betrachten,
dass die Periodendauer durch den Ansatz

period = const - [Y*mY? g¥?

fiir eine beliebige Konstante gréffer Null gegeben ist. Die eindeutige Losung des li-
nearen Systems Dy = c ist demnach y = (%,0, —%)T. Daraus folgt die bekannte

Formel
. [
peritod = const - 4| —
g

Dieses Argument benutzen wir nachfolgend um den Markteinfluss einer ,, Meta-order®,
also einer groflen Tradingorder, die in kleinere Orders aufgeteilt wird, welche dann
schrittweise durchgefiihrt werden, zu analysieren. [1]

‘ I m gia ‘ Periodendauer
Linge |1 0 1,1 0
Masse [0 1 0 0 0
Zeit |0 0 -210 1

Tabelle 2.1: Zusammenfassung der Dimensionen physikalischer Groflen als Matrix,
welche zur Bestimmung der Periode eines Pendels in Betracht gezogen
werden. [1]

2.2 Am Beispiel eines Investors

Der Kauf oder Verkauf eines Finanztitels durch einen Markteilnehmer, kann einen
grofien Einfluss auf die Preissteigerung oder des Preisverfalles eines Finanztitels ha-
ben. Dies wird als Markteinfluss bezeichnet und kann gegen das Interesse des Markt-
teilnehmers spielen. Speziell bei Transaktionen, bei denen ein signifikanter Geldbe-
trag bewegt wird, ist der Markteinfluss eine Kenngrofle, die bei Entscheidungen von
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Transaktionen beriicksichtigt werden muss. [7]

Stellen wir uns einen Investor vor, der innerhalb einer befristeten Zeit, eine grofie
Anzahl Aktien kaufen will und dafiir eine Meta-order in kleinere Orders aufteilt und
versuchen wir dann den Markteinfluss, den diese Meta-order hat, zu analysieren.
Dabei erwarten wir, dass sich der Angebotspreis zum Nachteil des Borsenhéndlers
entwickelt. [1]

Zuerst beginnen wir damit die Variablen und deren Dimensionen zu identfizie-
ren, von denen wir annehmen, dass sie groffe Auswirkungen auf den Markteinflusses
haben. Betrachten wir die vier Variablen:

e () ...Grofle der Meta-order, gemessen an Anteilseinheiten [Q)] = S
e P ...Preis einer Aktie, gemessen in Geld pro Anteil [P] = U/S,

e 1/ ...Handelsvolumen eine Aktie, gemessen in den Einheiten der Anteile pro
Zeit [V] =S/T,

e 02 ... Volatilitéit einer Aktie, gemessen als Prozentsatz einer Aktie pro Zeitein-
heit [o?] = T

Dabei werden die vier Variabelne an den drei grundlegenden Dimensionen Zeit, Geld
und Aktien, respektive T,U und S, gemessen. Damit formulieren wir nun folgende
Annahme. [1]

Annahme 2.2.1. Der Markteinfluss G hingt nur von den vier oben definierten Va-
riablen ab

G=g(Q,PV,o?

,wobei wir eine Funktion g : RY — Ry als auch die Grife G als invariant beziglich
einer Anderung der Dimensionen T, U und S voraussetzen. [1]

Dies stellt eine analoge Situation zu unserem Pendel dar. Betrachten wir G als einen
Prozentsatz des Angebotspreises folgt daraus, dass es eine dimensionslose Grofe ist,
welche invariant beziiglich einer Anderung der Mafeinheiten T,U und S ist. Um
aber dasselbe Resultat wie in der Formel der Periodendauer des Pendels zu erhal-
ten, brauchen wir eine zusétzliche Gleichung. Dafiir benutzen wir das Modigliani-
Miller Theorem, welches besagt, dass der Marktwert eines Unternehmens sich ex-
akt durch den gegenwirtige Wert der zukiinftigen Gewinne und des Basiswertes, ei-
nem Kassa- oder Termingeschéft zugrundeliegendem Wirtschaftsobjekt, welches fiir
die Erfiillung und Bewertung eines Finanzkontrakts als Grundlage dient, berechnen
lasst.[7] [9] AuBerdem ist der Markwert eines Unternehmens unabhéngig gegeniiber
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dessen Kapitalstruktur. [9] Wird dieses Theorem auf die Marktmikrostruktur an-
gewandt, kann daraus ein zusitzliches Argument der Arbitragefreiheit (d.h. Preise
werden in Abhéngigkeit von Angebots- und Nachfragemengen so lange angepasst, bis
sich der Markt im Gleichgewicht befindet. [0]) gewonnen werden.

Betrachten wir eine Aktie eines Unternehmens und nehmen an dass dieses seine Ka-
pitalstruktur veréndert, indem es Dividenden ausbezahlt oder versucht Kapital zu
beschaffen. Das Modigliani-Miller Theorem sagt uns jetzt, welche Gréf8en unverédndert
bleiben im Sinne von Verhéltnis der Schulden und des Eigenkapitals des Unterneh-
mens. Diese Erkenntnis liefert uns eine zusétzliche Gleichung, welche die Bedingung
aus Annahme 2.2.1 erfiillt. Nachfolgende Annahme deutet auf eine zusétzliche Be-
schrankung hin, die wir als ”leverage neutrality” bezeichnen. [1]

Annahme 2.2.2 (leverage neutrality). Der Marktwert eines beliebigen Unterneh-
mens, 1st unabhdngig von dessen Kapitalstruktur

Durch diese Annahme finden wir uns in einer identen Situation zu unserem Pendel
vor, da uns diese Invarianz eine weitere lineare Gleichung liefert. Jetzt haben wir
dieselbe Anzahl von Gleichungen und Unbekannten, ndmlich vier. [1]

Theorem 2.2.3. Mithilfe der Annahmen 2.2.1 und 2.2.2 hat der Markteinfluss die

Form
G = t-oy\/ =
const - o ;

fiir eine beliebige Konstante gréfser Null.

Daraus resultierend, stellen wir fest, dass der Markteinfluss, den die Ordergrofie ()
hat, abhéngig von der Quadratwurzel ist. [I]

Was passiert aber, wenn auf den jeweiligen Borsenhéndler noch zusétzliche Kosten
anfallen, wenn dieser Vorbereitungen iiber die Platzierung einer Meta-order treffen
muss? Dadurch kénnte eine neue Variable eine nicht unerhebliche Auswirkung auf
den Markteinfluss haben. Wir nennen diese neue Variable ,,bet cost“und bezeichnen
sie mit C. Die bet cost kann auch unabhéngig von der Ordergrofle @, als auch den
anderen Groflen P, V und o2, variiern. Wir erwigen also C als fiinfte Grofle, die eine
Auswirkung auf den Markteinfluss haben kann:

e ( ...bet cost, gemessen in Geldeinheiten [C] = U,

und stellen eine neue Annahme auf. [1]

Annahme 2.2.4. Der Markteinfluss G hdangt nur von den obigen finf Variablen
ab, wobei die Funktion g : RS, — Ry als auch die Grifle G invariant beziiglich der
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Einheiten, welche gewdhlt werden um die Dimensionen T,U und S zu messen, sind.
Dies driicken wir foldendermajflen aus:

G:g(Q7P7‘/70-2’C>
[1]

Daraus erhalten wir ein System von vier linearen Gleichungen mit fiinf unbekann-
ten, wobei die Losung aber nicht mehr eindeutig ist. Das driicken wir durch eine
Funktion, die wir f nennen, folgenderweise aus. [!]

Theorem 2.2.5. Unter Zuhilfenahme von Annahme 2.2.2 und Annahme 2.2.4 hat
der Markteinfluss die Form

1

wober die Funktion f: R, — Ry und die Gréfien L und Z gegeben sind durch
PV Q*P?02\"°
[1]

Auf den ersten Blick wird die Funktion f : Ry — R, nicht durch die Annahme
2.2.4 beschrankt. Mithilfe des Ansatzes, den wir fiir die Periodendauer des Pendels
benutzt haben, kann daraus geschlossen werden, dass f die Form f(z) = const - 27,
fiir p > 0, hat. Daraus folgt, dass G = const - ZP /L gilt. Fiir den Fall, dass p = 1/2,
erhalten wir exakt die Relation aus Theorem 2.2.3. Die beiden Groflen L und Z
werden in einem finanziell bedeutendem Sinne von der Messbarkeit der Liquiditat
und der GroBe einer Meta-order interpretiert. [1]



3 Square-root law und Markteinfluss

Einwirkungen auf den Markteinfluss konnen unterschiedliche Ursachen haben. Aus
diversen empirischen und theoretischen Studien kristallisiert sich dabei heraus, dass
der Markteinfluss nichtlinear in der Ordergréfie und mit der Zeit vergehen wird.
Insbesondere hat sich gezeigt, dass der Markteinfluss haufig konkav (d .h. eine re-
ellwertige Funktion dessen Graph oberhalb jeder Verbindungsstrecke zweier Punkte
liegt. [8]) beziiglich der Grofle einer Meta-order ist. Dies Tatsache kommt im spezi-
ellen der Wurzelfunktion sehr nahe, deshalb auch der Name Square-root law. [!]

Das Square-root law wird dabei schon seit den 90er Jahren von Héandlern benutzt
und auch institutionelle Handler, wie die Salomon Brothers, Bloomberg und Barra
implementierten es in ihrer Tradingsoftware. Dabei zeigt sich, dass das Square-root
law nicht nur theoretisch, sondern auch empirisch verifiziert ist.

Das square-root law beschreibt aber nur das Verhéltnis der Grofle eines Trades mit
dem téglichen Handelsvolumen. Es verweist aber nicht auf

e die Anzahl der Assets die gehandelt werden,
e wie der Handel ausgefiihrt wird,

e das Marktkapital eines Finanztitels. [3]



4 Lineare Algebra

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns damit grundlegende Ergebnisse der Dimen-
sionsanalyse zu iiberpriifen. Dafiir formuliern wir ganz Allgemein die Annahmenn
hinter der Dimensionsanalyse und auflerdem noch die Korollare 4.0.3 und 4.0.4. [1]

Annahme 4.0.1 (Dimensionsanalyse).

(i) Sei die Grifie eines Unternehmensanteils U € Ry von n Groflen Wy, ..., W, €
R, so abhdngig, dass

U=HW,Ws,...,W,),
fiir eine beliebige Funktion H : R} — R,.

(i1) Die Griflen U Wy, ..., W, werden als m Grunddimensionen gemessen und als
Ly,..., Ly, wobei m < n gilt, bezeichnet. Sei nun X eine beliebige positive
Grifie, wobei ihre Dimension [X] die Gleichung [X] = Li*--- LEm, fir beliebi-
ge x1,..., Ty € R, erfillt. Falls [X]| =1 gilt, bezeichnen wir die Grofle X als
dimensionslos.

Die Dimensionen der Griofsen U, W1, Ws, ..., W, sind bekannt und werden als
Vektoren a und b € R™,i = 1,...,n dargestellt. Dabei gilt [U] = L{* --- L
und [Wy] = Ly ... Lbmi 4 = 1,. .. n. Zusitzlich stellen wir B = (b 532 b))
als m x n Matriz mit Spaltenvektoren b = (by,, ... byi)", firi =1,...,n,
dar.

(111) Um den Wert einer Grifie zu messen, betrachten wir ein gegebene Menge an
fundamentalen Dimensionen Ly, ..., L, und wdihlen eine geeignetes Einheiten-
system. Wenn wir jetzt eine Anderung eines Einheitensystems in eine ande-
res vornehmen, miissen wir unsere, aus den vorhergegangenen Uberlequngen
stammende Grifien, umskalieren. Im Allgemeinen dndern sich dimensionslo-
se Groffen und und auch die Formel aus (i) bleibt invariant beziglich einer
beliebigen Verdnderung der fundamentalen Dimensionen.

[1]

Mit diesem Wissen kénnen wir nun die Quintessenz der Dimensionsanalyse formu-
liern.
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Theorem 4.0.2 (Pi-Theorem). Unter Zuhilfenahme von Annahme 4.0.1 sei z :=
(214, ..y xp)t miti=1,...k:=n—rank(B) eine Basis der Lésungen des homo-
genen Systems Bx = 0 und y := (y1,...,yn)" eine Losung des inhomogenen Systems
By = a. Dann existiert eine Funktion F': Rﬁ — R, so, dass

U-W¥% - W = F(my,...,7),
wobei ; definiert ist als dimensionslose Groffen Wi« - Wrwi miti=1,... k. [1]

Wie benétigen dabei nur die beiden Spzialfélle £ = 0 und k£ = 1, welche wir in den
nachfolgenden Korollaren ausformuliern. [!]

Korollar 4.0.3. Mithilfe von Annahmen 4.0.1 nehmen wir an, dass der rank(B) =
n ist und y definiert als (yi,...,yn)? eine eindeutige Lisung des linearen System
By = a ist. Dann existier eine Konstante grofier Null, sodass

U = const - W'+ W

[1]

Korollar 4.0.4. Wieder aus Annahme 4.0.1, sei der Rang der Matriz B gleich n—1
und sei x definiert als (x1,...,x,)T respektive y definiert als (y1,...,yn)". Dies ist
eine nicht triviale Losung des homogenen, beziehungsweise inhomogenen Gleichungs-
system Bx = 0 respektive By = a. Dann ezistiert eine Funktion F': Ry — R, so,
dass

U=F(W . WE W e
[1]



5 Der Markteinfluss

In diesem Kapitel versuchen wir die Funktion fiir den Markteinfluss aus den Korol-
laren des vorhergegangen Kapitels herzuleiten. Dazu ist es notwendig die Theoreme
2.2.3 und 2.2.5 prézise zu formulieren und dann zu beweisen. Auflerdem betrachten
wir die GréBen G, Q, P,V,o? und C genauer, vor allem dann, wenn sich das Kapital
eines Unternehmens éndert. Wir werden ebenfalls die Modigliani-Miller Dimension,
welche wir schon in Kapitel 2 erwdhnt haben, als weitere Variable einfithren und
notieren sie mit M. Die Modigliani-Miller Dimension M eines Unternehmensanteils
wird durch die Grofle £ gemessen, welche wir wie folgt definieren:

Gesamtvermogen

L=

Eigenkapital

Dieses Verhéltnis ist ein wichtiger Indiktaor fiir die Schulden eines Unternehmens.
Multipliziern wir jetzt £ mit einem Faktor A > 1 wire dies dquivalent dazu, wenn
das Unternehmen (1 — A™') des Eigenkapitals als Bardividenden ausbezahlen wiirde.
Andererseits, falls £ mit einem Faktor 0 < A < 1 multipliziert werden wiirde, ent-
spriche dies einer Erhohung des Kapitals um das (A~! — 1)-fache des Eigenkapitals.
Wir stellen eine neue Annahme, als Verweis auf die leverage neutrality, auf. [1]

Annahme 5.0.1 (Leverage neutrality). Wird die Modigliani-Miller Dimension M
mit einem beliebigen Faktor A € R skaliert, folgt daraus, dass

e O,V und C konstant bleiben,

o P sich mit einem Faktor A=' dndert,
e 02 sich mit einem Faktor A? dndert,
e GG sich mit einem Faktor A dndert.

[1]

Als néchstes formulieren wir das Theorem 2.2.3, indem wir die Aussage aus Annah-
me 2.2.2 durch die formalere Aussage aus Annahme 5.0.1 ersetzen, neu und werden
dies dariiber hinaus beweisen.

10
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Theorem 5.0.2. Mit Annahme 2.2.1 und Annahme 5.0.1 gilt, dass der Markteinfluss

die Form
G = t-oy =
const - o V;

fiir eine beliebige Konstante grofier Null hat. [1]

Beweis. Indem wir die Annahmen 2.2.1 und 5.0.1 mit den jeweiligen Dimensionen
Q, P,V und o2, welche wir in Kapitel 2 kennengelernt haben, kombinieren, erhalten
wir die Matrix B und den Vektor a.

1 -1 1 0 0
0 1 0 0 0
B = 0 0 -1 -1 und a = 0
0O -1 0 =2 1

Aus der Tabelle 5.1 kénnen wir B und a ableiten. Betrachten wir die erste Zeile dieser
Tabelle und nehmen an, dass S, die Einheit der Unternehmensanteile, durch einen
Faktor S neu skaliert wird. Daraus folgt, dass ) durch den Faktor S, P durch den
Faktor S~! und V' durch den Faktor S veriindert werde, wihrend o2 gleich bleibt.
In der letzten Zeile, die wir mit Ml bezeichnet haben, geht es darum, dass sich die
Schulden eines Unternehmens mit einem Faktor A verdnderen, () verdndert sich nicht
und P dndert sich mit einem Faktor A~!.

Da die Matrix B vollen Rang hat, also rank(B) = 4 = n und Annahmen 4.0.1 erfiillt
ist, folgt mit Korollar 4.0.3, dass

G = cons - QU P¥2V/¥s3 O.2y47

fiir eine beliebige Konstante grofer Null. Der Vektor y = (y1,¥a,¥3, y4)? ist dabei die
eindeutige Losung des linearen Systems By = a, die gegeben ist durch

Yy = (%70’_%7%)T' [ ] O
Q PV o2 C|G
S[1 -1 1 0/0]0
Ujlo 1 0 0'1]0
T|0O 0 -1 -1'0/0
M|0O -1 0 210(1

Tabelle 5.1: Ein Uberblick iiber die Matrix B mit den zugehérigen Dimensionen der
Grofien (Q, P,V, 0?), respektive der Matrix K mit den zugehérigen Di-
mensionen der Grofien (Q, P,V, 02, C), als auch der Vektor a zugehérig
zu der Dimension von G. [!]

11
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Aus Theorem 5.0.2 folgt direkt das schon bekannt square-root law. Dabei hingt die
Herleitung des square-root law’s nicht nur von den Gréflen G, P,V und o2, sondern
auch von der leverage neutrality ab.

Wie weiter oben schon diskutiert, gibt es eine zusétzliche Variable C' die Auswir-
kungen auf den Markteinfluss hat. Wir erinnern uns an die Matrix B die wir bei dem
Beweis von Theorem 5.0.2 benutzt haben und erweitern sie um eine Spalte, die C
reprasentieren soll. [1]

1 -1 1 0 0
o 1 0 0 1
K= 0O 0 -1 -1 20
0O -1 0 2 0

Der Vektor a = (0,0,0,1)7 bleibt dabei unveriindert und Tabelle 5.1 illustriert uns
in welcher Beziehung C' zu den anderen Dimensionen steht.
Durch den Kern der linearen Abbildung, welcher duch die Matrix K induziert wird,
kénnen wir die Losungsraum $) des homogenen Systems Kz = 0 und den Losungsraum
J des inhomogenen Systems Ky = a berechnen.

3 -1 3

2 -1 2
H=KA|-1]|,2€eR und J = O [+A|l-1],2€eR

1 0 1

—2 1 —2

[1]

Theorem 5.0.3. Es gelten die Annahmen 2.2.4 und 5.0.1. Wir fizieren uns eine
Vektor x = (x1,...,25)T € $ und einen Vektor y = (yy,...,ys)T € J. Dann existiert
eine Funktion f: R, — R, so, dass

G = QU PRyY® o2Ya (s f(Qxl PT21/ %3 5274 (15 ) )

[1]

Beweis. Fiir den Beweis kombinieren wir die beiden Annahmen 2.2.4 und 5.0.1 mit
den Dimensionen von @, P, V, 0% und C. Dabei erhalten wir wieder die Matrix K und
den Vektor a der Seite zuvor. Da die Annahme 4.0.1 gilt und der Rang der Matrix
K gleich vier ist, miissen wir nur noch Korollar 4.0.4 anwenden und wir sind fertig.
[1] O

12
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Als Beispiel betrachten wir die beiden Vektoren

2 11 2, 1 111
3 T3 —g) €9 und y= (0, ~3 7333
Aus Theorem 5.0.3 erhalten wir die exakte Formel, welche wir im Theorem 2.2.5

festgelegt haben.
o220\ /3 Q3 P25? 1/3
o= (%) ()

1
=+ 1(2).

Die beiden Groflen L und Z sind dabei genau so defniert wie im Theorem 2.2.5. [1]
Wir konnen aber auch andere Vektoren fiir x € $ und y € J wihlen, beispielsweise:

r=(1, ) es,

1 11
r=(3,2,-1,1,-2)" € und y:(§,0,—§,§,O)T€3
Die Formel aus Theorem 5.0.3 nimmt dann die Gestalt
Q, m_  [Q, (@P%
G = —h(Z°) = —h
N yME) =\ e

an. Die Funktion h ist dabei keine Konstante und die Formel beschreibt auch eine
Herleitung des square-root law’s auf muliplikative Art. []

Begutachten wir wieder Theorem 5.0.3, dann erkennen wir, dass die beiden For-
meln, die wir bei den beiden oben gezeigten Beispielen bekommen haben, eine Lésung
fiir die Formel aus Theorem 5.0.3 darstellt. Die beiden Funktion A und f sind dabei
nicht ident, sondern injektiv, wenn sie von der Gleichung aus dem ersten Beispiel in
die des zweiten Beispieles iiberfiihrt werden.

Wie wir gleich sehen werden, konnen unterschiedliche Funktionen A und f zu
anderen Modellierungen des Markteinflusses fithren. [1]

(a) Ist der Markteinfluss proportional, das heifit, dass f = const und h(z) = const-
2~ zu nachfolgendem Ergebnis fithren wiirde.

020>1/3

G = const - | —
cons <PV

(b) Hat der Markteinfluss die Form: f(z) = const - z/2 und h = const ergbit das

G = t o\ =
const - o V;’

und wir bezeichnen dies als den square-root Einfluss. Die eindeutige Losung ist
auflerdem unabhéngig von C'.

13
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(c) Ist der Markteinfluss linear, also f(z) = const - z, wobei h(x) = const - 2'/% gilt,
erhalten wir

04P)1/3

G = const - Q) (m

[1]

Fiir die Dimensionsanalyse werden aber nur zwei Eigenschaften von C' herange-
zogen, namlich die Dimension von C', welche nichts anderes als Geld ist und durch
[C] = U beschrieben wird. Und das C' unverdndert bleibt, wenn die Modigliani-
Miller Dimension Ml durch den Faktor A € R, skaliert wird. In anderen Worten
ausgedriickt heiffit das, dass das oben genannte Resultat nicht von der Gréfle C) als
bet cost, abhéngt. Dasselbe gilt auch fiir jede andere Groflie die dieselben Eigenschaf-
ten wie C' hat.

Folgendes Beispiel illustriert uns jetzt, dass wir nicht nur die Grofle C', die bet
cost, benutzen miissen, sondern auch eine andere, die spread cost €, als Grofle in
Betracht ziehen konnen. Die Grofle € wird dabei als Transaktionskosten, die bei
einen Handel mit () Anteilen enstehen interpretiert. Wir notieren aulerdem noch
S als bid-ask spread, also die Differenz von Geld- und Briefkurs, und messen sie in
Geld pro Anteil [S] = U/S?. Die spread cost € einer Meta-order mit Ordergréfie
ist dann definiert als € := QS und wird in Geldeinheiten [C] = U gemessen. Die
mathematische Analyse bleibt demnach unverdndert, wenn wir C' durch € ersetzen
und die analoge Formel dazu ergibt sich folgendermaflen:

B Q Q3P2022
¢ = vh(T>

[1]

Zum Abschluss fithren wir noch eine andere Variable T" ein, um eine andere Menge
an Groflen zu betrachten. Wir ersetzen dabei C' oder € durch eine Variable ande-
rer Dimension, ndmlich die Lénge eines Zeitintervalls [0,77] in der eine Meta-order
durchgefiihrt wird. Die Lénge T" wird dabei derartig préazise definiert:

e T ...die Linge des Zeitintervalls in der eine Order ausgefiihrt wird, gemessen
in Zeiteinheiten [T = T.

Die Lénge des Intervalls 7" kann dabei von mehreren Tagen bishin zu wenigen Stunden
variieren. In der nachfolgenden Annahme wird also T beriicksichtigt. [1]

Annahme 5.0.4. Der Markteinfluss G héingt nur von den Variablen Q, P,V,0? und
T ab und wird so dargestellt:

G=g(Q,P, V,O'Z,T).

14



5 Der Markteinfluss

Die Funktion g : R%. — Ry als auch die Grifle G bleiben dabei invariant beziglich
einer Anderung der FEinheiten mit denen die Dimensionen T,U und S gemessen

werden. [1]

Wir benutzen die Matrix B, die wir im Beweis zu Theorem 5.0.2 verwendet haben
und erweitern sie um eine Spalte.

1 -1 1 0 O
o 1 0 0 0
K= 0 0 -1 -1 1
0O -1 0 2 0

Wir benutzen den Vektor a = (0,0,0,1)” und der Lésungsraum § respektive J
des homogenen Systems Kx = 0 beziehungsweise des inhomogenen Systems Ky = a
lautet folgendermafien:

~1 1/2 1
0 0 0
H=KA]l 1 |, 2eR und J = 12 +A|-1],2€eR
0 1/2 0
1 0 -1

Gilt die leverage neutrality und, dass der Markteinfluss G von Q, P,V,0? und T
abhéngt, liefert uns die Dimensionsanalyse folgendes Resultat.

Theorem 5.0.5. Es gelten die Annahmen 5.0.1 und 5.0.4. Wir fiziern einen Vektor
= (21,...,25)7 € 9 und einen Vektor y = (y1,...,ys)T € J. Dann existiert eine
Funktion f : R, — Ry, sodass

G = Q¥ pPv2 Vy302y4Ty5f(Qx1 pPr21y/@ UZMT“)

gilt. [1]

Beweis. Da die Annahme 4.0.1 gilt und der Rang der Matrix K gleich vier ist, folgt
die Behauptung direkt aus Korollar 4.0.4. [1] O

Wahlen wir namlich die Vektoren

1 11
r=(1,0,-1,0,-1)" €$H und y= (5,0, —5 5,O)T €7,

o-fB(8)
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5 Der Markteinfluss

Die Funktion h charakterisiert in diesem Fall die Herleitung des square-root law’s
in Abhéngigkeit der Lénge des Intervalls 7. Wir kénnen dabei feststellen, dass die
Bedingung unter der wir das square-root law erhalten ganz einfach die ist, dass falls
T nur von den GréBlen Q,V, P und o? abhingt, wir einfach Annahme 5.0.4 durch
Annahme 2.2.1 ersetzen konnen und uns dann in einer perfekt analogen Situation zu
Theorem 2.2.3 befinden wiirden. Damit schlieit sich der Kreis und der Markteinfluss
gehorcht dem Gesetz des square-root law’s. [1]
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6 Fazit

Zusammenfassend liegt das Hauptaugenmerk dieser Arbeit darauf, dass square-root
law fiir den Markteinfluss herzuleiten. Mithilfe des Konzepts der Dimensionsanaly-
se wird auflerdem eine Funktion die den Markteinfluss charakterisiert beschrieben,
als auch das Konzept der leverage neurality. Interessanterweise héngt die Herleitung
des square-root law’s nur von zwei Annahmen ab. Erstens héngt der Markteinfluss
nur von dem Aktienpreis, des Tradingvolumens als auch der Volatilitit ab. Zwei-
tens wenden wir das Konzept der leverage neutrality an, welches gleich dem des
Modigliani-Miller Theorems ist. Damit erkldren wir, wie sich bestimmte Gréflen ver-
halten, wenn das Kapital eines Unternehmes verdndert wird. Die Dimensionsanalyse
wird auf diese Annahmen angewandt und es zeigt sich, dass der Markteinfluss einer
Meta-order proportional zu der Volatilitét, als auch proprtional zu der Quadratwurzel
einer Ordergrofe und invers zu der Quadratwurzel des Tradingvolumens ist. [1]
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