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Verallgemeinerte Fourier Transformation

Angenommen f(x) ist Fourier-integrierbar in einem Intervall (a,b), wobei a,b € R,
dann gilt

| e imio < oo und [ eiwiox < .

—oo

Die verallgemeinerte Fourier-Transformation von f(x), x € R, ist definert als

@)= #ifea) = [ éfdxzec. o

Die verallgemeinerte, inverse Fourier-Transformation ist fiir z € C mit
a < Im z < b gegeben durch

1 iw+o0o

) = 7 {F@)}0) = -

e ™f(z)dz,a<w < b, wobeix e R. (2)

iw—oo
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Komplexe charakteristische Funktion

Die komplexe charakteristische Funkion von einer Zufallsvariable X ist definiert
als die verallgemeinerte Fourier-Tranformierte der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von X, wobei

ox(2) = E[e"] = / e”px(x)dx,a <w < b. ®3)
Mit der inversen Fourier-Transformation (2) folgt:
1 riw+oo .
px(@) = o / e ™ gy(z)dz,a <w < b. 4)

IW—o00
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Laplace Transformation

Sei f(x), x € R stlickweise stetig in jedem endlichen Intervall in [0, oo, die
[f(x)| < Me™ fiir x € [0, o] erfiillt, wobei M, a € R.. von x unabhangige
Konstanten sind. Die verallgemeinerte Laplace-Transformation von f(x) ist
definiert als

H(z) = 2{f(0)}(2) = / e *f(x) dx, 6
0

wobei z € C und Re z > a. Die inverse Laplace-Transformation

(Bromwich-integral) von f(z), z € C, ist definiert als

W+ioco

(0 =2 @I =5 [ eFla)ez ©)

w—ioco
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Bilaterale Laplace-Transformation

Manchmal kann es hilfreich sein, die bilaterale Laplace-Transformation zu
betrachten, die wie folgt definiert ist durch

= (x) = B{f(x)}(z) = /jo e “f(x) dx. (7)
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MGF und CGF

Momenterzeugendefunktion My (z) = E[e*]

Kumulanterzeugendefunktion rx(z) = logMx(z)

o My(—2) = ™) = [ e ?py(x)dx = Z{px(x)}(2)

— o0

Momente von X lassen sich mit der folgenden Formel berechnen:

B = & Mi(2) (®)

n-te Kumulante: n-te Ableitung von xx(z) ausgewertet bei z=0; die ersten 4
Kumulanten:

K1= W, K2 = po, k3 = paund kg = g — 3ud 9)

wobei p = E[X] und pn = E[(X — p)"], n = 2,3, ...
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Proposition

Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion px(x) und
Kumulanterzeugendefunktion xx(z). Angenommen rx(z) sei analytisch in einem
offen Streifen {z € C: a— < Rez < a4}, wobei a_ < 0und a4 > 0. Fiir alle

K € R erhalten wir dann

1 Yoo Ky (2)—zK
px(K) = 27 e dz,
y—ico

y+ico prx(z)—zK
PIX > K] = - / 4z
Y

 2qi z

—ioco

1 Y+ico exx(z)—zK
N e R

T 27 z2

y—ioco
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7 €(0,04) (1)
7 €(0,a4) (12)



Steepest descent method

Optimum Contour lines

Steepest descent == == Conjugate gradient
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Satz 2.1.

Angenommen, f(z) = u(x,y) + iv(x,y), wobei z = x + iy, u(x,y) und v(x,y)
reellwertige Funktionen sind. Innerhalb der Definitionsmenge von f(z) lauten die
Cauchy-Riemann Gleichungen:

Ux = Vy, Uy = —Vx (13)

Die 1.Ableitung von f(z) is gegeben durch

f'(2) = Ux + ivx = Uy — ity = vy + ivy (14)
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Korollar 2.1. TV

Der Realteil u(x, y) besitzt kein lokales Maximum oder Minimum innerhalb der
Definitionsmenge von f(z). Jeder stationdre Punkt von u(x, y) ist ein Sattelpunkt.

In einem stationdren Punkt von u(x, y) gilt ux = uy = 0. Betrachtet man die Determinante
der Hesse-Matrix, erhélt man:

Uxx  Uxy

H=
Uyx Uy

= Uy — (uy)? = —(viy)? = (Uy)? < 0.

Man beachten, dass hier die Cauchy-Riemann-Gleichungen 13 verwendet wurden. Die
Negativitat von H impliziert, dass der stationare Punkt von u(x, y) ein Sattelpunkt ist und
nicht ein lokales Extremum sein kann. O
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Korollar 2.2 TV

Die Niveaulinien von u(x, y) sind tberall orthogonal zu den Niveaulinien von
v(x,y).

Betrachtet man die Gradienten von u und v,sieht man, dass sie orthogonal zu den
Niveaulinien von u bzw. v sind. Mit den Cauchy-Riemann-Gleichungen 13 erhalt man

Vu - Vv = (ux, Uy) - (vy, Vy) = UxVx + Uyvy = 0.

Daraus folgt die Orthogonalitdt von Vu und Vv und dazu aquivalent die Orthogonalitat von
den Niveaulinien von u und v. O
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Bestimmung des steilsten Abstiegs

. Sattelpunkt zo heilt einfach, wenn f'(zo) = 0, aber f(z9) # 0

. Re f besitzt wegen der Eigenschaft eines Sattelpunktes ein Maxima oder
Minima im Sattelpunkt

. f/(20) = |f"(20)|€" und z — zy = re'?

. quadratische Potenzterm in der Taylorentwicklung von f(z) um z = z, kann
ausgedriickt werden als
f//(ZO)

———(z — 20)

S 2 _ |f”(20)|rzef(20+w)

2

- Re f erreicht seinen steilsten Abstieg bei zg, wenn 6 so gewahlt wird, dass
e'?t%) = _1 oder entlang des Pfades,wo 6 = —% + Z
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Dichtefunktionen - Proposition 3.1 (Daniels 1954)

Sei M(z) = E[e*] und k(z) = logM(z) die jeweilige Momenterzeugendefunktion
und die Kumulantenerzeugendefunktion einer Zufallsvariable X, die in einem
offenen vertikalen Streifen {z € C : a— < Re z < a4} analytisch sind, wobei
a— < 0unda; > 0. Seien X, ..., X, unabhangige und identisch verteilte
Zufallsvariablen, die die gleiche Momenterzeugendefunktion M(z) besitzen.

px bezeichne die Dichtefunktion des Stichprobenmittelwertes X, wobei

X= % 27:1 Xi
Die Sattelpunkt-Approximation der 2.0rdnung fiir py(x) ist gegeben durch
)~ p@ Vnel@TR (o T 5,2
e el — 3 T+ 55 [M2) - 3%0)| ¢ (15)

<)
//(Z

wobei \3(2) = =@ ynd Ai(2) = J: und 2 die eindeutige reelle Wurzel ist,
w(2)2
die die Sattelpunktgleichung l6st:

K'(2) = x. (16)
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Anwendung von Prop. 3.1

Wir wenden Proposition 3.1. auf die Gamma-Verteilung an.
1. Dichtefunktion der Gamma-Verteilung:

a—1_—x

1
p(x):@x G > 1),

wobei I'(a) = (a — 1)!

2. Kumulantenerzeugendefkt. der Gamma-Verteilung

K(z) = —alog(1 — 2)

3. dadurch erhalten wir die Sattelpunktgleichung:
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Anwendung von Prop. 3.1

4. der eindeutige und einfache Sattelpunkt ist also

~ (0%
zZ=1-—,x>0
X

5 k'@)=2

6. Wenn man n = 1 setzt und 15 anwendet, erhalt man die
Sattelpunkt-Approximation fiir die Gamma-Verteilung, die wie folgt lautet:

Papp(X) = ¥exp(—alog(1 —-2)—-2x) = _me 3 x>0
SPA%/ /27mXx% o ' " VZrao~te—o
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Randwahrscheinlichkeiten - Prop 3.2

(Lugannani and Rice 1980) Sei x(z) die Kumulantenerzeugendefunktion der
Zufallsvariable X, die den Voraussetzungen der Proposition 3.1 geniigt. Die
Sattelpunkt-Approximationsformel fiir P[X > x] ist dann gegeben durch

P > x) ~ 1f<1>(n7v)+¢>(tfv)L1 f%}, x # E[X] = '(0) (3.3)

wobei Z die Sattelpunktgleichung (16) erfiillt. w ist gegeben durch:
W = sgn(2)y/2[2x — k(2)]
Man beachte, dass wenn x = E[X] = x’(0) gilt,Z = w = 0 ist.
® bezeichnet hier die Standnormalverteilungsfunktion und ¢ die dazugehorige

Dichtefunktion.
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Randerwartungen - Change of measure Approach

Idee: die Randerwartung E[(X — K)*] wird durch die Randwahrscheinlichkeit
ausgedriickt.
Dazu geht man wie folgt vor:

1. Y =X+ Lund ux = E[X], sodass Y nichtnegativ ist und uy = px + L gilt

2. Wir erhalten:
E[(X = K)*] = EI(Y — L = K)Lyswam0] = E[YLiysiang] = (L+K)PLY > L +K]
3. Nun definieren wir ein neues MaR durch:
dQ Y

P

4. Daraus folgt:

E[Y]l(y>L+K)] = ,u,yEQ[]l(y>L+K)] = [l,yQ[Y > L+ K]
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Randerwartungen - Change of measure Approach

5. Kombiniert man 2. und 4., erhélt man:

E[(X — K)"] = wQ[X > K] — (L + K)P[X > K]

6. CGF von X unter P ist durch x(z) = log(E[e*]) gegeben.

/_ EXe¥
/. = e

8. CGF von X unter Q ist gegeben durch:

E[(X + L)ezx]}

1oy
zX zX

= Iog(%) + logE[e™] — In py

= log(x'(2) + L) + k(z) — In py.

a(2) = log[
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Sattelpunkt-Approximation fiir Kreditportfolios

gesamter Zufallsverlust ... L (n Kreditschuldnern in einem Kreditportfolio tiber
den Zeithorizont T)

D; Ausfallindikator fiir den i-ten Schuldner,i = 1,2, ..., n,

D; eine Bernuolli-ZV ,die wie folgt definiert ist

D {1 ,wenn der j-te Schuldner innerhalb des Zeithorizonts T nicht zahlt
=
0 ,sonst

Ausfall des i-ten Schuldners wird auch durch den zufélligen Zeitpunkt des
Ausfalls 7;,i = 1,2, ..., n charakterisiert. fir festes T gilt, dass D; = 1(,,<r)

pi sei die marginale Ausfallwahrscheinlichkeit des i-ten Schuldners, dann ist

pi = P[Di = 1]

w; ... effektive Ausfallrisiko des i-ten Schuldners

der zufallige Ausfallverlust Ldes Portfolios mit n Kreditschuldnern innerhalb des
Zeithorizonts T ist gegeben durch

L= i W,'D,'.
i=1
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Value-at-Risk

VaR eines Kreditportfolios ist als das a-Quantil von L definiert:
VaR,(L) = inf{l>0:P[L <[] > «a}
intuitive Interpretation:
Fi(VaR. (L)) = a. (4.3)
Da VaR ein Quantil ist, erfiillt er die folgenden Eigenschaften:
1. Monotonie
Fir L < Ygilt: VaR(L) < VaR(Y)
2. Positive Homogenitat
VaR(AL) = AVaR(L), X >O0.
3. Translationsinvarianz

VaR(L + x) = VaR(L) + x
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Expected Shortfall

Fir eine stetige Verteilung des Verlustes L ist der ES fiir ein gegebenes
Konfidenzniveau « definiert durch:

ESa(L) = E[LIL > VaRa] = ——E[LTisver, ] = ﬁ If.(hdl  (4.6a)

l=a VaR,

wobei f; (/) die Dichtefunktion von L ist.

Die Beziehung zwischen ES(L) und VaR(L) sieht folgendermalen aus:

1
ES.(L) = &/ VaRy(L)du.
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Herleitung des ES mittels Sattelpunkt-Approximation

Die Bromwich-Integraldarstellung von E[L1 ¢ >var,,1]:

1 y+ioco g eKL(Z)—ZT
Ellusunagl = o [ 4@T—dz  ye(0a),
~y—ico

wobei t den VaR, bezeichnet.

Die Herleitung von Martin(2006):

1. Integrand ersetzen durch:

e erL(@)—zt _ {& i m erL@=2t
4 z
2. Integral des 1.Ausdruckes:
1 y+ico e"‘L(Z)*ZT
2mi ), M dz = juP[L > 1].
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Herleitung des ES mittels Sattelpunkt-Approximation

3. Fir den zweiten Term wird der Integrationsweg transformiert, sodass er
durch den Sattelpunkt Z geht, wobei x; = t. Wir approximieren die
Integration des zweiten Terms wie folgt:

r2+ico

1 2+ioco ’41 (Z) eHL(Z)—Zf dz

L Fle) = B gmi @)=zt g, o DT i
270 J5_; z Z 27 Js i

tf
- ;“ f,(1).

L=l

4. Durch Zusammenfiigen der Ergebnisse erhalt Martin (2006) die folgende
Sattelpunkt-Approximationsformel fir ES:

t

E[LL (1>ver, 3] & puPIL > 1] + _2’“ f.(), t=VaRa.
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