SEMINARARBEIT

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
WIEN

Vienna | Austria

Profit Testing und Stochastische

Reservenbildung
AUTORIN: BETREUER:
LEONIE RICHTER ASSOCIATE PROF. DIPL.-ING.
Matrikelnummer: 11710111 DR.TECHN. STEFAN GERHOLD

INSTITUT FUR FINANZ- UND VERSICHERUNGSMATHEMATIK

Februar 2021



Inhaltsverzeichnis

(1 Einleitung) 2
2 Einfuhrung in das Profit Testing| 3
[2.1 Beispiele fur die Anwendung| . . . . . . . . . ... ... ... 3

[3 Deterministisches Profit Testing] 4
[3.1  Festlegung der Prutungsgrundlagen| . . . . . . . . ... ... ... .. 4
[3.2  Nettozahlungsstrome und Bezeichnungen| . . . . . . . . ... ... .. 5)
[3.3  Profit Vector und Profit Signaturef. . . . . . . .. .. ... ... ... 7
[3.3.1  Berechnung des Profit Vectors| . . . . . . . ... ... .. ... 7

[3.3.2  Profit Signature| . . . . . . ... ..o 7

3.4 Gewinnkennzahlenl . . . . . .. ..o 8
3.4.1 Nettobarwert] . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 8

[3.4.2 TInternal Rate of Returnl . . . . ... ... ... ... ..... 8

3.4.3 Amorationsdauer] . . . . . .. ..o 9

[3.4.4  Net Profit Margin|. . . . . . . ... ... ... ... .. ... 9

Beispiell] . . . ... 10

[3.6  Festlegung von Reserven anhand von Profit Tests| . . . . . . ... .. 12
[3.7  Versicherungsprodukte, die mehrere Zustande berucksichtigen| . . . . 13

{4 Stochastisches Profit Testing 14
.1 (Nicht-)Diversifizierbare Risiken| . . . . . . . . . ... ... ... ... 14
[4.2  Vorgehensweise bei stochastischen Profit Tests| . . . . . . . . . . . .. 16

[> Stochastische Reservierung) 17
[O.1  Definiton: Risikomakel . . . . . .. 000000000 17
[>.2  Beispiele fur Risikomalse] . . . . . . . ..o 0000000 18
bh21 Valueat Riskl . . ... ... ... ... ... ... 18

[5.2.2  Conditional Value at Risk, Expected Shortifall und Average |

[ Valueat Raskl . . . . . . . ... .o 20




Kapitel 1

Einleitung

Diese Seminararbeit soll dem Leser einen Einblick in das Profit Testing sowie in
die stochastische Reservenbildung bieten.

Zunachst wird dabei in Kapiteln 2,3 und 4 auf das Prinzip des Profit Testing
eingegangen. Dies ist ein Prozess, der in der Lebensversicherung die Priifung der
Rentabilitat eines Produktes ermoglicht. Dabei werden durch eine Analyse von mit
dem Produkt verbundenen Kosten sowie Cash Flows Kennzahlen fiir den Gewinn
berechnet. Diese konnen dem Versicherer helfen, angemessene Pramien und Reser-
ven zu bestimmen, oder sich einen Uberblick iiber den erwarteten Verlauf seines
Bestandes zu verschaffen.

Anschliefsend wird noch auf die Reservenbildung fiir Produkte aus der Lebensver-
sicherung, fiir die die iibliche Herangehensweise der Festlegung der Reserven anhand
des Erwartungswert zukiinftiger Leistungen nicht angemessen ist, eingegangen. Hier
werden sogenannte Risikomafie vorgestellt.

Diese Arbeit orientiert sich hauptséchlich am Werk Actuarial Mathematics for Life
Contingent Risk von Dickson, Hardy und Waters [1I]. Fiir Kapitel 5 (Stochastische
Reservierung) wurden zusétzlich das Buch Finanzmathematik in Diskreter Zeit [3]
von Béuerle und Rieder, sowie der Artikel On the Coherence of Expected Shortfall
von Acerbi und Tasche herangezogen. [2]



Kapitel 2

Einfiihrung in das Profit Testing

Dieses Kapitel soll dem Leser einen Einblick in das Prinzip des Profit Testings
bieten.

Im Rahmen eines Profit Tests werden durch eine Gegeniiberstellung von Ertragen
und Aufwinden Uberschiisse einer Periode berechnet, mit denen anschliefend eine
Reihe von Gewinnkennzahlen berechnet werden. Anhand dieser Gewinnkennzahlen
lasst sich anschlieffend die Rentabilitét eines Produkts messen. Der Gewinn setzt
sich dabei aus jeglichen Einnahmen des Versicherers wie Pramien, Ertragen aus zu-
gehorigen Investments sowie freigegebenen Reserven zusammen. Den Verlust bilden
Auszahlungen fiir Versicherungsfille und Riickkéufe, vertragsbezogene Kosten wie
Provisionen fiir Makler und Verwaltungskosten sowie Kosten, die im Rahmen der
Reservenbildung fiir das Versicherungsunternehmen entstehen. In der Praxis werden
dabei meistens monatsweise Berechnungen durchgefiihrt.

Der Prozess des Profit Testings unterscheidet sich nach der Art des Produkts. Kann
man {iber alle produktbezogenen Bemessungsgrundlagen (wie Zinsverldufe, Sterb-
lichkeitsraten etc.) hinreichend risikoarme Annahmen treffen, so kann ein deter-
ministischer Profit Test durchgefiihrt werden, bei dem die Kalkulation auf diesen
basiert. Auf deterministisches Profit Testing wird in Kapitel 3 genauer eingegangen.
Ist dies nicht moglich, so muss ein stochastischer Profit Test angewendet werden.
Dieser wird im 4. Kapitel erlautert.

2.1 Beispiele fiir die Anwendung

Profit Testing dient in erster Hinsicht der Einschiatzung der Profitabilitéit eines Le-
bensversicherungsprodukts und gibt dem Versicherer damit auch einen Uberblick
iiber seine wirtschaftlichen Erfolge. Die resultierenden Aussagen iiber die erwartete
Rentabilitdat konnen so auch bei der Entwicklung neuer Produkte von groffem Nutzen
sein.

Meist wird nicht ein einzelner Profit Test durchgefiihrt, sondern mehrere Tests mit
verschiedenen Inputs. So kann das Profit Testing auch zur Festlegung der Pramien-
und /oder Reservenhohe herangezogen werden: Zunéchst wird eine Pramie (oder Re-
serve) festgelegt und zur Berechnung der Gewinnkennzahlen verwendet. Empfindet
der Versicherer die Rentabilitdt nicht als angemessen oder ausreichend, so wird der
Input geéndert und es wird erneut ein Profit Test durchgefiihrt. In diesem Fall bildet
also das Profit Testing einen iterativen Prozess.

Da Profit Tests eine Analyse der zukiinftigen Zahlungsstrome zugrunde liegt, kon-



nen diese auch im Bezug auf Stresstests, die unter anderem in das ,Own Risk
and Solvency Assessment “ (kurz ORSA) einflieflen, hilfreich sein. Durch Anpassung
des Inputs (der Annahmen) ergeben sich in der Berechnung unterschiedliche Cash
Flows, d.h. man kann insbesondere beobachten wie empfindlich diese gegeniiber (fiir
den Versicherer) ungiinstigen Entwicklungen sind.

Kapitel 3

Deterministisches Profit Testing

Wir werden nun zunéchst die deterministische Variante des Profit Testings betrach-
ten.

Dabei ist anzumerken, dass in Folge ein Prozess erldutert wird, bei dem nur jahr-
liche Berechnungen vorgenommen werden. Zusétzlich werden wir annehmen, dass
Leistungen an Versicherungsnehmer immer am Ende einer Periode (d.h. hier eines
Jahres) ausgezahlt werden, wihrend Prédmien am Jahresanfang gezahlt werden.

In der Praxis ist dies natiirlich oft nicht der Fall, da die Versicherungssumme mei-
stens zeitnah zum Eintritt des Versicherungsfalls ausgezahlt wird, allerdings erfolgen
wie erwahnt in der Praxis meist auch die Berechnung in monatlichen Schritten. In
diesem Fall wird analog vorgegangen.

3.1 Festlegung der Prifungsgrundlagen

Im ersten Schritt eines deterministischen Profits Tests miissen die Werte bestimmt
werden, die anschliefend zur Berechnung von Uberschiissen und damit Gewinnkenn-
zahlen verwendet werden.

Zu dieser Testbasis gehoren in erster Linie Annahmen iiber Sterblichkeits- und Riick-
kaufswahrscheinlichkeiten, realistische Zinssétze sowie Erwartungswerte fiir Verluste
(z.B. entstehende Kosten und Leistungen fiir Versicherungsfélle) und Ertrége (Pra-
mieneinnahmen und Renditen).

Die Erwartungswerte fiir Pramien und Reserven kénnen dabei wie gewohnt zunéchst
nach dem Aquivalenzprinzip berechnet werden und anschliefend wie im vorherigen
Kapitel erwahnt iterativ angepasst werden, bis der Versicherer mit der resultieren-
den Rentabilitdt des Produkts zufrieden ist. Anzumerken ist, dass die fiir den Test
verwendeten Mortalitétstafeln nicht zwangsweise mit jenen iibereinstimmen miis-
sen, die zur Pramienberechnung verwendet wurden, da diese oft Spannen zulassen.
Im Rahmen des Profit Tests ist das Ziel hingehen oft eher einen Best Estimate zu
erhalten, daher sollte weniger Spielraum zugelassen werden.



Da die Kalkulation im Anschluss fiir jede Periode einzeln durchgefiihrt wird lésst
sich auch statt eines fixen Zinssatzes eine Zinskurve fiir die Berechnung der Renditen
der Vermogenswerte des Versicherers verwenden.

Etwas Vorsicht ist in Hinsicht auf die Abschlusskosten geboten, denn diese miissen
im Rahmen des Profit Testings genauer abgegrenzt werden. Man geht davon aus,
dass bereits vor der ersten Pramienzahlung erste Kosten entstehen. Diese Kosten,
auch ,pre-contract expenses® genannt, werden in der Berechnung dem Zeitpunkt
des Vertragsabschlusses zugeordnet, da das ,prudent capital management” verlangt,
dass Verluste frithestmdglich realisiert werden.

3.2 Nettozahlungsstrome und Bezeichnungen

Wir werden in Folge die Notation aus der Hauptquelle iibernehmen.

Es sei t wie iiblich der Zeitpunkt nach Vertragsbeginn. Da wir den Prozess des
Profit Testings mit jahrlichen Berechnungen betrachten, gilt hier fiir einen Vertrag
mit einer Laufzeit von n Jahren: ¢ € {0,1,...,n}. Wir gehen davon aus, dass der
Versicherte zu Vertragsbeginn x Jahre alt ist.

Die Pramie, die zum Zeitpunkt ¢ — 1 nach Vertragsbeginn gezahlt wird bezeichnen
wir mit P; und das zum Zeitpunkt ¢ benotigte Deckungskapital mit ;V. Wir gehen
dabei in beiden Féllen davon aus, dass der Vertrag zum jeweiligen Zeitpunkt noch
in Kraft ist.

Zusatzlich fiihren wir noch folgende Bezeichnungen fiir die Netto Cash-Flows
eines zum Zeitpunkt ¢ — 1 noch laufenden Vertrags ein:

° kpgit—f Wahrscheinlichkeit, dass ein x-jahriger Versicherter zwischen den
Zeitpunkten ¢t — 1 und ¢t — 1 + k verstirbt

o .po%:_, Wahrscheinlichkeit, dass der Versicherte den Vertrag zwischen den
Zeitpunkten ¢t — 1 und ¢ — 1 + £ kiindigt

® po%:_, Wahrscheinlichkeit, dass der Vertrag zum Zeitpunkt ¢ — 1 + % noch in
Kraft ist

Diese Wahrscheinlichkeit entspricht der Gegenwahrscheinlichkeit der Ereignis-
se, dass der Versicherungsnehmer entweder verstorben ist oder gekiindigt hat:

kpg(-)l-t—l =1- kpgc—li-t—l - kpgl—li}-t—l (3.1)

Dabei sei fiir alle Wahrscheinlichkeiten & € {0,...,n — t}, da nur diese Wahr-

scheinlichkeiten fiir die Laufzeit der Polizze relevant sind. Wir schreiben fir

_ 0d Ow 00
k =1 auch kurz p;%,_,, py4,— und po, .



e F; : Vertragsbezogene Kosten, die zum Zeitpunkt ¢ — 1 entstehen

Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 entspricht dies den Abschlusskosten, fiir t = 1,...,n
den Inkasso- und Verwaltungskosten.

o I, : Kapitalertrag aus Investitionen zwischen Zeitpunkten ¢t — 1 und ¢

Bezeichnen wir mit #; die erwartete Rendite von Investments von Zeitpunkt
t — 1 zu Zeitpunkt ¢ darstellt, so ergibt sich I; zu

I =i,V + P, — E), (3.2)

wobei ;_1V + P,— E; den Ertrag eines Versicherers zum Zeitpunkt t—1 darstellt,
der vom Versicherer investiert wird.

e EDB; : Erwartete Aufwéande fiir Todesfallleistungen zum Zeitpunkt ¢

Der erwartete Aufwand zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich als Produkt der Sterbe-
wahrscheinlichkeit und der Versicherungssumme, die wir mit S; bezeichnen
(zuztiglich Kosten fiir die Abwicklung der Auszahlung e;):

EDB; = pgitﬂ(st + e¢) (3.3)
e FEB,; : Erwartete Aufwénde fiir Erlebensfallleistungen zum Zeitpunkt ¢
Dieser Wert ergibt sich analog zum Aufwand fiir Todesfallleistungen zu
EDB, =p¥., 1(Si + &) (3.4)
e ESB; : Erwartete Aufwéande fiir Riickkdufe zum Zeitpunkt ¢

Dieser Wert ergibt sich als Produkt der Riickkaufswahrscheinlichkeit und des
Riickkaufswerts zum Zeitpunkt ¢, den wir als C'V; bezeichnen:

ESB, = p%, ,CV, (3.5)

e E,V : Erwartete Kosten fiir die Reservenbildung zum Zeitpunkt ¢

Die erwarteten Kosten ergeben sich aus der Wahrscheinlichkeit p, s 1, dass
eine Reserve zu bilden ist (d.h. dass der Vertrag zum Zeitpunkt ¢ noch in
Kraft ist) und der bendtigten Reserve zum Zeitpunkt ¢:

EtV = pgit_ltv (36)

Mit diesen Werten kann nun im nichsten Schritt des Profit Tests der Uberschuss
berechnet werden.



3.3 Profit Vector und Profit Signature

Die Berechnung des Uberschusses pro Periode (hier also der jihrliche Uberschuss)
erfolgt in zwei Schritten: Zunéchst wird fir jeden Zeitpunkt ¢ € {0,1,...,n} das
Surplus unter der Voraussetzung, dass der Vertrag zum vorherigen Zeitpunkt noch
in Kraft ist, berechnet. Diese Werte bilden den sogenannten ,,Profit Vector*. An-
schliefend werden die Eintrage dieses Vektors mit der Wahrscheinlichkeit multipli-
ziert, dass der Vertrag zum Zeitpunkt ¢ — 1 noch in Kraft ist. So erhélt man fiir
jeden Zeitpunkt ¢ den erwarteten Uberschuss fiir einen Vertrag unabhiingig davon,
ob der Vertrag zum vorherigen Zeitpunkt noch am Laufen ist - diese Werte bilden
die ,,Profit Signature®.

3.3.1 Berechnung des Profit Vectors

Die einzelnen Komponenten des Profit Vectors

PT’O
P?”l

Pr .= . , (3.7)
Pr,
ergeben sich wie folgt: .
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gibt es natiirlich noch keinen wirklichen Uberschuss, hier be-

schreibt Pry den Wert der Cash Flows vor Vertragsbeginn, also die Abschlusskosten
Ey und, falls notwendig, die Kosten oV fiir anfangliche Reserven. Es gilt also

PT’O = _EO - OV (38)
Fiir ¢t = 1,...,n ergibt sich der Uberschuss Pr, aus erwarteten neuen Ertriigen bzw.

alten Bestédnden abziiglich erwarteten Ausgaben (Leistungen und vertragsbezogene
Kosten):

Priy=yWV+PFP,—-FE+1,-EDB,— ESB, — FEB, — E,V. (3.9)

3.3.2 Profit Signature
Die Profit Signature,

, (3.10)

erhdlt man nun, wie bereits erwéahnt, durch Multiplikation mit den Wahrscheinlich-
keit, dass der Vertrag zum vorhergehenden Zeitpunkt noch in Kraft ist:

Fiir t = 0, den Zeitpunkt des Vertragsabschlusses, entspricht I/, der ersten Kompo-
nente Prq des Profit Vectors.



Firt=1,...,n gilt
Ht = t,lngPTt. (311)

Damit haben wir fiir jeden Beobachtungszeitpunkt den erwarteten Uberschuss be-
rechnet.

3.4 Gewinnkennzahlen

Im letzten Schritt kénnen nun mit den Resultaten fiir das Surplus eine Reihe von Ge-
winnkennzahlen berechnet werden, die Aussagen iiber die Rentabilitit des Produkts
liefern. Wir gehen in Folge auf einige Beispiele fiir solche Kennzahlen ein.

3.4.1 Nettobarwert

Eine der bekanntesten Kennzahlen ist der Nettobarwert (engl. ,,net present va-
lue*, kurv NPV). Zur Berechnung des NPVs werden die Uberschiisse pro Periode
mit einem zugehorigen Diskontierungsfaktor multipliziert und aufsummiert. Der Ab-
zinsungsfaktor bezeichnet man dabei als ,hurdle rate, den zugehdrige Zinssatz
nennt man Risiko-Diskontsatz (engl. ,risk discount rate”, daher kurz RDR). Die-
ser reprasentiert die Mindestanforderungen an die Kapitalrendite, die meist von den
Shareholdern festgelegt wird.

Geht man dabei von einem konstanten Zinssatz iiber die Laufzeit des Vertrags aus,
so ergibt sich der Nettobarwert des Vertrags zu

NPV = I}, (3.12)

k=0

wobei v, die hurdle rate bezeichnet. Ist dieser Wert positiv, so erzielt man einen
Gewinn, dessen Nettowert ungefdhr im Bereich des NPV liegen wird - empfindet
der Versicherer den Gewinn als hinreichend, so wird er das Produkt als rentabel
betrachten.

Man kann den Nettobarwert natiirlich analog auch fiir ¢ < n berechnen:
t
NPV(t) = ) " I} (3.13)
k=0

Dieser Wert ist normalerweise kurz nach Beginn der Laufzeit aufgrund der Abschlus-
skosten negativ.

3.4.2 Internal Rate of Return

Der interne Zinsfufl (engl. ,internal rate of return “, kurz IRR) hingt eng
mit dem Nettobarwert zusammen. Dies ist jener Zinssatz i, fiir dessen zugehorigen
Diskontierungsfaktor

(3.14)



gilt
> Ik =o0. (3.15)
k=0

Dies ist also jener Zins, unter dessen Verwendung sich bei Berechnung des Netto-
barwerts ein Wert von Null ergibt.

Ist der IRR grofer als der RDR und damit v, > v;, so erziehlt man einen Gewinn,
denn damit gilt

NPV =Y "I} > > Il =0, (3.16)
k=0 k=0

der Nettobarwert des Uberschusses ist also positiv.
Die Gleichung (2.15) lésst sich jedoch manchmal nicht oder nicht eindeutig l6sen.
Man kann aber anhand des Nettobarwerts Aussagen iiber den IRR treffen: ist der
NPV positiv und gilt fir die Barwerte { NPV (t),t = 0, ...,n}, dass sich das Vorzei-
chen nur einmal wechselt, so gibt es eine eindeutig reellwertige Losung. Der interne
Zinsfufs ist dann grofer als der Risiko-Diskontsatz.

Ist der Nettobarwert allerdings negativ, so muss der IRR, falls er existiert, kleiner
sein als der RDR.

3.4.3 Amorationsdauer

Die Amorationsdauer (engl. ,,discounted payback period“, kurz DPP), auch
als Break-Even Periode bekannt, ist der erste Zeitpunkt, zu dem der Nettobarwert

nichtnegativ ist:
DPP :=min{t: NPV (t) > 0} (3.17)

Die DPP gibt dem Versicherer also Auskunft dariiber, ab welchem Zeitpunkt er
Gewinn macht.

3.4.4 Net Profit Margin

Die Net Profit Margin, kurz NPM oder auf Deutsch Netto-Gewinnspanne, be-
schreibt den Anteil des Nettobarwerts des Uberschusses am erwarteten Nettobarwert
der Pramien, diskontiert mit dem Risiko-Diskontsatz (RDR).

Fiir einen Vertrag mit Laufzeit n und Pramie P ergibt sich die Gewinnspanne als

NPV
NPM =100 % ————%. (3.18)

1

00, k
P E tDy Uy
k=0

Je grofer dieser Wert ist, desto rentabler ist das Produkt.



3.9

Beispiel

Das folgende Beispiel wurde aus der Hauptquelle ibernommen.

Wir betrachten eine Ablebensversicherung mit einer Laufzeit von n = 10 Jahren.
Wir fiithren jahrliche Berechnungen durch, dass heift wir berechnen die einzelnen
Uberschiisse zu den Zeitpunkten t € {0,1,2,...,n}. Der Versicherte z sei zum Zeit-
punkt des Vertragsabschlusses (t = 0) 60 Jahre alt. Wir verwenden die folgende
Testbasis:

Die Versicherungssumme S, die am Ende des Todesjahres ausgezahlt wird, sei

100.000€.
Es werden jahrlich Pramien in der Hohe P = 1.500 € gezahlt.
Die Sterbewahrscheinlichkeit zwischen Zeitpunkt ¢ und ¢ + 1 sei

pot., =0,014+0,001¢, t=0,..,9. (3.19)

Wir schliefsen Riickkédufe aus, es gilt also
Pog: =0, t=0,..,9. (3.20)
und damit fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

pY,, = 1—(0,01+0,001t) = 0,99 — 0,001¢, ¢ =0,...,9. (3.21)

Die Abschlusskosten seien 400€ sowie 20% der ersten Pramie, d.h.

Ey = 400 4 0,2P = 700 (3.22)

Die Verwaltungskosten e; seien 3,5% der Pramie, d.h.

e; = 0,035P = 52, 50. (3.23)

Der jéhrliche Zinnssatz fiir Verzinsung der Vermogenswerte des Versicherers
sei 5, 5%, es gilt also

I, =0,055%(V+P—FE) t=12..,10 (3.24)

Da eine Leistung nur im Todesfall ausbezahlt wird gibt es keine Erlebensfallleistun-
gen; es gilt also fiir t =1, ..., 10:

EEB; = 0. (3.25)

Wir gehen zusétzlich davon aus, dass es keine Riickkdufe gibt, also gilt auch

EDB, =0 (3.26)
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fiir t = 1, ..., 10.

Fiir EDB; ergibt sich:

EDB, = p%,,8 = (0,01 +0,001(t — 1))100.000, ¢=1,...,10. (3.27)

Wir nehmen an, dass fiir die Pramienberechnung ein Zinssatz von 4% und die Mor-
talitatsrate
deo+: = 0,011 + 0,001¢,

t=0,..,9 (3.28)

verwendet wurden. Wie bereits erwahnt muss diese Mortalitatsrate nicht mit der
Sterblichkeitswahrscheinlichkeit aus der Testbasis iibereinstimmen.

Die Reserven erhilt man durch Anwendung des Aquivalenzprinzips. Die Kosten fiir

die Reservenbildung E;V ergeben sich dann zu

EV =(1- pgg+t—1) * Vo= p28+t—1 * ¢V,

wobei wir pJy_; (fiir ¢ = 0) auf 0 setzen.

Die einzelnen Berechnung werden hier nicht angefiihrt, da diese nun nur noch durch

t=0,...

einsetzen erfolgen. Insgesamt ergeben sich folgende Werte:

Damit lassen sich nun die Eintrédge des Profit Vectors und der Profit Signature

berechnen:

, 10,

t -1V P, E, I EDDB, BV

0 - - 700,00 - - 0,00

1 0,00 1.500 | 52,50 | 79,61 | 1.000 | 405,95
2 | 410,05 | 1.500 | 52,50 | 102,17 | 1.100 | 732,73
3 | 740,88 | 1.500 | 52,50 | 120,36 | 1.200 | 977,04
4 | 988,90 | 1.500 | 52,50 | 134,00 | 1.300 | 1.135,15
5 | 1.150,10 | 1.500 | 52,50 | 142,87 | 1.400 | 1.202,86
6 | 1.219,94 | 1.500 | 52,50 | 146,71 | 1.500 | 1.175,47
7 | 1.193,37 | 1.500 | 52,50 | 145,25 | 1.600 | 1.047,70
8 | 1.064,74 | 1.500 | 52,50 | 138,17 | 1.700 | 813,69
9 | 827,76 | 1.500 | 52,50 | 125,14 | 1.800 | 466,89
10 | 475,45 | 1.500 | 52,50 | 105,76 | 1.900 0,00
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t| Pr II, t | Pr I
0| -700 | -700
1| 121,16 | 121,16
2 | 126,99 | 125,72 136,72 | 124,75
3| 131,70 | 128,95 133,52 | 119,76
4 (135,26 | 130,84 || 10 | 128,71 | 113,37
5| 137,61 | 131,39

138,68 | 130,56
138,41 | 128,35

© oo N O

Nun kommen wir zur Berechnung der Kennzahlen fiir die Rentabilitat. Gehen wir
von einer risk discount rate (RDR) von 10% aus, so ergeben sich fiir ¢ = 0, ..., 10 die
folgenden Barwerte:

t | NPV(#) | t | NPV(2)
0| -700,00 || 6 | -144,43
1| -589,85 || 7 | -78,56
2| 48595 || 8 | -20,37
3 -389,07 | 9 | 3042
4 -299,70 || 10 | 74,13
5| -218,12

Damit ist also der Nettobarwert am Ende der Laufzeit positiv - der Versicherer
macht Gewinn. Zuséatzlich wissen wir nun, dass es flir den internen Zinsfufs eine
eindeutige Losung gibt, die grofer als 10% ist. Der IRR kann nun manuell oder
mithilfe mathematischer Software berechnet werden; man erhélt einen Zinssatz von
12,4%.

Aus der obigen Tabelle ldsst sich auch die Amorationsdauer (DPP) direkt ablesen:
Ab dem Zeitpunkt ¢ = 9 ist der Nettobarwert positiv, also profitiert der Versicherer
ab diesem Zeitpunkt, es gilt DPP = 9. Die Netto-Gewinnspanne ist

74,13

9 1 k
1.500 ) p ( )
k=0 1+0,1

NPM =100 x

% =0,77%. (3.30)

3.6 Festlegung von Reserven anhand von Profit Tests

Das Halten von Kapital bringt sowohl einen Steueraufwand als auch Transaktions-
gebtihren mit sich und kann damit die Profitabilitdt eines Versicherers (negativ)
beeinflussen. Daher wollen Versicherer ihre Eigenkapitalausstattung meist auf das
Notige reduzieren.
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Hier kann das Profit Testing verwendet werden, um die geringsten notigen Reserve
zu berechnen, die jahrlich beno6tigt wird, um Defizite zu vermeiden.

Eine Moglichkeit ist dabei die sogenante ,,Zeroization of Reserves ¢ (Nullstel-
lung der Reserven); die dabei bestimmten Reserven bezeichnet man als ,zeroized
reserves”.

Dabei wird die Reserve V2, die zum Zeitpunkt ¢ = 0, ...,n bendtigt wird, rekursiv
berechnet: Man geht davon aus, dass zum Zeitpunkt n keine Reserve mehr benotigt
wird, da in Zukunft keine Leistungen mehr erfoglen. Fiir ¢ = 0,...,n — 1 ergibt sich
die Reserve dann rekursiv als

t_1VZ = ma,x{(EDBt + ESBt + EEBt + EtVZ)/<1 + /L) — (Pt — Et); 0} (331)

Die Formel lasst sich wie folgt herleiten:
EDB,+ ESB,+ FEDB; (3.32)

beschreibt den Betrag, der bendtigt wird, um fiir Leistungen fiir erwartete Versiche-
rungsfille zum Zeipunkt ¢ aufzukommen. Hinzu kommen noch die Kosten E,V# fiir
die Reservenbildung; anschlieffend wird aufgezinst.

P, — E; ist der Betrag, den der Versicherer zum Zeitpunkt ¢ — 1 erhélt (Préamien
abziiglich vertragsbezogener Kosten).

3.7 Versicherungsprodukte, die mehrere Zustande
beriicksichtigen

Fiir den Fall, dass es in einem Vertrag mehrere mogliche Zustinde gibt, muss der

Prozess des Profit Testings etwas angepasst werden.

Dazu sei ({2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, S ein Zustandsraum mit endlich
vielen Elementen. (X;);>¢ sel ein stochastischer Prozess, der den Zustand eines Ver-
sicherten beschreibt, wobei Xy den Zustand bei Vertragsbeginn beschreibt.

Die Barwerte ;V?, s € S hingen nun von den jeweiligen Zusténden ab.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Versicherter zum Zeitpunkt ¢t — 1,
t=1,...,n,im Zustand s € S befindet bezeichnen wir mit

t,1p28 =P [thl = S’XO = O] . (333)
Wir berechnen nun den Profit Vector Pr} fiir jeden Zustand s € S separat. Bei
Versicherungsbeginn ist der Versicherungsnehmer zunichst immer im aktiven bzw.

lebenden (je nach Zustandsraum) Zustand, daher beginnt fiir die anderen Zusténde
die Berechnung erst bei t = 2.

In der Profit Signature werden diese Ergebnisse anschlieffend vereint:

I =Y i ap) Pri. (3.34)

seS
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Kapitel 4

Stochastisches Profit Testing

Dieses Kapital beschéftigt sich mit der stochastischen Variante des Profit Testings.
Manche Versicherungsprodukte enthalten Risiken wie beispielsweise Investmentrisi-
ken, die nicht als deterministisch angesehen werden kénnen. Die Ungewissheit der zu-
kiinftigen Entwicklungen solcher Faktoren muss angemessen beriicksichtigt werden.
Dies gilt besonders fiir Produkte die Risiken beinhalten, bei denen ein Ausgleich im
Kollektiv nicht moglich ist. Solche Risiken nennt man auch nicht-diversifzierbar.

4.1 (Nicht-)Diversifizierbare Risiken

Zunachst werden wir kurz darauf eingehen, wann ein Risiko als diversifizierbar an-
gesehen werden kann. Einigen Lesern wird der folgende Abschnitt bereits bekannt
vorkommen: das Thema wird im Rahmen der Vorlesung Personenversicherungsma-
thematik im Zusammenhang mit dem stochastischen Zins bereits behandelt; wir
mochten es uns aber im Rahmen dieser Arbeit und des Profit Testings nocheinmal
in Erinnerung holen.

Wir betrachten ein Portfolio bestehend aus N Lebensversicherungspolizzen und Zu-
fallsvariablen X;,7 = 1,..., N, die fiir die Polizze relevante Zustdnde beschreiben
(beispielsweise konnte jede Zufallsvariable ein Indikator sein, der angibt, ob der Ver-
sicherungsnehmer noch am Leben ist).

Unter der Annahme, dass diese Zufallsvariablen identisch verteilt sind mit Erwar-
tungswert p und Standardabweichung o, ergibt sich fiir den Erwartungswerts des
Mittelwert der Zufallsvariablen X := SN X

E[X] = u. (4.1)
Sei fiir i # j,i,5 = 1,..., N p der Korrelationskoeffizient
. CO’U(XZ', X])

5 = Cov(X;, X;) = po? (4.2)
o

p

der Aufgrund der identischen Verteilung der Zufallsvariablen fiir zwei Paare je gleich
ist. Dann ergibt sich mit

\Y%

ZX,] =Y VIX]+ ) Cov(X; X;) (4.3)

i j=L,i#j
zunéchst

\Y%

i XZ-] = No* + N(N — 1)po? (4.4)
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und daher

po-. (4.5)

Gehen wir davon aus, dass die Zufallsvariablen auch unabhéngig sind, so ist p = 0
und damit

VI[X] == (4.6)

Der zentrale Grenzwertsatz besagt nun, dass die Verteilung von X fiir groke N
ungefahr einer Normalverteilung mit den obigen Werten fiir Erwartungswert und
Varianz entspricht, und damit ist

(4.7)

ungefihr standardnormalverteilt. Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass X mindestens um
einen Wert £ > 0 von p abweicht ergibt sich aufgrund der Gleichheit

k\/ﬁ)

o

P(IX —pul>k) =P <\Z\ > (4.8)

insgesamt

Jlim P <|Z| > £> = lim 20 <—k\/ﬁ> = 0. (4.9)

N—oo g

Wir kénnen also das Risiko bezogen auf den Mittelwert reduzieren. Dies funktioniert
aber nur, wenn die Zufallsvariablen tatséchlich unabhéngig sind, da sonst Gleichung
(2.18) nicht mehr gilt:

o N-1
V[X] = 5+ o’ (4.10)

(X - “ \/N (4.11)

N \/ o2+ 1)po?

=

und damit

. kvVN B
lim P <|Z| > Nz 1)pa2> = (4.12)

= lim 20 (— EVN ) = (4.13)

N—o0 Vo2 + (N —1)po?

= 2 (—Oiﬁ) . (4.14)

15



Insgesamt kann man ein Risiko innerhalb eines Portfolios gemesssen an Zufallsva-
riablen X also als diversifizierbar betrachten, wenn gilt

N )
limy o, V=X (4.15)
—=  limy, V[X] =0, (4.16)

also wenn das Risiko im Bezug auf seine Erwartung eliminiert werden kann, indem
man die Anzahl der Polizzen erhoht.

4.2 Vorgehensweise bei stochastischen Profit Tests

Es stellt sich die Frage, wie bei Versicherungsprodukten mit nicht-diversifizierbaren
Risiken, bei denen ein deterministischer Profit Test zu verfalschten Ergebnissen fiih-
ren konnte, die Unsicherheit angemessen berticksichtigt werden kann.

Eine Moglichkeit ist, ein Reihe moglicher Werte fiir die unbekannte Grofe bzw.
unbekannten Groéfsen zu erzeugen und anschliefsend mit jedem der Werte einen ein-
zelnen deterministischen Profit Test durchzufiihren. So erhélt man eine Stichprobe
moglicher Ausginge des Vertrags, mit deren Hilfe die Wahrscheinlichkeitsverteilung
einzelner Mafe fiir den Gewinn bestimmt werden kann.

Die Werte konnen dabei beispielsweise mithilfe einer Monte Carlo Simulation
erzeugt werden.

Insgesamt basiert der stochastische Profit Test also grundsétzlich auf einer Reihe
von deterministischen Profit Tests, die fiir eine Reihe erzeugter Zufallszahlen durch-
gefiihrt werden.

Ein gutes Beispiel einer Form von Lebensversicherung, bei der ein stochastischer
Profit Test durchgefiihrt werden miisste, ist die fondsgebundene Lebensversi-
cherung. Hier kann das Investmentrisiko nicht als deterministisch angesehen wer-
den; man simuliert also mogliche Ausgénge. Haufig wird dabei angenommen, dass
die Portfoliorenditen unabhéngig lognormalverteilt sind. In diesem Fall kann man
zunéchst Zahlen fiir die Normalverteilung simulieren und anschliefsend potenzieren.
Die simulierten Werte ersetzten die Annahme von konstanten Renditen im determi-
nistischen Fall.
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Kapitel 5

Stochastische Reservierung

Wir betrachten nun zuletzt die Reservenbildung fiir Lebensversicherungsprodukte,
bei denen ein nicht-diversifizierbares Risiko eine grofse Rolle spielt.

Die iibliche Ermittlung des Versicherungswert als erwarteter Wert zukiinftiger Lei-
stungen ist fiir diese Produkte nicht angemessen. Daher ist es notwendig fiir die
Berechnung der bendtigten Reserven fiir einen solchen Versicherungsvertrag eine
Methodik zu verwenden, die alle Aspekte ausreichend beriicksichtigt: ein sogenann-
tes Risikomafs.

5.1 Definiton: Risikomale

Fir die Definition eines Risikomalies betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F,P).

Weiters sei £! der Raum aller Zufallsvariablen X : 2 — R, fiir die E [X] < oo gilt.

X € L' sei eine Zufallsvariable die eine Finanzposition darstellt. Fiir w € {2 be-
schreibt also X (w) den Nettobarwert einer Finanzposition am Ende einer Periode
(vorausgesetzt, dass das Ereignis w eintritt).

Wir nennen eine Funktion p : £'— > R monetires Risikomafl, wenn sie fiir
X,Y € £ folgende Bedingungen erfiillt:

1.) X <Y = p(X)>pY) (Monotonie)
2) p(X+m)=p(X)—m VmeR (Translationsinvarianz)

p(X) kann als das Kapital angesehen werden, dass zu X hinzugefiigt werden muss,
um keine Verluste zu machen.

Da p das Risiko von X quantifiziert, ergibt die Forderung der Monotonie Sinn, denn
hohere Werte einer Finanzposition werden mit einem geringeren Risiko verbunden.
Wir betrachten nun noch einige mogliche Eigenschaften von Risikomafsen:

e Verteilungsinvarianz:
Ein monetires Risikomal nennt man verteilungsinvariant, wenn fiir zwei
Zufallsvariablen X| Y mit gleicher Verteilung stets p(X) = p(Y') gilt.
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¢ Konvexitat:
Ein Risikomaf ist konvex, wenn fiir X,Y € L' und 0 < \ < 1 gilt

PAX + (1 =N)Y) < Ap(X) + (1 =X)p(Y). (5.3)

Es ist anzumerken, dass Konvexitét des Risikomafses gewéhrleistet, das Diver-
sifikation das Risiko nicht erhoht - kann ein Investor zwischen zwei Anlagen
mit Auszahlungen X, Y wahlen, so kann er diversifizieren, indem er den Anteil
A in die Erste und den Rest in die Zweite investiert.

o Kohirente Risikomalfie:
Ein Risikomaf heifst kohédrent, wenn es konvex ist und zusétzlich fiir alle A > 0
gilt:
p(VX) = Ap(X) (5.4)

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir Risikomafse, die haufig zur Berechnung von
Reserven bei Produkten, die nicht-diversifizierbare Risiken beinhalten, herangezogen
werden.

5.2 Beispiele fiir Risikomafse

5.2.1 Value at Risk

Der Value at Risk (VaR), auch Quantil-Reserve genannt, mit Parameter o €
(0,1) stellt den Wert dar, den der Verlust mit einer Wahrscheinlichkeit von « nicht
iiberschreitet.

Dafiir sei X eine Finanzposition.

Wir erinnern uns: x heifft a-Quantil von X, wenn gilt:
PX <z)>aAPX <z)<a (5.5)
Die Menge aller a-Quantile von X ist ein Intervall mit Untergrenze
ax(a):=inf{r :P(X <z)>a}=sup{z : P(X <z) <a} (5.6)
und Obergrenze

bx(a) =inf{r :P(X <z)>a} =sup{z:P(X <z) <a}. (5.7)

Der Value at Risk wird dann definiert durch

VaRy(X) :=inf{m :P[X +m < 0] <a} =—bx(«a). (5.8)

Der Value at Risk ist ein verteilungsinvariantes, monetéres Risikomaf:
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e Monotonie:
Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y mit X <Y gilt P[X < z] > P[Y < z]. Sei
nun my = VaR,(Y). Es gilt klarerweise

PX+my<0<a V PX+my<0]>a«a (5.9)
Im Fall P[X 4+ my < 0] < «a gilt VaR,(X) = my, denn sonst wiirde gelten:
In<my PY4+m<0 <P[X+m<0]<aq, (5.10)

was ein Widerspruch zu VaR,(Y) = my wire.
Im Fall P[X 4+ my < 0] > « gilt mit mx := VaR,(X):

mx > my, (5.11)
denn sonst wiirde gelten:
PlY +mx < 0] <P[X +mx <0] <a, (5.12)
was wieder ein Widerspruch zu my = VaR,(Y') wére.

e Translationsinvarianz: sei a € R:

VaR (X +a)=inf{m P X +a+m<0] <a}= (5.13)
=inf{m—a:PX+a+m—-a<0]<a}= (5.14)
=infim—a:PX+m<0<a}= (5.15)
=VaR,(X) — a. (5.16)

e Verteilungsinvarianz:
Offensichtlich gilt fiir zwei Zufallsvariablen X,Y, die dieselbe Verteilung be-
sitzen VaR,(X) = VaR,(Y).

Der Value at Risk ist allerdings nicht immer konvex, d.h. er bestraft manchmal
Diversifikation. Ist der VaR jedoch konvex, so ist er auch kohérent, denn es gilt fiir
A > 0 (der Fall A = 0 ist trivial):

VaR,(AX) =inf{m :PAX+m <0 <a}= (5.17)
=imf{m :PAX+ I <0 <a}= (5.18)
= inf{\in : P[X +1 < 0] < a} = (5.19)
=dinf{m :P[X+m<0 <a}= (5.20)
— \VaR.(X). (5.21)

Fir a € (0,1/2] ist der VaR fir die Klasse der Normalverteilungen konvex, also
auch kohérent (dies sieht man durch einfaches Nachrechnen).

Aufserdem nimmt der Value at Risk nur reelle Werte an, da Quantile von Zufalls-
variablen stets endlich sind. Der Value at Risk beschreibt den Worst-Case fiir den
Verlust. Allerdings wird bei dieser Art der Reservenberechnung nicht beachtet was
passiert, falls dieser Fall tatsdchlich eintritt, d.h. die Verteilung des Verlustes ober-
halb des Quantils wird vernachlassigt. Hier helfen uns die néchsten Risikomafe.
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5.2.2 Conditional Value at Risk, Expected Shortfall und Ave-
rage Value at Risk

Der Conditional Value at Risk (CVaR) ist eine Weiterentwicklung des VaR. Er
entspricht dem durchschnittlichen Verlust im Fall einer Uberschreitung des Value at

Risk.
Dabei ist fiir X € £! und a € (0,1) der CVaR von X zum Level o definiert als

CVaR,(X) = ém fuer {E[(X — 5)7] — sa}. (5.22)

Die Expected Shortfall (ES) zum Niveau a € (0,1) fiir eine Finanzposition

X € L' wird definiert als
1
ESu(X) =~ (B[X Ty — gla—B[X <)), (5.23)

wobei ¢ ein a Quantil von X ist.
(Anmerkung: 1x -, bezeichnet wie gewohnt die Indikatorfunktion.)

Hat X eine stetige Verteilungsfunktion Fly, so gilt wegen P[X < ¢| = «:

ESu(X) = = (B [X1xoy]) = —E [X|X < q]. (5.24)

(0%

Der Definitionen des Expected Shortfall und des Conditional Value at Risk sind
aquivalent. Um das zu erkennen betrachtet man:

CVaR,(X) = ézn fuer {E[(X — )] —sa} = é]E (X - ]—q (525

wobei ¢ ein a-Quantil von X ist. Die Aquivalenz ergibt sich nun durch einfache
Umformungen.

Eine weitere dquivalente Definition bietet der Average Value at Risk, der fiir ein
Niveau « € (0,1] und eine Finanzposition X € £! definiert ist als

1 «
AVaR,(X) = —/ VaR\(X)dA (5.26)
@ Jo
Die Monotonie, die Translationsinvarianz sowie die Verteilungsinvarianz des AVaR
(und somit auch des CVaR und des ES) folgen direkt aus den jeweiligen Eigen-
schaften des VaR. Der Average Value at Risk hat zudem den Vorteil, dass er ein

kohérentes Risikomaf ist.

Der AVaR, der ES sowie der CVaR geben als Auskunft dariiber, was passiert, wenn
der Value at Risk iiberschritten wird. Somit bieten diese Risikomafse eine gute Er-
ganzung zum Value at Risk.

Die obigen Risikomafse werden hiufig zur Bestimmung angemessener Reserven fiir
Lebensversicherungsprodukte mit nicht-diversifizierbaren Risiken herangezogen.
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