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1 Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Bepreisung von Derivaten und insbesondere
Optionen nach der Formel von Black-Scholes.

Bereits im Jahre 1900 hat Louis Bachelier in seiner Dissertation versucht, Options-
preisformeln zu entwickeln und war dabei sogar erfolgreich. Was sein damaliges Preis-
modell jedoch von modernen Modellen unterscheidet, ist, dass er Preisprozesse von
Finanzinstrumenten in der Form S(t) = ¢+ o - B(t) mit der Brown’schen Bewegung
B(t) modelliert hat. Das hat den Nachteil, dass ein Objekt dieses Modells negative
Preise annehmen kann. Vermutlich unabhéngig von den Erkenntnissen von Louis Ba-
chelier begannen fast 70 Jahre spéter Fisher Black und Myron Scholes sich intensiv
mit der Bepreisung von Optionen zu beschéftigen. Wichtigen Input erhielten sie da-
bei auch von Robert Merton. Es gelang ihnen dadurch, eine Differentialgleichung fiir
die faire Preisformel von Call-Optionen zu entwickeln, jedoch waren sie noch nicht
in der Lage, auch die eindeutige Losung dieser zu finden. SchliefSlich gelang es ihnen,
durch intensive Beschéftigung mit ihrem Modell eine Preisformel herzuleiten, die ih-
re Differentialgleichung erfiillte. Nach weiteren Verbesserungen durch Vorschlége von
Robert Merton verdffentlichten Black und Scholes ihre Arbeit 1973 unter dem Ti-
tel ,, The Pricing of Options and Corporate Liabilities“, wobei sie vorerst zweimalig
abgelehnt worden war. Fiir ihren revolutionéren Beitrag im Finanzbereich erhielten
Scholes und Merton 1997 den Wirtschafts-Nobelpreis. Fisher Black konnte diesen
nicht entgegennehmen, da er 2 Jahre zuvor gestorben war. [1, S.426 ff.]

Ziel dieser Arbeit ist es, das Wiener’'sche Aktienkursmodell und die Black-Scholes
Formel fiir die Bepreisung von européischen Derivaten vorzustellen, auf Optionen
anzuwenden und die dabei erhaltenen Ergebnisse zu untersuchen. Dies erfolgt in
mehreren Schritten.

In Kapitel 2 werden einige grundlegende Begriffe und Definitionen vorgestellt, die
in den darauffolgenden Kapiteln haufig benotigt werden.

In Kapitel 3 dieser Arbeit wird das Wiener’sche Aktienkursmodell hergeleitet. Dieses
wird als Basis der Black-Scholes Formel benotigt.

In Kapitel 4 wird die Klassische Black-Scholes Formel fiir Underlyings im Wiener
Modell postuliert und diskutiert. Anschliefend wird diese angewandt, um die fairen
Preisformeln fiir Call- und Put-Optionen zu bestimmen, welche daraufthin ausfiihrlich
analysiert werden.

In Kapitel 5 werden abschliefend die Greeks von Derivaten vorgestellt, die wichtigs-



1 FEinleitung

ten definiert und diese zusammenfassend fiir Call- und Put-Optionen angegeben.
Dabei orientiert sich diese Arbeit hauptséchlich an ausgewéhlten Unterkapiteln des
Kapitels 4 des Werkes Quantitative Finanace: Strategien Investments Analysen von
Gerhard Larcher, verdffentlicht im Jahr 2020.



2 Begrifflichkeiten und allgemeine
Grundlagen

Zu Beginn dieser Arbeit, wollen wir in diesem Kapitel einige grundlegende Begriffe
einfithren, die im Laufe der Arbeit beno6tigt werden. Dabei stammen alle Begriffsde-
finitionen aus den Unterkapiteln 2.1 und 2.2 der Hauptquelle [1].

2.1 Derivate und Optionen

Ein Derivat oder eine derivative Handelsstrategie ist ein Finanzprodukt, das sich
auf ein anderes Finanzprodukt bezieht. Dabei kann ein Derivat auf unterschiedlichen
Finanzprodukten basieren.

Das Finanzinstrument, auf welches sich das Derivat bezieht, wird als das Underly-
ing bezeichnet.

Eine wichtige Art von Derivaten, mit denen wir uns in dieser Arbeit ausfiihrlich
beschéftigen werden, sind Call-Optionen und Put-Optionen. Diese besitzen je-
weils einen Strike K, eine Filligkeit 7" und ein Underlying S. Ein Kéaufer einer
Call-Option kauft sich das Recht, das Underlying S zu dem Zeitpunkt T zu dem Preis
K zu kaufen. Ein Kéufer einer Put-Option kauft sich das Recht, das Underlying S
zu dem Zeitpunkt T" zu dem Preis K zu verkaufen.

2.2 Finanzmarktstatistische Begriffe

Definition 1 (stetige Rendite). Wir betrachten die Kursfolge einer Aktie
Ap, A1, ..., Ay auf einem Zeitintervall [0, T], wobei die zeitlichen Abstinde zwischen
den Kurserhebungen jeweils eine Léinge dt haben. Dann nennt man

@ = 1In Aip
7. Az

die stetige Rendite zwischen den Zeitpunkten i und ¢ + 1.

Definition 2 (Trend und Volatilitit). Seien ay, . ..,ay—1 die stetigen Renditen eines
Aktienkurses Ao, A1, ..., Ay auf dem Zeitintervall [0, T]. Dann bezeichnen wir:
;1 N-1 .
ILLA T N . 1
=0
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und

1 N-1

oy = N Z(ai — Wy)

i=0
als (historischen) Trend und (historische) Volatilitit der Aktie A pro Zeiteinheit.

Falls die Kurserhebung des Aktienkurses Ag, Ay,..., Ay iiber Zeitintervalle dqui-
distanter Lange von dt Jahren geschieht, lassen sich normierte Versionen von Trend
und Volatilitat bilden.

Definition 3 (Trend und Volatilitdt per anno). Seien p/y und o'y der Trend und die
Volatilitat eines Aktienkurses Ag, A, ..., Ax, welcher iiber dquidistante Zeitintervalle
dt erhoben wurde. Dann bezeichnen wir:

1 /
Ha = ENA
und
r
Op = —0
Nz

als den Trend und die Volatilitit der Aktie A per anno.



3 Das Wiener'sche Aktienkursmodell

In diesem Kapitel werden wir im ersten Teil das Wiener’sche Aktienkursmodell her-
leiten und im zweiten Teil einen alternativen Zugang zu diesem Modell erldutern.
Inhaltlich folgt dieses Kapitels den Unterkapiteln 4.5 und 4.17 der Hauptquelle [1].

3.1 Das Wiener’'sche Aktienkursmodell

Ziel dieses Kapitels ist es, ein Aktienkursmodell aufzustellen, das anndhernd den
typischen Verlauf eines Aktienkurses simuliert. Um das zu erreichen, basieren wir es
auf Annahmen, die sich durch empirische Beobachtung als ,,annéhernd zutreffend “
bestétigen lassen:

e Die stetigen Renditen a; von Aktienkursen sind beziiglich konstanten Zeitperi-
oden dt normalverteilt mit a; ~ N(1/,0”), wobei p/ und o dem Trend und der
Volatilitdt des betrachteten Aktienkurses entsprechen.

e Die stetigen Renditen a; von Aktienkursen sind jeweils in allen zwei disjunkten
Zeitintervallen unabhéngig voneinander.

In folgenden Ausfithrungen sollen sich alle Zeitangaben auf Jahre beziehen. Wir
wéhlen jetzt [0, T als Zeitintervall mit beliebigem zukiinftigen 7" und N dquidistanten
Teilungspunkten i - dt, mit ¢ € {0,1,..., N} und T' = N - dt. Dementsprechend be-
zeichnen wir fiir beliebige ¢ € [0,7] den betrachteten Aktienkurs im Zeitpunkt ¢ als
S(t). Die stetige Rendite zwischen den Zeitpunkten i-dt und (i+1)-dt bezeichnen wir
mit a;. Nun gilt per Definition der stetigen Rendite, dass S((i+1)-dt) = S(i-dt)-e®.
Folglich gilt:

S((i+1)-dt) = S(i-dt) - e = S((i — 1) - dt) - %1% = ... =
— S(O) . etotaittai—i1+a;

Jetzt betrachten wir N unabhéngige standard-normalverteilte Zufallsvariablen
wo, - .., wn_1. Aufgrund dessen, dass die stetigen Renditen a; normalverteilt sind,
existieren die Zerlegungen: a; = p' 4+ o’ - w;. Mit der obrigen Gleichheit ergibt sich so:

S((i+1) - dt) = S(0) - et #+o" (wotwrttwiitew)
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Fiir die Wahl i +1= N, also (¢ + 1) - dt = N - dt =T folgt somit:

S(T) = S(O) N o (wotwit w2 twn 1)

Die Zufallsvariable w' := w; +wy + - - - +wy_o +wy_1 ist als Summe N unabhéingiger
N(0,1) Zufallsvariablen wieder normalverteilt mit w’ ~ N (0, N). Definieren wir nun
wals w'- ﬁ, so erhalten wir schliefllich wieder eine N (0, 1) verteilte Zufallsvariable.
Also konnen wir unsere Formel umschreiben zu:

S(T) = S(0) - N+ VNw,

Zu guter Letzt ersetzen wir noch den Trend g/ und die Volatilitdt ¢’ mit dem Trend
per anno und der Volatilitdt per anno. Durch Einsetzen der aus Definition 3 und

N - dt =T folgenden Beziehungen N -/ =T - 1 und VN - ¢ = /T - o erhalten wir
das Wiener’sche Aktienkursmodell:

Definition 4 (Wiener’sches Aktienkursmodell). [1, S. 354]
Fine Aktie (oder ein beliebiges Finanzinstrument) entwickelt sich genau dann nach

dem Wiener’schen Aktienkursmodell, wenn fir zwei beliebige Zeitpunkte O und T' fiir
die Aktienkurse S(0) und S(T') zu den Zeitpunkten 0 und T gilt:

S(T) = S(0) - eT#tVTow (3.1)

Hierbei bezeichnen i den Trend der Aktie per anno und o die Volatilitit der Aktie per
anno im Zeitbereich [0,T] und w bezeichnet eine N (0, 1) -verteilte Zufallsvariable.

Fiir beliebige Zeitintervalle [T7, T] sieht (3.1) dhnlich aus:

S(Ty) = S(T7) - e Te T stVTe=Trow

3.2 Die geometrische Brown’sche Bewegung

Anschlieflend wollen wir noch eine alternative Darstellung des Wiener’schen Aktien-
kursmodelles vorstellen. Dafiir erinnern wir uns an folgende bekannte Definition:
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Definition 5 (Wiener Prozess). [2, S. 148-156]
Wir bezeichnen einen stochastischen Prozess {B(t),t > 0} als Wiener Prozess genau
dann, wenn gilt:

I. B(0) =0 fast sicher.
II. Die Pfade t — B(t) sind fast sicher stetig.

III. B(t) hat stationdre und unabhingige Inkremente B(t)-B(s), 0 < s < t. Da-
bei heiffen die Inkremente stationdr, wenn alle B(t + h) — B(s + h) dieselbe
Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzen, fir h € R, sodasst + h und s+ h > 0.

IV. Die Inkremente B(t) — B(s) sind fir alle 0 < s < t normalverteilt mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz t—s.

Weiters betrachten wir das oben beschriebene Wiener’sche Akteinkurmodell fiir be-
liebige Zeitintervalle [T7, Ty]. Mit der Wahl [T}, Ts] = [i - dt, (i + 1) - dt] folgt wegen
T2 — T1 = dt:

S((i+1)-dt) = S(i-dt) - eMrtVirow

Durch die Definition w; := v/dt - w erhalten wir die Gleichung
S((i+ 1) - dt) = S(i - dt) - ePrtow
mit w; ~ N(0,dt). Also fiir beliebige n :
S(n - dt) = 5(0) - ¢mdtntowotwrttwn1)

Wobei die Zufallsvariablen w; voneinander unabhingig und N (0, dt)—verteilt sind.
Jetzt betrachten wir wieder ein Zeitintervall [0, 7], mit N infinitesimal kleinen Tei-
len der Léange dt. Es existieren fiir eine Aktie nach dem Wiener Modell wieder N
voneinander unabhéingige Zufallsvariablen wy ~ N(0, dt), sodass

S(t) = S(n - dt) = S(0) - ettt ntort-tin-y) _

— S(O) . elpto(wotwittwn—1)
fir alle t € [0,7) mit t = n - dt. Da mit wy + wy + -+ + wp—1 = B(n - dt) = B(t)
die Entwickung des Wiener Prozesses gegeben ist, erhalten wir unsere alternative
Darstellung sofort nach Einfithrung der folgenden Definitionen:

Definition 6 (Brown’sche Bewegung mit Drift und Varianz). [3, S. 612]
Sei {B(t),t > 0} ein Wiener Prozess. Dann nennt man X (t) eine Brown’sche Be-

wequng mit Drift Koeffizienten u und Varianz Parameter o, wenn

X(t)=0-B(t)+ pu-t.
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Definition 7 (geometrische Brown’sche Bewegung). [1, S. 46]
Sei {X(t),t > 0} eine Brown’sche Bewegung mit Drift Koeffizienten pu und Varianz
Parameter . Dann nennt man

S(t) = S(0) - ¥ = 5(0) - e7 POF
eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Startpunkt S(0).
Demnach ist also eine alternative Darstellung des Wiener Modells auf [0, 7] durch
S(t) = 5(0) - et B
gegeben als geometrische Brownsche Bewegung mit Wiener Prozess {B(t),t > 0}.

Die Folgende Abbildung fithrt vor, wie der modellierte Verlauf einer Aktie aussehen
kann, wenn man dies mit dem Wiener Modell (3.1) macht. Der DAX ist dabei ein Ak-
tienindex und stellt den Mittelwert der Entwicklung der 30 groBiten borsennotierten
deutschen Unternehmen dar [1, S. 65].

Abbildung 3.1: [1, S. 356] 20 simulierte Aktienkursfolgen mit den Parametern des
DAX neben dem Original in schwarz iiber 1 Jahr.



4 Die Black Scholes Formel im
Wiener Modell

Nun kommen wir zu dem wichtigsten Teil dieser Arbeit, der Black-Scholes Formel
im Wiener Modell. Hier wollen wir die klassische Black-Scholes Formel fiir den fairen
(arbitragefreien) Preis eines européischen Derivats beschreiben, anwenden und die
Ergebnisse untersuchen. Dabei orientiert sich der erste Abschnitt dieses Kapitels an
dem Unterkapitel 4.18, der zweite Abschnitt an dem Unterkapitel 4.19, der erste Teil
des dritten Abschnitts an den Unterkapiteln 4.24, 4.25, 4.26 und der zweite Teil des
dritten Abschnitts an dem Unterkapitel 4.30 der Hauptquelle [1].

Wir beginnen, indem wir die klassische Black-Scholes Formel fiir Derivate mit Un-
derlyings, die sich nach dem Wiener Modell entwickeln, angeben.

4.1 Die klassische Black-Scholes Formel

Satz 1 (Black-Scholes Formel). [1, S. 417]

Sei D ein europdisches Derivat mit Filligkeit T und Payoff-Funktion ® auf ein Un-
derlying mit Kurs S(t), der sich im Zeitbereich [0, T| nach einem Wiener Modell mit
Parametern p und o entwickelt. (Es wird vorausgesetzt, dass durch das Underlying
keine weiteren Zahlungen oder Kosten anfallen.) Dann gilt fir den fairen (arbitrage-

freien) Preis F(0) von D im Zeitpunkt 0:
F(0) = e E[@(S(T))]
wobei S die Entwicklung
S(T) = 5(0) - er = F)THovTw

mit einer standard-normalverteilten Zufallsvariablen w besitzt. ,E“ bezeichnet dabei
den Erwartungswert und r ist der risikolose Zinssatz im Zeitbereich [0,T].

Fiir den Beweis des Satzes wird an dieser Stelle auf die verwendete Literatur verwie-

sen, da er den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde (siehe [1, S. 421 ff.]).

Aus der Black-Scholes Formel ergibt sich eine Formel F'(¢) des fairen Preises fiir einen
beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0, T']. Wir ersetzen die Laufzeit 7" durch die Restzeit T —t,
wéhlen fiir r den risikolosen Zinssatz im Zeitintervall [t, T'] und erhalten:

10
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F(t) = e . B[®(3(T))] und 3(T) = S(t) - e = FHT-0+ovTtw,

Dabei ist es sinnvoll und korrekt, F' als Funktion F'(¢,s,o,r) mit Variablen ¢, s =
S(t),o und r zu betrachten. Da der Strike K und der Falligkeitszeitpunkt konstant
sind, werden wir sie nicht als weitere Variablen behandeln. Eine wichtige Eigenschaft,
auf die wir spéater zuriickkommen werden, ist die zweifache stetige Differenzierbarkeit
beziiglich jeder Variable innerhalb des Definitionsbereiches. Diese ist zumindest fiir
die meisten héufig vorkommenden Payoff-Funktionen ® gegeben.

Man sieht auch, dass der faire Preis des Derivats nicht vom Trend-Parameter pu
des Underlyings abhéngt. Grundsétzlich wirkt die Formel sehr verniinftig, da sie
den fairen Preis als den diskontierten erwarteten Payoff des Derivats angibt. Jedoch
berechnen wir den Erwartungswert in der Black-Scholes Formel nicht iiber das Wiener
Modell S(T) = S(0) - e#T+oVT« gondern iiber eine angepasste Version: S(T) =

S(0) - el - g)'TJ“"\/T'W. Das beruht auf der Tatsache, dass fiir einen arbitragefreien
Preis die Gleichung Ele~"7-S(T)] = S(0) beziiglich des risikoneutralen Mafes gelten
muss. Durch die Berechnung

1 o w2
Bl S(T)) = —=- e 5(0) / VT L ey =
1 T * _w—av? | Pr
= —— . ¢T.5(0) - e 5t ST g, =
vV 2T /—oo

=e™.5(0)- 6T(L;+“) : \/%/ e du =
)

(e 9]

= 5(0) - ¢ (7 +r)

folgt also, dass im Modell S(T') die Gleichung p = rf"; erfiillt sein muss. Hierbei
ergibt sich die zweite Gleichheit durch quadratisches Ergénzen und die dritte Gleich-
heit ist erfiillt, da die Verschiebung —o - v/T im Exponenten des ersten Integrals
den Wert des Integrals nicht beeinflusst und daher weggelassen werden kann. Nun
kann man sich fragen, was dies fiir den tatséchlichen Trend bedeutet. Mit tatsdchlich
meinen wir hier keinen individuell geschétzten, sondern einen, fiir alle Marktteilneh-
mer giiltigen Trend. Man koénnte zum Beispiel iiberlegen, ob dieses gréfler als rf";
seien konnte. Falls das zutrife, wiirde dann laut der allgemeinen durchschnittlichen

Meinung der Marktteilnehmer gelten:

11
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E [e*rT . S(T)} = F [efrT - 5(0) - 6uT+a\/Tw}
> E e 5(0) e(f—”f)ﬂam}

= 5(0).

Also, dass der erwartete diskontierte Wert des Underlyings den momentanen Wert
S(0) iibertreffen wird. Aufgrund des zu giinstigen Preises wiirde sich aufgrund ho-
her Nachfrage jedoch der Preis sofort wieder E[e™"7 - S(T)] annihern, also nicht
mehr bei S(0) liegen. Dies widerspricht also der freien Dynamik der Méirkte. Da-
mit ist gemeint, dass die Markte zumindest in der Theorie immer in Richtung des
Gleichgewichts streben. Analog lasst sich argumentieren, dasszder tatsdchliche durch-

schnittlich gemeinsame Trend g auch nicht kleiner als r — % sein kann, also gleich

r— 2 ist.

Also 2ist im Black-Scholes Modell der faire Preis eines Derivats gegeben durch den
diskontierten Erwartungswert des Payoffs der Aktie im Wiener Modell, mit dem all-
gemein durchschnittlich akzeptierten Trend p = r — % Es ist nur notwendig einen
Parameter zu schétzen, ndmlich die Volatilitdt o des Underlyings S.

Eine weitere Annahme, auf der die oben genannte Formel basiert, ist, dass die Vo-
latilitét wihrend des gesamten Zeitbereichs [0, 7] konstant bleibt. Die im Zeitpunkt
t = 0 geschitzte Volatilitdt wird also fiir das gesamte Zeitintervall herangezogen.

4.2 Der faire Preis von europdischen Call-Optionen
und europaischen Put-Optionen im Wiener Modell

Als konkrete Anwendung der im letzten Punkt beschriebenen Bepreisungsgleichung,
wollen wir uns mit den wohl einfachsten Optionen beschéftigen, den sogenannten
plain-vanilla Optionen. Die Rede ist von Put- und Call-Optionen. Wir beginnen mit
der Call-Option:

Der Payoff ®(x) ist hierbei gegeben durch ®(z) = max(z — K, 0), wobei K den Strike
der Option benennen soll. Wenn wir mit C(¢) den fairen Preis einer Call-Option im
Zeitbereich [0, T] bezeichnen, dann gilt nach Black-Scholes:

~ ~ 0_2
C(t) = =T . B[O(3(T))], mit S(T) = (1) - 1=% )00V,
Fiir den Erwartungswert gilt durch Einsetzen:

El@S(T)) = E[@ (s() .e<"f"*5>-<T*t>+v-x/ﬂw>} _

o2
=F [max (S(t) celr= T (It VT—te 0)} :

12
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Da w standard-normalverteilt ist mit Verteilungsfunktion N'(x) :=
ist dieser Erwartungswert gegeben durch:

1 [ 2 )
=5 / max (S(t) . e(T—7)~(T—t)+a~\/ﬁ'w,K, 0) e 7 dw.
T

—0o0

In 2 (22 ) (T—t)
Die zu Integrierende Funktion nimmt den Wert 0 an fiir w < L := —= s@ pey

Also reicht es aus, von L bis oo zu integrieren und wir konnen die Maximumsfunktion
weglassen:

_ 1 . 7%)-(T7t)+0" T—tw K) . ef%dw
vV 2 L .

Durch Ausmultiplizieren und Aufteilen der zu integrierenden Funktion erhalten wir:

- . S(1) . - T OtoTtwss g L / et

V2r JL (¥ s
Indem wir im Exponenten der ersten zu integrierenden Funktion quadratisch ergénzen
und ein paar Umformungen durchfithren, kommen wir zu

w—o- W)Q
= S(t)- e T . / - dwK—/
Q vV Var V2r
Der Term T f —= U\/Ti) dw stellt hier genau die Verteilungsfunktion einer

N(o-v/T —t,1)-Zufallsvariable an der Stelle —L dar und der Term \/TTT . f:OLO e_wa

die Standard-Normalverteilungsfunktion. Demnach erhalten wir:
Ct)y=5(t) N - VT —t-L) e " T . K.N(-L)

ns(t> r— =5 .
wobel —L = ! * 2)(T t ist.

e
Da zwischen Call- und Put- Optionen die sogenannte Put-Call-Paritdt besteht, er-
halten wir den fairen Preis fiir eine Put-Option im Wiener Modell recht einfach aus
dieser. Sie ist modellunabhéngig und besagt:

Satz 2 (Put-Call-Paritédt). [1, S. 226 F.]

Sei [0, T ein Zeitintervall und firt € [0,T], sei C(t) der Preis einer Call-Option mit
Underlying S (das so gehandelt werden kann, dass wihrend des Zeitintervall, [0, T
keine Zahlungen und keine Kosten durch das Underlying anfallen) mit Filligkeit T

13
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und Strike K, und P(t) der Preis einer Put-Option mit Underlying S, Fdlligkeit T
und Strike K. Dann gilt:

Ct)+ K -e™T=D = P(t) + S(¢)

Dabei bezeichnet S(t) den Kurs des Underlyings zur Zeit t und r ist der risikolose
Zinssatz im Zeitbereich [t, T

Wenn wir jetzt also eine Put-Option auf demselben Underlying S mit gleicher Félligkeit
T und gleichem Strike K betrachten, dann folgt durch Umformen und Einsetzen:

Pt)=Ct)+ K -e T _5(1)
Sty N VT —t-L) e "™ TV . K. N(—L) + K -e T _ 5(t)
St)- N VT =t =L) = 1) +e T K- (1-N(-L))
e T K N(L) = S(t)-N(L -0 -VT —1t)

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus 1 — N(z) = N (—x).

Wir fassen also zusammen:

Satz 3 (Black-Scholes-Preis von Call-Optionen und Put-Optionen). [1, S. 424 F.]
Wir betrachten Optionen auf einem Underlying S im Wiener Modell, mit Parametern
w und o im Zeitintervall [0, T]. Von diesem wird angenommen, dass es im gesam-
ten betrachteten Zeitbereich keine weiteren Kosten verursacht. Dann sind die fairen
Preise C(t), P(t) einer Call-Option, respektive einer Put-Option zur Zeit t € [0,T]
gegeben durch:

Ct)=S(t) -N(dy) —e ™D K. N(dy) (4.1)
und
Pt)=e TV K- N(—dy) — S(t) - N(—dy) (4.2)
In S (ry 2) (T—t) lanr(T*‘ﬁ)'(T*t)
mit dy = und dy = 2 , wobei N die Verteilungsfunk-

o/T—1 o/T—1
tion einer standard-normalverteilten Zufallsvamable bezeichnet.

4.3 Abhangigkeit der Call und Put Formeln von den
Variablen

Die Erkenntnisse des folgenden Kapitels spielen eine grofie Rolle fiir professionelle
Optionshéndler. In ihrem Téatigkeitsbereich ist es auflerordentlich wichtig ein gu-
tes Einschatzungsvermogen des zukiinftigen Verhaltens von Optionspreisen, bezie-
hungsweise von Optionsstrategiepreisen zu besitzen. Diese Fahigkeit lasst sich vor
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4 Die Black Scholes Formel im Wiener Modell

allem durch aktive Teilnahme am Optionsmarkt in Form von Handeln und Ana-
lysieren der realen Preisentwicklungen erwerben. Um auch einen Teil in Richtung
eines Verstdndnisses von Optionspreis-Entwicklungen zu leisten, wollen wir nun be-
trachten, wie sich Veranderungen der einzelnen Variablen auf die im letzten Kapitel
entwickelten Preisformeln auswirken. Dabei beginnen wir mit der fairen Preisformel
fiir Call-Optionen und gehen jeweils der Reihe nach die Einfliisse der Variablen ¢, o,
S und r durch.

4.3.1 Analyse des Black-Scholes Preises von Call-Optionen

In folgenden Ausfithrungen betrachten wir stets den fairen Call-preis nach Black-
Scholes in einer Variable z, wobei wir alle {ibrigen Variablen als konstant betrachten.
Also schreiben wir auch entsprechend C’(x) fir die partielle Ableitung von C' nach
x.

Entwickling des fairen Call-Preises im Laufe der Zeit t

Wenn man den fairen Call-Preis nach Black-Scholes mit festem S, o und positivem
festen r in Abhéngigkeit von t grafisch betrachtet, fillt schnell eine Gemeinsamkeit
auf.

Abbildung 4.1: [1, S. 448] Call-Preis in Abhéngigkeit der Zeit fiir feste K = 100,
Zinssatz
r = 0.01 und S = 60 (rot), 80 (griin), 100 (blau) und 120 (tiirkis)
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4 Die Black Scholes Formel im Wiener Modell

Man sieht in Abbildung 4.1, dass C(¢) fiir wachsendes ¢ monoton féllt. Das ldsst sich
auch rechnerisch schnell nachpriifen. Es gilt mit der Kettenregel und (4.1):

C(t) = % (S-N(d) — K - T . N (dy)) =
=S-(dy)-d/ —K-e"T D g(dy) - dy — K -7 - e T N (dy)

(4.3)

Hier bezeichnen ¢ und N wieder die Dichte, respektive die Verteilungsfunktion der
Standard-normalverteilung. Weiters gilt:

[V

. . . _ d .
Also gilt mit der Bezeichnung d;" = 5d;:

1
T —t

d2, - dl’ + o2
Auch gilt deswegen:

1 d3 1 (d1—oVT—1)? T (T D)
P(dz) = e ? = e 2 = ¢(dy) - €M
vV 27‘(’ vV 27T (45)

0'2(T—t) S
2 gb(dl)?eT(T_t),

Mit diesen Erkenntnissen konnen wir (4.3) umformen:

C'(t) = Sp(dy) - dy = K - e - ¢(dy) - f; e d) — K -r- e N (dy) =

= Sé(dy)-d) — Sp(dy) - dy — K -1 -e T N(dy) =

:_sqs(dl)-%_t.—f(.r-e (T N (dy).

Durch Ableiten haben wir somit erhalten:

o
2-VT -t

Fiir einen positiven Zinssatz ist also C(t) negativ, da in diesem Fall alle vorkommen-
den Werte in der Klammer nicht negativ sind. Also ist der Call-Preis streng monoton
fallend in ¢. Falls der Zinssatz r jedoch echt kleiner Null ist, lasst sich keine allgemeine
Aussage machen.

C'(t) = — (S - p(dy) - + K -r-enT0 N(d2)> . (4.6)
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Abhdngigkeit des fairen Call-Preises von der Volatilitat

Jetzt wollen wir betrachten, wie sich eine Verdanderung der Volatilitdt auf den fairen
Preis einer Call-Option auswirkt. Dabei gehen wir wie im letzten Punkt und betrach-
ten den Tatbestand zuerst grafisch.

Abbildung 4.2: [I, S. 455] Call-Preis in Abhéngigkeit der Volatilitdt fiir feste K =
100, Zinssatz r = 0.05 und S = 60 (rot), 80 (griin), 100 (blau) und
120 (tiirkis)

Es lasst sich in Abbildung 4.2 beobachten, dass C in ¢ monoton wichst. Auch das lésst
sich rechnerisch schnell nachpriifen. Wegen (4.4) gilt mit der Bezeichnung d," = %di:

d2/ - dll -V T - t (47)

Mit der Kettenregel erhalten wir:

(o) = % (S-N(d) — K - T . N (dy)) =
=S -¢(dy)-d/ — K -e " TV . p(dy) - dy .

Mithilfe von (4.5), (4.7) und durch Ausrechnen lasst sich das umformen zu:

C'(o)=5-¢(dy)-d/ — K - e r(T=1) . o(dy) - % eI <d1’ — T — t) =
== \/T—tS(b(d1>

(4.8)
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4 Die Black Scholes Formel im Wiener Modell

Wie wir beobachten konnen, sind alle auftretenden Faktoren positiv, also der Preis
einer Call-Option unter allen Umstédnden monoton wachsend mit der Volatilitat.

Abhdngigkeit des fairen Call-Preises von dem Kurs des Underlyings

Um die Abhéngigkeit der Preisformel beziiglich des risikolosen Zinssatzes zu iiber-
priifen, betrachten wir wieder deren Ableitung, jedoch diesmal nach S. Wir bezeich-
nen d;' mit +td;. Somit licfert uns (4.4) wieder:

d2/ — dll
Durch diese Gleichheit und mit Hilfe der Kettenregel und der Produktregel erhalten
wir:

= % (S-N(di) —e ™™D K- N(dy)) =

= N(dy) + S - ¢(dy)-d) —e TV K- p(dy) - dy.

Nun kénnen wir (4.5) fiir ¢(dy) einsetzen, wodurch sich die zwei letzten Terme auf-
heben:

C'(S) =N(d)+S-p(dy)-df —e T DK gp(dy) - " @0

Da die Verteilungsfunktion der Standard-normalverteilung N stets positive Werte
annimmt, ist C' immer monoton wachsend mit dem Kurs des Underlyings.

()

cd) =

=

(4.9)

Abhdngigkeit des fairen Call-Preises von dem risikolosen Zinssatz

Zu guter Letzt wollen wir noch die Abhédngigkeit des fairen Call-Preises von dem
risikolosen Zinssatz untersuchen. Dafiir leiten wir diese wieder fiir feste S, ¢ und o
nach r ab. Hierfiir bezeichnen wir wieder d;' mit -£d;. Somit liefert uns (4.4):

d, =d. (4.10)

Wir wenden nun wieder die Kettenregel an und gelangen iiber (4.1), (4.5) und (4.10)
ALE

o'y =4

= (S-N(di) —e ™™D K- N(dy)) =
=S-¢(dy)-d/ — e T . o(dy) - dy + (T —t) - e (Tt | ¢ N (dy) =
=S -¢(dy)-d — ¢(dy) - er(T=t)  o=r(T=t) | ¢ . % d)+
+ (T —t)- e T V. K. N(dy) =
=(T—1t)-e" TV K.N(dy).

Diese Ableitung ist stets positiv, also ist C' streng monoton wachsend in r. Grafisch
sehen wir natiirlich auch genau das in Abbildung 4.3.
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4 Die Black Scholes Formel im Wiener Modell

Abbildung 4.3: [1, S. 458] Call-Preis in Abhéngigkeit des risikolosen Zinssatzes fiir
feste K = 100, Zinssatz ¢ = 0.4 und S = 60 (rot), 80 (griin), 100
(blau) und 120 (tiirkis).

4.3.2 Analyse des Black-Scholes Preises von Put-Optionen

Von jetzt an betrachten wir stets den fairen Put-preis nach Black-Scholes. Wieder un-
tersuchen wir stets die Abhéngigkeit dessen beziiglich einer Variable x € {t, o, r, S}.
Also nehmen wir wie oben jeweils alle iibrigen Variablen als konstant an und schrei-
ben P’'(x) fiir die partielle Ableitung von P nach z. Wir beginnen auch hier mit der
Analyse des Verhaltens beziiglich einer Anderung der Zeit ¢

Entwicklung des fairen Put-preises im Laufe der Zeit

Wie man in Abbildung 4.4 sieht, ldsst sich hier bei einem positiven Zinssatz keine
allgemeine Aussage beziiglich der Monotonie von P(t) machen.
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Abbildung 4.4: [I, S. 477] Put-Preise in Abhéngigkeit der Zeit fiir feste K = 100,
Zinssatz r = 0.01 und S = 40 (tiirkis), 70 (rot), 100 (griin) und 130
(blau).

Bei negativen Zinsen hingegen sieht man einen Zusammenhang, wenn man die Ab-
leitung betrachtet. Wir berechnen also die Ableitung von P(t) nach der Zeit ¢ also
P'(t). Aus der Put-Call-Paritidt und (4.6) erhalten wir:

d
= (CH+K- e -8) =

=C'(t)+ K -r-e "0 =

= - <5'¢(d1)'

P'(t)

o

K -r-e " T N(d ) + K ree @0,

2. VT —1t (d2)

Durch Herausheben und aufgrund der Eigenschaften der Normalverteilung kénnen
wir dies schliefllich umformen zu:

P'(t) = =S - ¢(dy) - + K-r-e"T0 (1 = N(dy)) =

g
2:vI—t - (4.11)
— + K r-e "V N (—dy).
2 VT —t ne (=d2)

Wir konnen feststellen, dass P'(t) stets negative Werte annimmt, falls der risikolose
Zinssatz r negativ ist. In diesem Fall féllt der Put-Preis also stets im Laufe der Zeit.
Fiir einen positiven Zinssatz lasst sich hier keine allgemeine Aussage machen.

——$ - 6(dy)
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Abhdngigkeit des fairen Put-Preises von der Volatilitat

Wir wollen nun die Preisformel fiir Put-Optionen in Abhéangigkeit von der Volati-
litdt o diskutieren. Durch eine grafische Betrachtung erkennen wir in Abbildung 4.5
beziiglich eines positiven Zinssatzes wieder ein monotones Wachstum.

Abbildung 4.5: [I, S. 480] Put-Preis in Abhéngigkeit der Volatilitit fiir feste K =
100, Zinssatz r = 0.05 und S = 60 (rot), 80 (griin), 100 (blau) und
120 (tiirkis).

Wenn wir die Ableitung von P(c) beziiglich o berechnen gilt aufgrund der Put-Call
Paritédt und (4.8):

RESIEY

P'(o) (CH+K-eTD-9) =

(o) =
VT —t-5-¢(dy).

Also ist P'(0) wie auch C’(o) stets positiv und P(o) somit monoton wachsend in o.

Abhdngigkeit des fairen Put-Preises von dem Kurs des Underlyings

Wir berechnen die Ableitung der Preisformel nach Black-Scholes beziiglich S. Mit
Hilfe von (4.9) erhalten wir diese sofort aus der Put-Call Paritét. Mit diesen gilt
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namlich:

P'(S) = -5 (CS)+ K-e"T 4+ 8) =
Da die Verteilungsfunktion N der Standard-normalverteilung stets kleiner gleich 1
ist, ist P’(S) somit stets kleiner gleich 0 und somit stets monoton fallend.

Abhdngigkeit des fairen Put-Preises von dem risikolosen Zinssatz

Schlieflich wollen wir noch die Abhéngigkeit des Put-Preises von dem risikolosen
Zinssatz berechnen. Auch hier wenden wir die Put-Call Paritdt an und erhalten mit
Hilfe der Eigenschaften der Normalverteilung der weiter oben hergeleiteten Tatsache

C'(r) = (T —t)- e TV . K - N(dy) :

= d%" (C(r)+K - P S) =

=C'(r)—(T—t)- K-e T =

=(T—t)- TV . K -N(dy) = (T —t)-K-e 7T =
= (T—1t)-K-e "7 (N(dy) — 1) =

= (T—t)-K-e T . N(=dy)

P'(r)

Anders als der Call-Preis ist also P’(r) immer negativ und damit fallt der faire Preis
einer Put-Option stets monoton in r.
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Abschliefend werden in diesem Kapitel die Greeks von Derivaten vorgestellt und
einige wichtige Greeks von Call-Optionen und Put-Optionen zusammenfassend an-
gegeben. Inhaltlich folgt dieser Abschnitt den Unterkapiteln 4.36 und 4.37 der Haupt-
quelle [1].

Um eine umfassendere Kenntnis der Operationshandelsstrategien, sowie deren Chan-
cen und Risiken zu erreichen, ist ein genaueres Verstehen der Abhéngigkeiten fairer
Preise von Derivaten unumgénglich. Wie im letzten Kapitel beschrieben, sind dafiir
die ersten, aber auch hoheren, Ableitungen der Preisformeln nach den jeweiligen Pa-
rametern wichtige Hilfsmittel fiir die Analyse der Abhéngigkeiten. Jedoch sind diese
Abhéngigkeit nicht ausschlielich fiir die Analyse der Preisformeln relevant, da sie
zum Beispiel auch im Hedging eine Rolle spielen. Da den Ableitungen der Preisfor-
meln eine derart grofle Relevanz zugeschrieben wird, werden sie jeweils mit einem
spezifischen Zeichen, ndmlich einem griechischen Buchstaben, benannt. Auf Grund
dieser Tatsache, werden sie gemeinsam als die Greeks von Derivaten bezeichnet. Wir
wollen nun einige der wichtigsten Greeks vorstellen, da es sehr viele Greeks gibt und
kurz ihre jeweilige Relevanz erkléren.

Dabei betrachten wir ein beliebiges Derivat oder einer derivaten Handelsstrategie D
mit Falligkeit 7', einem Underlying S mit Kurs s = S(¢) mit Volatilitdt o, risikolo-
sem Zinssatz r, einer Restlaufzeit 7 = T" — ¢ und einer Formel fiir den fairen Preis
F(r,s,0,r). Fir dieses definieren wir:

o Ap(T,s,0,1) = %ﬁ"”). Das Delta des Derivats bezeichnet also die Ablei-
tung des fairen Preises beziiglich des Kurses S des Underlyings. Es spielt im
Risikomanagement eine grofle Rolle, da dort das Wissen iiber den Einfluss von
Anderungen im Kurs des Underlyings einer eingegangenen derivaten Handelss-
trategie sehr wichtig ist. Auch im Bereich des Hedging spielt das Delta eine
wichtige Rolle, worauf wir in dieser Arbeit jedoch nicht weiter eingehen wollen.

e Op(1,s,0,1):= W. Das Theta des Derivats bezeichnet also die Ableitung

des fairen Preises beziiglich der Restlaufzeit 7. Dieses hat besondere Bedeutung
bei der Frage danach, zu welchen Zeitpunkten entsprechende Derivat-Positionen
ausgeiibt werden sollen.

e Tp(r,s,0,1):= W. Das Vega des Derivats bezeichnet also die Ableitung

des fairen Preises beziiglich der Volatilitédt o. Dieses ist insofern wichtig, da sich

23



5 Die Greeks

ein Wachstum oder ein Abfall der Volatilitdat stark auf den Preis eines Derivats
auswirken kann.

e pp(T,8,0,1):= W. Das Rho des Derivats bezeichnet also die Ableitung

des fairen Preises beziiglich des risikolosen Zinssatzes r.

OF . . . )
o I'p(r,s,0,1) = % Das Gamma des Derivats bezeichnet also die zwei-

fache Ableitung des fairen Preises beziiglich des Kurses des Underlyings, be-
ziehungsweise die Ableitung des Deltas eines Derivats beziiglich des Kurses
des Underlyings. Es spielt als Ableitung des wahrscheinlich wichtigsten Greeks
Delta wie dieses im Hedging eine Rolle.

Schlielich wollen wir noch die eben definierten Greeks fiir Call- und Put-Optionen
auflisten. Im letzten Kapitel haben wir bereits die Formeln des A, p, 0, und Y fiir
Call- und Put-Optionen hergeleitet. Es muss jedoch beachtet werden, dass wir bis
jetzt nicht das 6 berechnet haben, da wir in dem letzten Kapitel die Preisformeln
nach ¢ und nicht nach 7 = T — ¢ abgeleitet haben. Mit der Kettenregel folgt jedoch
sofort, dass das Theta der Call- und Put-Optionen jeweils den Ausdriicken aus (4.6)
und (4.11) mit gedndertem Vorzeichen entspricht. Also fehlt letztlich das Gamma fiir
beide Optionsarten. Wir werden diese also nun noch berechnen. Wir fangen mit dem
Gamma einer Call Option an. Mit der Kettenregel und (4.9) gilt hierbei:

FC(T,S,O', 7") = 8AC(7583,J, 7’) = 8'/\g<sd1) — Cb(dl) . 8d1<7_76z7 g, T) =
Ins Y (T —
= o) o ( Sadas i “) _
1
= ¢(d1) ) m

Mit diesem Ergebnis erhalten wir auch sofort das Gamma der Put-Option, da mit
(4.12) gilt:

Fp(rs.0.) = 2Ap(Tsor)  OW(d) —1) _ ON(d)

O0s 0s 0s

= ¢(dy) - PR i Le(r,s,0,7).

Also fassen wir diese Ergebnisse zusammen und erhalten:
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Call-Option Put-Option

fairer Preis | S-N(dy) —e 7T 0K -N(dy) | e 7TV . K- N(=dy) — S - N(—d,)
Delta N (dy) N(dy) -1
Theta S o(dy) - WLTTH— S - o(dy) - WLTTt_

+K 7" T0 L N (dy) —K -7 e T N (—dy)
Rho (T—1t) - e7TD. K- N(dy) (T—1t) - K-e T N(—dy)
Vega VT —t-8-¢(dy) VT —1t-S-¢(dy)
Gamma o(dy) - #ﬂ

¢(dy) - #ﬂ

Dabei bezeichnen N und ¢ wie auch oben schon die Verteilungsfunktion respektive
die Dichte der Standard-Normalverteilung und auch hier gilt:

dy =

»

2+ (r+2)- (T—t)

g -

]
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und do =

[

24+ (r—2)- (T-1t)
—t

~
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