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1 Einfihrung

1.1 Grundlagen

Die Theorie von der Warmegleichung ist von Joseph Fourier im Jahr 1822
entwickelt worden. Die Warmegleichung ist in der Mathematik und Physik
eine bestimmte partielle Differentialgleichung und diese gehort zu den am
haufigsten untersuchten Themen in der reinen Mathematik. Wichtig ist, dass
die Warmegleichung auch fiir Riemannsche Verteiler berticksichtigt werden
kann,was zu vielen geometrischen Anwendungen fiihrt. Eine Funktion

u: U xI — R, wobei U offene Teilmenge von R™ ist und ein Teilintervall I
von R, ist eine Losung der Warmegleichung wenn :

du 9%u 9%u
+

Oz

o = omr T

Die Warmegleichung wird oft geschrieben als:
ou __
ot = Au

(Absorption) Eine Wérmeeinheit ist die Menge, die zur Erhdhung der
Temperatur benotigt wird von einer Einheit Wasser durch eine Einheit Tem-
peratur. Der Betrag der Erhohung der Menge von der Warme AQ in einem
Material ist direkt proportional zur Masse , des Materials und zum Temper-
aturansteig

Au : AQ = cmAu.

Hier ist ¢ eine Proportionalitatskonstante und es wird angenommen, dass sie
nur mit dem Material abweicht. (c=1 fiir Wasser, ¢=0.03 fiir Blei, ¢=0.06
Fiir Silber).



1.2 Grundlosungen der Warmegleichung

Einige der grundlegenden Losungen sind: Exponential Losung, Warmepoly-
nome, die Quellelosung, die abgeleitete Quellelésung, ergénzende Fehlerfunk-
tion und elliptische Theta-Funktionen. Im Folgenden werden wir einige der
Losungen mehr beschreiben.

EXPONENTIAL LOSUNG
Wir wihlen zwei Konstanten a und 3 , so dass eine Losung der Warmegle-
ichung

exp(az + Bt) mit 3 = o

WARMEPOLYNOME
Das Warmepolynom ist definiert als:

eafz+tz2 — E;L.OZO 'l}n(:[j’ t)%

| % tk pn—2k
vn(,t) =1l Yo W

1.3 Allgemeine

Die Warmegleichung spielt eine wichtige Rolle in allgemeinen partiellen Dif-
ferentialgleichungen linearer zweiter Ordnung;:

L{u} = A4+ BZL + 02+ DI+ B2 + Fu=0 (1)

Hier konnen die Koeffizienten Funktionen von x und t sein, aber nicht von
u. Die Gleichung wird in verschiedene Typen eingeteilt:

1. B? —4AC < 0 (elliptisch) ; % + g%‘ = 0 (Laplace);

2. B2 —4AC > 0 (hyperbolisch) ; Qg% —(% =0 (Welle);
3. B* —4AC = ( (parabolisch); % — 94 = ( (Hitze).



Die charakteristischen Kurven, die mit Gleichung (1) zugeordnet sind, wer-
den durch Die Differentialgleichung definiert:

Adt? — Bdydt + Cdz* = 0

Diese Kurven sind wichtig zur Lésung der Randwertprobleme fiir (1). Das
sogenannte CAUCHY PROBLEM :

u(x,t) = gp(m,t),ux(x,t) = Qﬁ(w,t)

2 1-D Warmegleichung

1. Wéarmeenergie eines Korpers hat folgende Eigenschaft:

Warmeenergie = cmu

wobei m-Korpermasse, u-Temperatur, und c-spezifische Warme. c ist eigentlich
die Energie zur Erhohung eine Einheit Masse der Supstanz in der Temper-
atur.

2.Laut dem Fourier “schem Gesetz der Warmeiibertragung:Die Warmeiibertra-
gungsrate ist proportional zur negativen Temperatur gradient :

Wiérmeiibertragungsrate /Bereich = — K|, g—z

wobei Ky Warmeleitfahigkeit ist. Mit anderen Worten , Hitze wird von Bere-
ichen mit hoher bis niedriger Temperatur iibertragen.

3. Energieeinsparung : Wir betrachten eine Dichte p der lange 1 mit ungle-
ichmafBiiger Temperatur,die auf x-Achse von x=0 bis x=1 liegt, die spezifische

Wirme ¢, Warmeleitfahigkeit K, , Querschnittsflache A wobei alle konstant
sind. Dann :

Wirmeenergie des Segments= ¢ X pAAzx X u = cpAAzu(z,t).
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Durch die Benutzung vom Fourier‘schem Gesetz erhalten wir :

u _ 1.0%u il — Ko
5 = kg7 wobei k = o

Beispiel: Abkiihlen eines Stabes von einer konstanten Anfang-
stemperatur
Wir nehmen an, dass eine anfingliche Temperaturverteilung f(z) im Stab
konstant ist, also f(z) = up. Dann ist die Losung :

. 2.2
u(z,t) => 7 Bpsin(nmx)e ™™
wobel die Fourier koeflizienten sind:

B, =2 fol sin(nmz) f(z)dr = 2ug fol sin(nrz)dz

4ug
2n—1)m

Bei der Berechnung des Integrals bekommen wir : By, =0, By, 1 =
und die Losung wird :

u(z, t) = oy | SRS epp(—(2n — 1)*72t)

2.1 Geometrische Visualisierung der Losung

Um die qualitativen Merkmale der Losung zu analysieren, betrachten wir
Kurven in 2D:

1. RAumliches Temperaturprofil ist gegeben durch: uw = wu(z,ty) , wobei ty
ein fester Wert von x ist. Diese sind Kurven in der ux-Ebene.
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2. Temperaturprofile in der Zeit sind gegeben durch: u = u(xg,t), wobei xq
ein fester Wert von x ist. Diese sind Kurven in ut-Ebene.

up

O >=Oor1 t

3.Kurven konstanter Temperatur in der xt-Ebene : u(z,t) = C' wobei C ist
konstant.



2.2 Maximalprinzip fiir das Grundwarmeproblem

Die Extrema der Losung der Warmegleichung tritt an der Raum-Zeit ” Grenze”
auf, d.h das Maximum der initiale Bedingung und der zeitlich variierenden
Randbedingungen. Genauer gesagt, wir haben eine Warmegleichung mit
einer Anfangsbedingung f(z) und u(0,t) , u(1,t), dann auf ein Zeitintervall
[0,T] ist die Losung u(x,t) begrenzt durch :

Umin S U(ZE, t) S Umazx
wobei :

Upmae = Maz{mazocy<1 f(z), mazocicru(0,t), mazocacru(l,t)}
Umin = min{min0<$<1f(x), min0<t<TU<Oa t)) min0<t<TU(17 t)}



3 Funktionen

3.1 Positive Temperaturfunktionen

EINZIGARTIGE, POSITIVE TEMPERATUREN AN EINER UN-
ENDLICHEN STANGE

THEOREM A

anp(x) €T, —00 < x < oco,n=1,2, ...,
2. |ap(z)| < M,—c0 <z <oo,n=12,..

= Es gibt ganze Zahlen ny < ny <... and f(x) €1 (—00,00) so dass :

lim a,, (z) = f(z) , —o0o <z < 00,
—00

lim [ o, (z)g(z)dz = [7 f(z)g(x)dz

zu jede g(z) € L(—o00,00) .

THEOREM 1.1

1. u(z,t) € H,>0,—c0 <z <00,0<t<c,
2.0<d<c

= [ k(z —y,t)u(y, 0)dy < u(z,t+0),0<t<c—46 (1)
Wir betrachten fiir eine beliebige Zahl A > 0 die Funktion :

v(x,t) =u(x,t+06) — f k(x Ju(y, d)dy

auf dem Rechteck :

R={(z,t)] - B<zx<B,0<t<c¢—§},B>A

An anderer Seite ist x = +£B und Integral kann durch Wahl von B gle-
ichmaBig klein gemacht werden, da :



[4, k(x =y, tuly, §)dy < u(z,t + 0)
THEOREM 1.2

1. u(z,t) € H<0,—c0o <z <00,0<t<c,
2u(z,t) € C,—oco < x <00,0<1t<gc,
3au(z,0) =0,—0c0 <z < o0

:>u($t)_0 —o<r<oo,0<t<c

Sei y(z,t) = fo (z,y)dy.

Sei0<d<cand 0<ty<c—dind M= /4wty [~ k(y,to)u(y,d)dy.
Mit Theorem 1.1 :

M < /Artou(0,ty + ) Dann:

2 .2

\/471'150]4?(3/,150) = 6% Z e to

und durch die Konvexitat :
2zu(x,d) < o% u(y, o)dy
Wir sehen jetzt,dass die Gleichheit in (1) zur Funktion :
u(z,t+9) — ffooo k(x —y, t)u(y,d)dy

ist > 0 und erfiillt alle Bedingungen von Theorem 1.1
STIELTJES INTEGRALE VERTRETUNG, UNENDLICHE STANGE

THEOREM 2



u(z,t) € H,>0,— <oco<z<00,0<t<ec,
S u(r,t) = [7 k(z —y,t)da(y)

wobei a(y) €1 (—oo, 00).

Wenn a(y) eine Sprungfunktion mit einem Sprung bei y = 0 ist,enthélt dann
diese Darstellung k(z,t).

Sei (zg,1p) ein beliebiger Punkt und 0 < § < ¢ — tg dann bilden wir eine
Funktion :

Bs(x) = ffoo k(y, to)u(y, d)dy < u(0,tg+ 9)

Dann :

u(z,t+6) = [°2 k(x =y, huly, 6)dy = [°2, “E4DdBs(y)

wobei:
0 < Bs(z) <u(0,t)) +1,—00 <z < 00,0 << dy
Es gilt: lim Bs, (z) = p(x)

Sei a(x) 0 Z(ﬁ @ Jamit haben wir die Gleichung:

u(z,t) = [7 k(z —y,t)da(y),o < t <t

Der Satz ist bewiesen, da a(z) willkiirlich war und nicht abnimmt.
WEITERE KLASSEN VON TEMPERATURFUNKTIONEN

THEOREM 3.1

1. u(xt)EH —0o<zr<o00,0<t<c
2. [7 |u(z, t)|Pde < M,p>1,0<t<c,

—> u(x,t) = [ k(x—y,t)f(y)dy
wobel :
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Jo W)y < M

THEOREM 3.2

1. ( t)ye H —oo <z <00,0<t<ec,
2. 7 |u(z, t)|de < M

= u(x,t) = [7_k(z —y, t)da(y)
wobei :

Jou lda(y)] < M

3.2 Gebundene Temperaturfunktionen

DIE UNENDLICHE STANGE
Es ist u(z,t) € B- H,—00 < x < 00,0 < t < ¢ dann und nur dann, wenn:

= [7 k(z —y,t) f(y)dy, f(y) € B(—o0, )

THEOREM A
L |falz)| < M,—00 <z <o00,n=0,1,2, ...

— Es existieren ganze Zahlen ny, ny, ns, ... und f(z) € B(—o00,00) so dass:

hmf x) [, (x)dz ffooog(x)f(x)dx
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fiir jede g(x) € L(—00,0).

THEOREM 4
1. u(z,t) e H-B,—c0o < x < 00,0 <t <c

Su(e,t)=kxf= [T k(z—yt)f(y)dy
Sei (z,t) ein Punkt des Streifens 0 < ¢ < c.Fiir eine feste §,0 < § < c—t
bedenke die Integral :

v(w,t) = [T k(z =y, t)uly, 0)dy.
Da u(y,d) € C ist, —o0o < y < oo gilt:

lim v(z,t) = u(z,0)

t—0t

Dann :

o0

v(x,t) =u(x, t+0) = [°_k(z —y,t)u(y,d)dy,0 <t <c—3d

oo

Wir setzen jetzt THEOREM 4 auf u(y, d) ein, so dass:

lim 2 k(z —y, t)uly, dn)dy = [°2 k(z —y,t) f(y)dy

n—oo ©

DIE HALB ENDLICHE STANGE

THEOREM 5

1. u(z,t) e H-B,0 <z < 00,0 <t<c,
2. u(z,t) € C,0<x<00,0<t<e,
3. u(0,t) =0,0<t <ec,
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u(z,t) = [T {k(z —y,t) — k(z +y,8)} f(y)dy und f(y) € B(0,00)
Se1 f(y) firy <0 dann

= [= k(z —y, ) f(y)dy

Wir kénnen u(z,t) als erweiterte Funktion von H - B in die negative Halfte
des Streifens 0 < t < ¢ durch die Definition:

U(—il?,t) = —U([E,t)
Dann :

JP k@ =y ) f(y)dy = — [ k(z +y.t) f(y)dy

3.3 Homogene Temperaturfunktionen

Sei x und t zwei Variablen. Wir untersuchen ob Funktionen w(z,t) die
Wirmegleichung erfiillen und ob sie homogen von Grad n sind:

u(Az, \?t) = \u(x, t), A > 0. (1)

Wir haben zwei Arten von Funktionen:
Erste ist:

vn:ct [ k(z —y,t)y"dy,t > 0,n =0,1, ...

= eVt dy t < 0,n=0,1,...

z,1)

Zweite ist :
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hp(z,t) = fooo k(x —y,t)y"dy,t > o0,n=0,1, ...
w(@,t) = [5° et yndy t < 0,n = 0,1, ...

Wir machen jetzt einen Beweis, dass v, (z,t) (1) erfiillt. Der Beweis gilt auch
fir h,(z,t).

vn(Az, A%t) =[O0 k(Ax —y, A2 t)y"dy,t > 0,
= N[ k(A — Az, A%t)2"dz, y = Az

Ahnlich gilt:

Va(Az, Nt) = [7, X% dy, ¢ < 0,

—n— o 2
= AT [T e Mz 2 = Ny

somit sind V' und H homogen vom Grad —n — 1.

THEOREM 6
1.n=0,1,2,...

—> v, (x,t), hy(z,t) sind homogen vom Grad n, ¢ > 0,
Vo(z,t), Hy(z,t) sind homogen vom Grad —n — 1, ¢ < 0.
Dann:

W(z,t) = [ 5K (x -y, t)y"dy =n [ k(z —y,t)y"'dy
Ebenfalls :

ho(z,t) = ff‘; k(y,t)dy, hy(z,t) = k(z, 1)

14



DIE GESAMTHEIT DER HOMOGENEN TEMPERATUR FUNK-
TIONEN

ffooo k(x —2,t— 5)Vn<za 5)dz
= f_oooo k(x — z,t — §)dz ffooo ezy”yzy”dy
= /7 eV ydy 2 k(z — 2zt —6)e*dz
2 e gy
=Vu(z,t),6 <t <0

Der Satz von Fubini ist durch die absolute Konvergenz aller Integrale an-
wendbar. Ahnlich gilt fir H,.

ZERSETZUNG DER GRUNDFUNKTIONEN
Seien die Funktionen v, (x,t) selbst Polynome. Fiir V,,(x,t) gilt:

THEOREM 7
1.n=0,1,2,...,t<0

— Vo (z,t) = (=2t) "0, /x, —t) Vo (z, 1)
Aus der Homogenitat von v, (z,t) haben wir:

vp(z,t) = t”vn(f, %) = t”vn(%, %)vo(x,t)

Die Huygens-Eigenschaft

Definition 1.1: u(z,t) € H° (Huygens-Eigenschaft) |
=

u(z,t) €
B. (ZB t) foooo k($_y>t_t) <y7t/)dy

15



Definition 1.2:
1. u(z,t) € HA

< u(z,t) =uy(z,t) — us(z,t)
wobei :

uy(z,t),us(x,t) € H,> 0.
Dann :

k(z,t) = [T k(x—y,t —t)k(y,t')dy,0 <t/ <t < o0

Hohere Dimension
Wir betrachten einen Phasenraum mit rechteckigen Koordinaten x, y,¢. Durch
die Ungleichungen a < t < b wir meinen die Platte:

{(z,y,t)] —o00 <& < 00, —00 <y < 00,a <t<b}

Definition 1.1 : u(z,y,t) € H,a <t < b,
=

A u(z,y,t) e C*
B. uy = Ugy + Uy,

THEOREM 8.1

< u(z, t)v(y,t) € H.
Das ist wahr, wenn :
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(UV) 3z = VU, (WD) = UV,
(uv)r = wvy + VU = Uy + VUgy = (UV)4e + (WD),

Wir definieren nun die Quellelosung mit der Quelle der Einheitsstarke bei

(337 y) = (07 0)
Definition 2.1:

K(z,y,t) = k(z,t)k(y,t), —00 < t < 0.
Wir verwenden * um die zweidimensionale Faltung anzuzeigen:
u(z,y) « vz, t) = [70 7 u(x— &y —n)v(€,n)dédn
Definition 2.2:
Umon (2,9, 1) = v (2, t)vn(y,t),m,n =0,1,2, ...

In dieser Form ist v,, ein zweidimensionales Warmepolynom:
vn(2,t) = [72 k(z —y, t)y"dy,t >0
Dann :

Umn(,y,t) = K(x,y,t) % (2™y"),t >0
THEOREM 8.2
—00 < T <00,—00 <Y <00,—00<t<00

= €x€+yn+t(§2+n2) - Z:::O ZZO:O vm,n<x’ Y, t)%m%
THEOREM 8.3
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l. —co<z <00, —00 <y <o0,0<t<o0

n

— K(I’ - 257 Yy — 2777 t) = Zi:o Z:;O:O wm,n(xa Y, t)%z_l

BEISPIEL 1
Wir haben die Funktion :

(tz? 4ty t+ay)

U(Z', Y, t) - (1 — 4t2)%1e (1—4t2

Es ist nicht faktorisierbar, da es fiir t = 0 auf ¢*¥ reduziert wird. Wir zeigen,
dass :

u(z,y,t) = K(x,y,t) x ™

Dann ist das Integral der Funktion:

Joo ke = & )dE [ k(y —n,t)edn
Der innere Integral ist:

etD? o8y — ouét+te?

Wobei:Dzaﬁ.
Y

Dann: u(x,y,t) = [T k(x — & t)evsT42d¢

— T [ k(e - & teaplt(€ + (v/20)2)de

2
= T [ k(z =7+ y(2t)71, t)e! dr wobei : 7 =€ +
Entsprechend aus der Maclaurin-Serie :

Y
2t°

n

ey — ZOO (zy)

n=0 n!

erhalten wir:

u(,y, 1) = S Mt

18



wobei: [t < 1.
Wenn wir jetzt :

UZ’VL-I—l(Oa t) - O ) 'UQn(O7 t) (Qn)!tn

n!

verwenden, dann :

1 o oo (2n)!,9n
V1—4t2 anO n!n!t

Fourier-Gesetz

Die Warmeleitungsgleichung spielt eine wichtige Rolle,weil sie die Verteilung
der Warme in einen Korper iiber die Zeit beschreibt. Die Warmegleichung
leitet sich aus dem Fourier-Gesetz und der Energieerhaltung ab. Das Fourier-
Gesetz besagt, dass die zeitliche Warmeiibertragungsrate durch ein Mate-
rial proportional zum negativen Temperaturgradient und zu der Flache im
rechten Winkel zu dem Gradienten ist, durch den die Warme flieft. Dass
heif3t:

?:—va

wobei: ¢- Vektor der lokalen Warmeflussdichte , k- Materiallfahigkeit, </7-
Temperatur Gradient.

GENERELLE FORM
5 (k5e) + 5, (k50 + 5-(kF0) + av = po, 5

wobei: k- Materiallfahigkeit, ¢~ Rate, die mit der Energie pro Volumenin-
heit des Mediums erzeugt, p- Dichte, ¢,- spezifische Wéarmekapazitat.

Diese Gleichung reprasentiert die Fourier-Biot-Gleichung. Aus seiner Losung
konnen wir das Temperaturfeld als Funktion der Zeit erhalten.

KONSTANTE WARMELEITFAHIGKEIT
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gv _ oT
ozAT+pCp =%

wobei: a- thermische Diffusionsfahigkeit des Materials und oo = ,%7 qv- Rate,
P

die mit der Energie pro Volumeninheit des Mediums erzeugt, p- Dichte, c,-
spezifische Warmekapazitat.

BEISPIEL 2
Bestimmen Sie mittels des Fourieransatzes die Losung zu der inhomogenen
Wiérmeleitungsgleihung :

Ut = Uy + sin(3mx), (t, ) € (0, 00) * [0, 1]
u(t,0) =0,t € (0,00)
u(t,1) =0,t € (0,00)

Y

u(0, ) = bsin(2rz) + 2sin(3nx), z € [0,1]
Losung:
Mittels des Ansatzes u(t,x) = T'(t) X (x) finden wir wieder den Ansatz :

u(t,z) =Y 07 Ay(t)sin(nrz).

Diesen setzen wir in die inhomogene Warmeleitungsgleichung ein und erhal-
ten :

S5 An(t)sin(nmr) = 8m2 Zn LA (t)sin(nmx) + sin(3nx)
id dAé;(t) sin(nrz) =Y 00, —n?m?A,(t)sin(nrz) + sin(3rx),

n=1

woraus folgt, dass:

Al — 2024, (H)(n = 1,2,3,...)

dAjt( ) — 972 A4(t) + sin(37z).
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Die Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung lauten:

A (t) = A, (0)e ™™ (n = 1,2,3...)
—9n2t
As(t) = A3(O)e—97r2t 4 et fot I T = 2977t | (i

9mr2

Aufgrund der Anfangsbedingung erhalten wir,dass A, = 0 fiir n # 2,3 und
A, (T) = 5e~*""tsin(2rz) . Fassen wir alles zusammen, so folgt:

—9n2t
2

u(t,z) = 5e~ "™ sin(2rx) + [2e707 + (=45 )]sin(37x).
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