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1. Einleitung

Diese Arbeit basiert auf dem Paper “A nonstandard description of wealth
concentration in large-scale economies® von Adrian Devitt-Lee, Hongyan
Wang, Jie Li und Bruce Boghosian [1]. Professor Boghosian ist Mathema-
tikprofessor an der Tufts Universitdt in Boston. Er beschéftigt sich unter
anderem mit dynamischen Modellen, Wahrscheinlichkeitstheorie und Wirt-
schaftsmodellen. Auf einem seiner Modelle wurde das in dieser Arbeit be-
schriebene aufgebaut [2]. Sie handelt von der Verteilung und in weiterer Fol-
ge der daraus resultierenden Konzentration von Reichtum bei Betrachtung
einer groBen Okonomie. Es wird definiert, wie man Verdnderung von Reich-
tum fiir Agenten aus einer bestimmten Okonomie darstellen kann. Bei der
Betrachtung deren Ableitung stellt sich heraus, dass es zu einer totalen Kon-
zentration von Reichtum kommt. Diese Konzentration von Reichtum wird
dann als Oligarchie definiert und deren Reichtum weiter analysiert. Die Oko-
nomie ohne Oligarchie wird ebenfalls weiter betrachtet und es entsteht ein
Modell, dass aus diesen beiden voneinander unabhéngigen Parteien besteht.
Schlussendlich wird die Validierung des definierten Systems présentiert.

Die immer grofler werdende Ungleichheit in der Verteilung von Reichtum auf
der Welt wird ein immer sichtbareres Problem. Erkennbar ist dies beispiels-
weise an den Occupy Wall Street Protesten oder der Verdffentlichung der
Panama und Paradise Papers. Erstere forderten unter anderem eine starkere
Kontrolle des Finanzsektors durch die Politik, Verringerung des Einflusses
der Wirtschaft auf politische Entscheidungen und die Reduktion der sozialen
Diskrepanz zwischen arm und reich [3].

Das wissenschaftliche Studium der Reichtumsungleichheit strebt danach so-
wohl die enorme Unausgeglichenheit in der Verteilung zu verstehen als auch
die dahinter stehende Dynamik zu erkennen und zu analysieren. Oxfam In-
ternational, eine Nothilfe-Entwicklungs-Organisation, welche unter anderem
weltweit bemiiht ist Armut zu iiberwinden, berichtete im Jahr 2010, dass 388
Individuen denselben Wert an Vermdégen besitzen, wie die Hélfte der restli-
chen Weltbevolkerung zusammen. In 2016 gab dieselbe Organisation bekannt,



dass sich diese Gegebenheit verringert hat auf 62 Einzelpersonen [4]. Bereits
ein Jahr spéter wurde verkiindet, dass sich die Zahl auf nur noch 8 Personen
reduziert hat [5]. Daran kann man erkennen wie wichtig es ist, 6konomi-
sche Modelle, welche sich mit Reichtumsverteilung beschéftigen, moglichst
dynamisch zu entwickeln, um sie den sich rasant dndernden Gegebenheiten
anzupassen.



2. Definition des grundlegenden
Modells

Zur Modellierung der Verteilung von Vermogen in grofien 6konomischen Sy-
stemen werden hé#ufig urspriinglich physikalische Notationen und Ansétze
verwendet. In der Physik kann man makroskopische Eigenschaften eines be-
trachteten Objekts ableiten, indem man spezifiziert, wie einzelne Bestand-
teile auf mikroskopischem Level miteinander interagieren und diese damit
approximieren. Ahnlich zu diesem Verfahren kann man Gleichungen, wel-
che die zeitliche Entwicklung der Wohlstandsverteilung in einer Okonomie
beschreiben, ableiten indem man nur Behauptungen iiber die Aktionen von
einzelnen Individuen betrachtet. Um dies umsetzten zu kénnen, muss man
erst “kinetische“ Anséatze fiir Mikrookonomien entwickeln, welche sich mit
okonomischen Agenten beschéftigen, die mit Reichtum agieren und diesen
austauschen konnen. Dies ist dann vergleichbar mit Partikeln, welche kolle-
dieren und Energie austauschen. Diese Art der Herangehenweise, auch Oko-
nophysik genannt, wird seit einiger Zeit zunehmend haufiger herangezogen,
obwohl sie bereits in der frithen Entwicklung der kinetischen Theorie von
Boltzmann entstanden ist. Er war ein Physiker der im 19. Jahrhundert ge-
wirkt hat und sich unter anderem mit eben diesen makro und mikroskopi-
schen Zusammenhéngen beschéftigt hat.

2.1 Asset-Exchange Modell

Ein System, das sich mit den eben genannten Theorien im Zusammenhang
mit Reichtumsaustausch beschéftigt, nennt man ein Asset-Exchange Modell.
Yaroslav Ispolatov, ein Professor fiir Evolution und statistische Physik in
Santiago, erstellte einen mathematischeren Ansatz fiir diese einst physikali-
schen Grundlagen: eine Reihe von simplen AEMs mit denen er die Zeitasym-
ptotik dieser Modelle untersuchen konnte.

In einem einfachen Asset-Exchange Modell gibt es ein System von N ¢kono-



mischen Agenten, wobei jeder dieser als einzige Eigenschaft sein Vermogen
besitzt. Diesen Reichtum kénnen die Agenten unter davor festgelegten Bedin-
gungen austauschen. Agenten miissen dabei nicht zwingend Individuen sein,
sondern konnen auch mehrere Personen sein, welche als Einheit agieren, wie
beispielsweise Unionen oder Unternehmen. Nach der Definition von Reich-
tum, die in dieser Arbeit herangezogen wird, kann dieser nicht nur Geldmittel
sondern auch verschiedenstes anderes sein: von menschlichem Kapital, iiber
materielle Giiter, bis hin zur Mitgliedschaft in einer Organisation, welche
Vorteile fiir ihre Mitglieder in der jeweiligen Okonomie bringt, wie zum Bei-
spiel die kommunistische Partei in kommunistisch regierten Staaten. Es sei
also festgehalten, dass Reichtum oder Wohlstand nicht gleichzusetzen ist mit
Geld. Kauft man beispielsweise ein Auto fiir den exakten Warengegenwert, so
findet kein Austausch von Reichtum statt, im Gegensatz dazu, dass sehr wohl
Geld gegen Ware ausgetauscht wird. Reichtum kann bei einer Transaktion
wie dieser dennoch durch kleine Fehler ausgetauscht werden - moglicherwei-
se durch eine Ungleichheit an Informationen zwischen den beiden Agenten.
Die Betrachtung des Austausches von Reichtum an Stelle jenem von Geld
hat einen Vorteil: Bei einer Transaktion zwischen zwei Agenten ist der Aus-
tausch von Reichtum meist sehr gering im Vergleich zum Gesamtvermogen

der Okonomie, und insbesondere im Gegensatz zur ausgetauschten Menge an
Geld.

2.2 Yard-Sale Modell

Das Yard-Sale Modell (YSM) ist ein Asset-Exchange Modell, das das Han-
delbetreiben als dominante Macht einer Okonomie ansieht. Reichtum wird
hierbei durch paarweise Transaktionen ausgetauscht. Zwei Agenten, die mit-
einander interagieren, haben die gleiche Chance einen Gewinn beziehungs-
weise Verlust zu machen. Die gehandelte Menge an Reichtum ist proportional
zum Vermogen des drmeren Agenten.
Seien mit w und Z jeweils der Reichtum zweier Agenten vor einer Transak-
tion bezeichnet, so kann man die Verdnderung ihres Reichtums durch einen
Handel mittels
Aw = anmin(w,Zz) und (2.1)
Ax = —anmin(w, T) (2.2)
darstellen. Dabei ist 7 eine Zufallsvariable, welche die Werte +1 annehmen
kann und « eine Proportionalitéitskonstante, die die Hohe des Gewinns bezie-

hungsweise Verlustes beeinflusst. Der Mittelwert von 7 ist null, sodass jeder
der beiden Agenten die selbe Chance hat einen Gewinn zu verbuchen.



Bei den urspriinglichen Konditionierungen fithrt das Yard-Sales Modell zu
einer totalen Reichtumskonzentration: Am Ende hat eine einzige sogenannte
Oligarchie das gesamte Vermogen der betrachteten Okonomie und alle an-
deren Agenten besitzen nichts mehr. Das ist teilweise zuriickzufiithren auf
die Multiplikativitat des Zufallspfades, da dabei eine minimale Tendenz zum
reicheren Agenten entsteht. Der Erwartungswert jeder Transaktion ist mul-
tiplikativ zum Reichtum des &rmeren Agenten, somit ist der durchschnitt-
liche Austausch an Reichtum des Armeren negativ. Demzufolge fithren die
Zufallspfade, die den Verlauf der Verteilung des Vermégens der Okonomie
beschreiben, fiir alle, aufler den reichsten Agenten, gegen null.

Die Darstellung der Reichtumskonzentration mittels des Yard-Sale Modells
ist zwar interessant, es lésst sich allerdings auch schnell daraus schlieffen, dass
diese zu simpel ist, um realititsgetreu abbilden zu koénnen. In realen Okono-
mien sieht man zwar oft Konzentration von Vermogen, allerdings ist dieses
extreme Szenario dennoch unwahrscheinlich vorzufinden. Auflerdem wiirde
auf Grund unserer Definition von Reichtum der Besitz von nichts bedeuten,
nicht einmal jegliche Fahigkeiten oder Ziele zu haben, was man einem Agen-
ten aber in der Realitét nicht alles nehmen kann und schon gar nicht allen
aufler einem.

2.3 Extended Yard-Sale Modell

Durch hinzufiigen von zwei weiteren Faktoren wurde das Modell zu einem
etwas realistischeren erweitert: dem extended Yard-Sale Modell (EYSM).
Die erste Anpassung ist eine Umverteilung: Es wird nach jeder Transaktion
ein kleiner Anteil an Reichtum, yAt, von jedem Agenten genommen, wobei y
als Einheit Reichtum pro Zeiteinheit hat. Das gesamte dabei eingesammelte
Vermogen wird anschlieSend gleichméfig auf alle Agenten aufgeteilt. Sei W
der gesamte Reichtum und At die Transaktionszeiteinheit. Damit ergeben
sich folgende neue Formeln:

Aw = yAt (% - w) + anmin(w,z) und (2.3)

w
Ax = xAt (W — E) — anmin(w, T). (2.4)
Die zweite Anpassung des EYSM ist die Beeinflussung der Zufallsvariable 7,
sodass eine Tendenz vorhanden ist, dass der reichere Agent bei einer Trans-
aktion einen Gewinn erzielt. Es bleibt wie bisher n € {—1, 41}, aber der Mit-
telwert soll proportional zur Differenz des Vermogens der beiden handelnden
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Parteien in Realtion zum mittleren Reichtum der gesamten Agenten sein:
E[n] = iy Der Parameter r ist dabei ein Maf fiir den wealth-attained
advantage (WAA): der Vorteil, welchen die Wohlhabenderen durch die Macht
ihres Reichtums erhalten. Der WAA ist ein Modell, das miteinbezieht, dass
Reichtum die Regeln eines Systems beeinflusst. Mit der dadurch verliehenen
Macht kann man beispielsweise seine Mitarbeiter weiterbilden, sodass man
einen Vorteil bei Verhandlungen hat oder bessere Anwélte beziehungsweise
Lobbyisten anstellen, welche Gesetzte fiir die eigenen Transaktionen positiv
beeinflussen konnen.

Im folgenden Kapitel werden einige Annahmen fiir unser Modell spezifiziert,

um das System zu vereinfachen.



3. Die Dynamik der Verteilung
von Reichtum fiir das exten-

ded Yard-Sale Modell

3.1 Verteilung von Reichtum

Die Verteilung von Reichtum wird durch eine Wahrscheinlichkeits-Dichte-
Funktion, P(w, t), dargestellt, sodass das Integral fab P(w, t)dw &quivalent ist
zur erwarteten Anzahl an Agenten, die zur Zeit ¢ ein Vermogen zwischen a
und b besitzen. Wir nehmen fiir die Definition an, dass es genug Agenten gibt,
um zu rechtfertigen, dass man P als stetige Verteilung approximieren kann.
Der gesamte Reichtum ist somit gleichzusetzen mit Wp = [~ wP(w, t)dw
und die Anzahl an Agenten in der betrachteten Okonomie entspricht Np =
fooo P(w,t)dw. Der Erwartungswert einer Funktion f mit Verteilung P ist
definiert als Ep(f] = 5 [~ P(z,t) f(z)dz.

Um die Dynamik des extended Yard-Sale Modells zu beschreiben, miissen
wir erst annehmen, dass es keine Korrelation zwischen dem Reichtum der
verschiedenen Agenten gibt. Demnach geniigt es also, nur die Dynamik der
einzelnen Parteien zu betrachten und es ist nicht notwendig dies auch bei-
spielsweise paarweise durchzufiihren.

Damit ergibt sich folgender Zufallspfad:

Aw = XAt(% — w) + nv/ At min(w, x) (3.1)
mit € {—1,+1} (3.2)

und Efy] = g\/ngvp—_/;. (3.3)

Hierbei ist x ein Wert entnommen aus der P-Verteilung zur Zeit ¢. Der Faktor
VAt entspricht der Proportionalitéitskonstante o von Gleichung (2.3) be-
ziehungsweise (2.4). Weiters wurde fiir r folgende Substitution durchgefiihrt:
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r = (\/At/7, sodass der Parameter ¢ nun den Einfluss des “wealth-attained
advantage“ bei einem Zufallspfad bestimmt. v ist ein Mafl beziiglich des be-
trachteten Zeitraums.

3.2 Entwicklung der Verteilung mittels Fokker-
Planck Gleichung

Um die Entwicklung von P relativ zur Zeit zu approximieren, betrachten
wir den Limes fiir kleine Transaktionen: lim AL TE ] 50 Bei Betrachung des
Grenzwerts, bei dem der gehandelte Reichtum sehr gering wird, reduziert sich
der Zufallspfad zu einer Fokker-Planck Gleichung. Die zu einem Zufallspfad
gehorige Gleichung dieser Art sieht allgemein so aus:

OP <= (=1)" o
oy

ot nl  Jwm

[M,(w,t)P(w,t)], (3.4)
wobei M,, = limas—oIE[(Aw)™/At] ist. Um eine partielle Differentialglei-
chung zu erhalten, welche die Reichtumsverteilung mit dem Limes fiir klei-
ne Transaktionen beschreibt, muss man die Momente des Zufallspfads fiir
At — 0 kennen.

Fiir die Berechnung der Koeffizienten teilt man das Integral bei x = w, um
die Minimumfunktion zu vereinfachen. Beispielhaft wird dies nun fiir M,
angefiihrt:

(Aw>2]
At
= lim Ep [O(At) +nO(VAL) + n’y min(w, w)2]

My(w,t) = lim IEP[

At—0

(3.5)
= Ep[n*y min(w, z)?]

Y, P(x,t) S P(z,t)
_ 2 , 2 ,
—v</0 x N, dx—l—/w w N, dx).

Zur vereinfachten Darstellung von M, und in weiterer Folge M; definieren
wir folgende Grofien:

Ap(w,t) := /woo Pﬁ;t)dx, (3.6)
Lo(w,t) = /0 oL I(;I’f)dx, (3.7)
Bp(w,t) := /0 %%j)dm (3.8)



Damit ergibt sich fiir Ms:
Ms(w,t) = v[2Bp(w,t) + w?Ap(w,t)]. (3.9)

Eine dhnliche Berechnung kann man auch fiir M; durchfithren und kommt
zu folgendem Ergebnis:

1% N N
Mi(w,t) = X(—P - w) - C[ZWPBP(w’t) —2wlLp(w,t) — wQWAp(w,t) +w|.

N P
(3.10)

Weiters lasst sich ermitteln, dass M, = 0 fir alle £ > 2 gilt. Fiir detail-
lierte Berechnungen wird auf [6] verwiesen. Es ist anzumerken, dass Ap und
Lp zwei bekannte Objekte in der 6konimischen Theorie sind: 1 — Ap und
Lp sind die x- beziehungsweise y-Koordinaten der Lorenzkurve, einer gra-
phischen Darstellung statistischer Verteilungen. Diese veranschaulicht das
Ausmafl an Ungleichheit beziehungsweise die relative Konzentration inner-
halb der Verteilung [7].

Nun konnen wir die Ergebnisse der Koeffizienten M,, anwenden und erhalten
damit die Fokker-Planck Gleichung in Zusammenhang mit dem EYSM:

(s an)e] - (% o)y

+i[§(2ﬂ3 WLy — wiav A +w>P} |
ow Wp P P Wp P ‘

Der erste Term auf der rechten Seite erfasst die Transaktionen, der zweite
die Umverteilung von Reichtum und der dritte steht fiir die Auswirkung des
wealth-attained advantage. Fiir den Fall y = ¢ = 0 reduziert sich das System
zum grundlegenden Yard-Sale Modell.

Diese Differentialgleichung ist zu kompliziert um sie analytisch zu l6sen, aber
man kann mit ihr wichtige Resultate ermitteln. Man kann zum Beispiel sta-
tiondre Losungen fiir das YSM und das EYSM iiberpriifen. Der Professor
Bruce Boghosian priifte dies fiir das YSM und fand dabei heraus, dass die
einzige Losung eine sogenannte Oligarchie ist. Eine Oligarchie in einem kon-
tinuierlichen Modell zu beschreiben ist allerdings um einiges komplizierter.
Weitere Untersuchungen ergaben, dass das EYSM eine Phasenverschiebung
aufweist, wenn die Parameter ¢ und y sich verdndern. Fiir { < y existiert eine
nicht holomorphe stationére Losung. Falls aber { > x, verdndert sich das Er-
gebnis drastisch und es bildet sich eine partielle Oligarchie. Es ist notwendig
Oligarchie mathematisch zu definieren und weiters muss die Fokker-Planck
Gleichung fiir { > x neu hergeleitet werden. Es wird gezeigt, dass Oligarchie
als eine nichtstandard Funktion dargestellt werden kann. Die nicht 16sbare

11



partielle Differentialgleichung wird zu einer lésbaren gewohnlichen Differen-
tialgleichung reduziert, die die Entwicklung vom Reichtum der Oligarchie
beschreibt, beziehungsweise einer dhnlichen Fokker-Planck Gleichung fiir die
restlichen Agenten der Okonomie ohne Oligarchie, die wir in weiterer Folge
als normale Agenten bezeichnen werden.
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4. Mathematische Definition von
Oligarchie

Beim Phénomen der Reichtumsverdichtung ist ein endlicher Teil des Vermo-
gens einer Gesellschaft im Besitz von einem minimalen Anteil dieser. Betrach-
tet man dieses Phénomen fiir eine Gruppe von N diskreten Agenten bedeu-
tet das: der Reichste von diesen besitzt einen Anteil des Gesamtvermogens,
welcher aber nicht von der Anzahl an Agenten abhingt. Die mathemati-
sche Beschreibung davon, der Kontinuumslimes, ist hingegen subtiler. Die
urspriingliche Methode dies zu beschreiben wurde mittels Verteilungstheo-
rie gemacht. In dieser Arbeit wird allerdings eine alternative Betrachtung
von Reichtumsverdichtung herangezogen, bei der nichtstandard Analysis be-
nutzt wird. Dies ermoglicht in weiterer Folge auch die Ableitung von einigen
Losungen des Modells.

4.1 Oligarchie allgemein

Als erstes betrachten wir, was Oligarchie intuitiv bedeutet: Sei unsere Okono-
mie eine Gruppe von N verschiedenen Agenten, dann bedeutet konzentriertes
Vermogen P(w) = (N —1)6(w) + §(w — W). Wir arbeiten allerdings mit ei-
nem stetigen System, in dem auch fraktionelle Agenten existieren koénnen.
Wenn also ein halber Agent das gesamte Vermogen der Okonomie besitzt,
dann ist die Verteilung (N — 3)6(w) + 16(w — 2W). Allgemeiner formuliert:
eine Konzentration des Reichtums auf einen minimal kleinen Agenten der

Grofe W, kann man darstellen mit (N — W,)d(w) + W.d(w — 1). Mit diesen

Uberlegungen kann man eine Oligarchie als folgenden Grenzwert darstellen:

Z(w) = limed (w - 1) (4.1)

e—0 €

Hierbei wird der Limes gebildet, nachdem eine passende Testfunktion ange-
wandt wurde. = soll die folgenden drei Eigenschaften besitzen:
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(1) Da die Oligarchie eine nur einfach mogliche Instanz ist, ist = an min-
destens einem Punkt nicht null.

(2) Der gesamte von der Oligarchie besessene Reichtum ist endlich und
nicht null.

(3) Kein anderer Agent hat mehr Vermogen als die Oligarchie.

Wenn also p die Population ohne der Oligarchie beschreibt, so kann = nur
dann ungleich null sein, wenn p null ist, also gilt supp(Z) C supp(p)©. Die er-
sten zwei Bedingungen konnen auch folgendermafien umgeschrieben werden:
Nz =0 und Wz = 1. Aus der dritten kann man folgern, dass [;~ w*Z(w)dw
unbeschrankt fiir £ > 1 ist. = sollte aulerhalb aller kompakten Interval-
le am Tréger definiert sein, also ist der Verteilungsraum nicht passend um
die Funktion zu beschreiben. Weiters werden Integrale, die gegen unendlich
streben, nicht bei der Berechnung von = miteinbezogen. Per Definition gilt:
I35 f(@)de = limy_, o fob f(x)dz. Dieser Grenzwert kann nicht mit jenem aus
(4.1) vertauscht werden, was die Berechnung der Oligarchie schwierig macht,
selbst unter Verwendung der erweiterten Verteilungstheorie.

Um uns das Modifizieren eines geeigneten Raums von passenden Testfunk-
tionen, sodass = kein Nulloperator ist, zu ersparen, behandeln wir = als eine
nichtstandard Funktion. In der nichtstandard Analysis kann man bis zu einer
fixierten unendlichen Zahl integrieren. Wenn man dabei diese fixierte Zahl
passend wiahlt, ist es nicht mehr notwendig den Limes zu bilden. Bevor die
Oligarchie ndher betrachtet wird, notieren wir erst die wichtigsten Definitio-
nen der nichtstandard Analysis, die in weiterer Folge verwendet werden.

4.2 Nichtstandard Analysis: hyperreelle Zah-
len

Der Raum der hyperreellen Zahlen, *IR, besteht sowohl aus allen reellen Zah-
len als auch unendlichen und unendlich kleinen Zahlen, auch infinitesimalen
genannt. Sei e eine positive unendlich kleine Zahl, so gilt fiir jede positive
reelle Zahl r € IR : 0 < € < r. Die Menge der endlichen Zahlen ist definiert
als F'={z € *IR: |z| <n fiur einn € N}. F ist ein Ring und die Menge
der unendlich kleinen Zahlen, I, ist ein Ideal, also eine Teilmenge die das
Nullelement enthélt, von F' mit F//I = IR. Falls z,y € *IR und z — y ist
unendlich klein, dann schreiben wir x ~ y und sagen x ist sehr nah an y.
In dieser Arbeit sei &~ nun nur noch als Aquivalenzrelation der hyperreelen
Zahlen definiert.
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4.3 Anwendung auf die Oligarchie

Nichtstandard Analysis kann verwendet werden, um eine Klasse von hyper-
reellen Dirac-Delta-Funktionen zu bilden. Diese sind keine herkémmlichen
Funktionen, sondern eigentlich eine spezielle irregulére Verteilung mit kom-
paktem Trager [8]. Fiir jedes infinitesimale p bildet 6, *IR auf sich selbst ab.
Die Funktion ist folgendermafien definiert:

-1 fall s
5,(x) = {“ alls |z < 5 (4.2)
0 sonst

Wenn man nun die Funktionen f und J, miteinander integriert, entspricht
das Ergebnis dem Druchschnitt von f im unendlich kleinen Intervall um 0.
Falls f eine stetige Standardfunktion ist, ist das Ergebnis f(0), auch fir das
infinitesemiale Intervall. Das verkorpert allerdings keine echte Dirac-Delta-
Funktion einer nichtstandard Funktion. Dieses Beispiel hebt ein Muster her-
vor, das sehr niitzlich ist: nichtstandardisierte Funtionen sind generell gut
berechenbar, solange sie mit effizient passenden standard Funktionen gepaart
sind. In unserem System ist das einzige nichtstandard Objekt die Oligarchie.
Sei € eine beliebige infinitesimale Zahl, dann wird die Oligarchie als unend-
lichkleiner Agent =, : *IR — IR definiert:

1 falls jw—e!| < § (4.3)
0 sonst

Falls die Verwendung der Infinitesimalitat keine Rolle spielt, so wird dieser
Teil der Definition aufler Acht gelassen. Integriert man die Oligarchie zusam-
men mit 1,w oder w¥, zeigt sich, dass Nz ~ 0, W= = 1 und [w*E (w)dw
endlich fiir £ > 1 ist. Damit sind die drei Eigenschaften der Definition der
Oligarchie erfiillt. Wahlt man ein unendlich kleines p, sodass €/u ~ 0, kann
man die gesamte Reichtumskonzentration darstellen als (N — W,)d,(w) +
Webe(w — 1) &~ N, (w) + WE.(w). Demnach ist die stationidre Losung des
klassischen Yard-Sale Modells P(w) ~ N, (w) + WE.(w).

4.4 Reichtum der Oligarchie

Bei der numerischen Losung ist die stationédre Losung eines Zufallspfades fiir
¢ < x von der Form P(w) = p(w) + cWpZE(w). Im zeitabhéngigen Fall ver-
muten wir P(w,t) = p(w,t) + c(t)WpZ(w) als Losung, wobei p(w,t) eine
hyperreelle Erweiterung einer reellwertigen Funktion ist. Weiters wird fiir p
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angenommen, dass es ein endliches zweites Moment besitzt, sodass B,(co)
ebenfalls endlich ist. Hierbei ist mit dem Symbol “co“der Grenzwert der re-
ellen Zahlen gemeint und nicht eine hyperreelle.

Wir berechnen nun die Koeffizienten M,, der Fokker-Planck-Gleichung. Bevor
wir allerdings die Oligarchie = benutzen, miissen wir noch einen Vorbehalt
einrdumen. Es macht aus mathematischer Sicht zwar die Moglichkeit Sinn
einen Agenten mit sich selbst handeln zu lassen, was dazu fithren koénnte,
dass dieser sich symmetrisch in der Hélfte teilt. Wir verbieten Selbsttrans-
aktionen dennoch, da diese sehr unrealistisch sind und unsere Berechnungen
unnotig komplizierter gestalten wiirden.

Um diesen Selbsttransaktionen vorzubeugen, betrachten wir nun zwei ver-
schiedene Szenarien: die Oligarchie interagiert mit einem anderen Agenten
beziehungsweise ein normaler Agent interagiert mit einem anderen. Im er-
sten Fall haben wir einen Agenten mit Reichtum w = c(¢t)We™!. Somit ist
das erste Moment des Zufallsweges:

c(t + At)Wpe™t — C(t)WPE_l]

Ml(w,t) = lim ]Ep[

At—0 At
c(t + At)Wpe™t — c(t)Wpe™? (4.4)
= lim
At—0 At
= Cl<t>Wp€71

Diese Vereinfachung entsteht, da die Oligarchie im eigentlichen Sinne eindi-
mensional ist - sie ist eher ein Punkt als ein Dichteprofil.

Betrachten wir auf der anderen Seite den Zufallspfad, bei dem das Intgral
iiber IR betrachtet wird, da wir das einzige hyperrreele Objekt, die Oligarchie,
nicht betrachten, sieht das erste Moment so aus:

4% : / : _
My (w,t) = X(WP - c(t)Wpe_1> + AliglolEp [77 %mln(c(t)Wpe L)

~ X(% - c(t)wpal) + /IR %Cw(c(t)wpel - a;)p(f\}”dx.
(4.5)

Die Minimumfunktion ist nur z, da ¢! > z fiir alle x € IR. Unter der
Annahme W, = Wp(1 — ¢(t)) konnen wir die beiden Ausdriicke fiir das erste
Moment gleichsetzten und kommen somit auf folgendes Ergebnis:

d(t)Wpe ! = X(% —c(t )I/Vpe_1 + —C/ HWpe ™t — x)p(m’t)da:
_ X(% - c(t)Wpe_1> + <(c<t)wp<1 —e(t))et - WﬂPBp(oo)),
(4.6)
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d(t) ~ ( L N

([ — G Brle) —xe®) + e —etw)). (47)

Nachdem angenommen wurde, dass B,(co) endlich ist, ist eB,(co) infinitesi-
mal. Somit ist weiters

(1) = e(t)(=x + C(1 —c(t))), (4.8)

was man vereinfachen kann zu

(1) ~ Ce(t) {(1 - %) - c(t>] (4.9)
Diese Gleichung macht Sinn fiir den Reichtum der Oligarchie, auf die wir
zuriickkommen, nachdem wir die normale Population beschrieben haben.

4.5 Normale Agenten

Wir betrachten nun die Ableitung der Fokker-Planck-Gleichung fiir normale
Agenten. Wir nehmen an, dass w von p repréasentiert wird. Die Quantitdten
A,, L, und B, kénnen zu hyperreellen Funktionen erweitert werden. Es gilt
Ap(w) = Ap(w) und Bp(w) ~ B,(w) fiir alle w € IR, wobei Ap und Bp
Integrale iiber den hyperreellen Zahlen sind. Weiters gilt
Yo p+e(t)WpE
Lp(w) ~ re———dx ~ (1 — ¢(t))L,(w) (4.10)

o Wp/(1—c(t)) g
mit reellem w.
Wir kénnen M, nun berechnen wie in (3.9), mit dem Unterschied dass die
Integrale iiber den hyperreellen Zahlen sind und nicht iiber den Reellen.

0<x<w

(Aw)Q}
At

— [2Bp(w, 1) + wQAp(w t)]

~ 7[2Bp(w, t) + w2Ap(w7 t)]

Ms(w,t) = lim IEP[

At—0

) (4.11)

Der Transaktionsterm bleibt unverdndert, da die Oligarchie die Grofle der
Transaktionen nicht beeinflusst, weil diese begrenzt ist durch den Reichtum
des drmeren Agenten. Betrachte nun M:

W N N
M (w, 1) zX(Wp—w)—g[2@Bp+2w(1—c(t))Lp—w2WPAp+w . (4.12)
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Wir verwenden ab jetzt den gesamten Reichtum Wp, da dieser eine Erhal-
tungsgrofe ist, auch im superkritisches System. Wir erhalten nun ein neues
System an fithrenden Gleichungen fiir das superkritische System, das bis hin
zur Infinitesimlitat gilt:

P(w,t) = p(w,t) + c(t) WpE(w), (4.13)
fl_i R Cc(l — % — c), (4.14)

Wi 8] -

+ o [C(2W£PBP —2w(l—c)L, — %szP . w)p] (4.15)

ow
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5. Superkrtisches System

Wir bestimmen nun die Variable ¢(t) nach Gleichung (4.9), indem wir eine
Trennung der Variablen vornehmen:

(C—x)t
~ . X Cpé
e(t) ~ (1 <> e T IoT (5.1)

Es gibt zwei fixe Punkte: ¢ & 0 und ¢ = 1 — %( Die Oligarchie ist stabil
wenn ¢ > x, also genau wenn ¢ &~ 1 — X positiv ist. Nun stellt sich noch die
Frage nach dem Wert von ¢y. In diskreten Systemen ist die Oligarchie der
reichste Agent, also wiirde man erwarten, dass ¢y zumindest so grof} ist wie
der durchschnittliche Reichtum der Agenten, also ¢y > Wp/N.

Es werdem im folgenden verschiedene Methoden verwendet um die analy-
tisch schwer l6sbare Differentialgleichung zu l6sen. Als erstes nehmen wir die
Monte Carlo (MC) Simulation zur Hilfe, ein stochastischer Ansatz zur Simu-
lation verschiedener Prozesse, bei dem mittels Wahrscheinlichkeitstheorie,
insbesondere dem Gesetz der grofien Zahlen, gearbeitet wird [9]. Die Monte
Carlo Simulation fiir Zufallspfade bestétigt die stationdre Losung der Olig-
archie (sieche Abbildung 5.1). Sie verifiziert weiters, dass der Reichtum der
Oligarchie sich entwickelt wie in der Differentialgleichung (4.15) beschrieben
wird, obwohl die Zeitskalen hierbei nicht iibereinstimmen (siche Abbildung
5.2). Die kleine Diskrepanz zwischen stetigen und diskreten numerischen Si-
mulationen konnen auf den Effekt einer endlichen Population zuriickgefiihrt
werden, die eine schwache Korrelation zwischen den Reichtiimern einzelner
Agenten einfiihrt. Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein numerisches
Verfahren zur Losung komplexer Probleme [10].
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Abbildung 5.1: [1]

Die Achsen des Graphen sind der Reichtum des reichsten Agenten (¢) und
die Relation ¢/x einer Monte Carlo Simulation.

Mit zunehmender Gréfle der Simulation, nédhert sich die Verteilung der vor-
hergesagten theoretischen Kurve an: 0 fiir ¢ < y und 1 — x/( fiir ¢ > y. Fiir
X/C > 1 besitzt der reichste Agent Vermégen der Groflenordnung 1/N.
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Abbildung 5.2: [1]
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Abbildung 5.2 zeigt den Vergleich der Approximationen von ¢(t) mittels der
Monte Carlo Simulation, der Finite-Element Methode und dem theoretischen
Ergebnis, jeweils mit y = 0.8, ( = 1.2 und ¢q = 1/521.

In der MC Simulation wurde N = 521 und a = 0.001 verwendet. Die Ergeb-
nisse der FEM stimmen mit der Theorie nahezu iiberein. Man vermutet, dass
die Unterschiede der MC Simulation auf endliche Populationseffekte zuriick-
zufiithren sind.

Die Stabilitdt von p stimmt mit folgendem subkritischen System iiberein.
Setzten wir Op/0t = 0 und ¢ = 1 — %, und schreiben den Gesamtreichtum

folgendermaBen um: Wp =W, /(1 — ¢) = XW,, so erhalten wir:

¢
o= L b (o] - 2[5 - )]
8?1} [(2)(5{/\[ B,(w) — 2xwLy(w) — X%szp(w) + Cw)p]
R P (5.2)
- Z ()] - (-]
+ % X (2%Bp<w> — 2w, (w) - %wzflp(w) )]

Das ist die stationdre Losung der Differentialgleichung (4.15) mit x und ¢
vertauscht. Daraus kann man schlielen, dass die stationdre normale Popula-
tion in einem superkritischen System genau einem subkritischen System ent-
spricht, bei dem y und ( vertauscht sind und W = %Wp gilt. Diese Dualitét
zeigt, dass in Bezug auf stationére Losungen nur der Fall ¢ < x betrachtet
werden muss.
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Abbildung 5.3: [1]

Abbildung 5.3 zeigt den Vergleich von drei verschiedenen numerischen Me-
thoden zur Berechnung der Verteilung p mit Parametern y = 0.8 und { = 1.2.
Simulationen der Stabilitdt von p sind konsistent bei der Anwendung dreier
verschiedener numerischen Methoden, wie man in Abbildung 5.3 sehen kann.
Die Monte Carlo Simulation verwendet Zufallspfade in einem diskreten Sy-
stem, die Finite-Element Methode verwendet die ungebundene Gleichung
(4.15) und die Shooting Methode das System, das die Oligarchie beinhaltet
mit (3.11).
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6. Validierung des Modells

Der wichtigste Test fiir die Validierung eines Modells ist der Vergleich zu rea-
len Daten. Dies wurde fiir das in dieser Arbeit beschriebene Modell fiir die
Okonomie der Vereinigten Staaten von 2013, mittels der “Survey of Consu-
mer Finances report“ und “the Forbes 400’s list“ mit den 400 reichsten Per-
sonen, durchgefithrt. Dafiir wurden die Parameter ¢ und x passend gewéhlt:
¢ = 0.024 und x = 0.022. Die Abbildung 6.1 zeigt die passende Lorenzkurve.
Die Approximation mit unserem Modell ist im Vergleich mit den realen Wer-
ten sehr akurat. Die einzige grole Abweichung tritt fiir negativen Reichtum
auf. Negative Werte miteinzubeziehen ist relevant um Schulden darstellen zu
konnen. Dies stellt allerdings kein bleibendes Problem dar, da im EYSM auch
negativer Reichtum moglich ist. In weiterfithrenden Arbeiten kann man daher
die Moglichkeit verschuldet zu sein in das Modell einbeziehen und passend
weiterentwickeln.

" Fit of the EYSM to the U.S. distribution of wealth

= = EYSM with redistribution
0.9 —— SCF 2013 with Forbes 400

o
=}

N

Cumulative wealth
© o o o
N w S (4}

o©
o

o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Cumulative population

Abbildung 6.1: [1]
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7. Zusammenfassung

Die ungerechte Verteilung von Reichtum ist auf der ganzen Welt ein Problem,
das weiter an Bedeutung zunimmt. Dennoch gibt es wenige 6konomische Mo-
delle, die treffsicher die enorme Ungleichheit in modernen Okonomien vor-
hersagen konnen. Ein Grund dafiir ist, dass die meisten Modelle sich primér
mit dem statischen Verhalten beschéftigen. In dieser Arbeit wurde ein ma-
thematischer Rahmen geschaffen, um die Konzentration von Reichtum zu
verstehen und in weiterer Folge die Veréinderung der Verteilung einer Okono-
mie, die im Extended Yard-Sale modell beschrieben wird, zu analysieren. Es
wurde gezeigt, dass das EYSM dazu tendiert eine Population in zwei Klas-
sen zu unterteilen: eine Oligarchie und eine normale Population, von der der
Reichtum gebunden ist an jenen der Oligarchie.

Es wurden einige Annahmen getroffen, um es zu ermoglichen diese Systeme
aufzustellen und zu analysieren. Als erstes haben wir den Zufallspfad mit
drei Faktoren beschrankt: Transaktionen, Umverteilung und wealth-attained
advantages. Weiters wurden Faktoren wie Immigration, Inflation, Produk-
tion oder Konsumation nicht miteinbezogen. Professor Boghosian hat diese
Faktoren in seiner Arbeit analysiert und ist zum Schluss gekommen, dass
diese die Verteilung von Reichtum nicht verédndert haben.

Es wurde weiters angenommen, dass bei Transaktionen eine der Parteien ver-
lieren muss, sodass die andere Gewinn machen kann.

Bei der Definition der Fokker-Planck-Gleichung haben wir weitere Annah-
men getroffen: dass P und p als stetig angenommen werden koénnen, dass
die Menge an ausgetauschtem Reichtum sehr klein ist und dass der Reich-
tum der verschiedenen Agenten unabhéngig voneinander ist. Die Validierung
dieser Annahmen kann durch die Konstanz von numerischen Losungen ge-
zeigt werden. Sowohl die Monte Carlo Simulation, die auf Zufallspfaden mit
disktretem Reichtum und Agenten basiert, als auch die Finte-Elelemente Me-
thode, die die Gleichung verwendet, ergeben fast identische Ergebnisse.
Schlussendlich wurde eine Notation fiir eine Oligarchie eingefiihrt, wobei
nicht standardisierte Analysis verwendet wurde. In der Definition der Olig-
archie wird = als ein linearer Operator definiert, der folgendermaflen abbil-
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det: f(s) = limsof(s)/s. Um dies umzusetzen, ist es notig den Definiti-
onsbereich von = anzupassen. Die Verwendung von nichtstandard Analysis
ermoglicht die vereinfachte Berechnung solange hochstens ein unendliches
Objekt existiert, was bei dem definierten Modell gewéhrleistet ist, da es nur
eine einzige Oligarchie geben kann. Der Funktionsraum wird somit relativ
simpel, da Standardfunktionen ersetzt werden durch hyperreelle Delta Dirac
Funktionen. Grenzwerte kénnen somit ersetzt werden durch infinitesimale
und unendliche Werte, was Ausdriicke wesentlich vereinfachen kann, falls
diese passend gewéhlt werden. Weiters ist hervorzuheben, dass der Reichtum
der Oligarchie seine Abhéngigkeit zu dem der anderen verliert, sodass wir
schlussendlich zwei separate Gleichungen fiir die Verteilung des Reichtums
der Oligarchie und der normalen Agenten erhalten.
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