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Abstract

Bike-Sharing-Systems haben sich weltweit rasch entwickelt und werden als eine viel-
versprechende Moglichkeit angesehen, um den stadtischen Verkehr und die Umwelt-
verschmutzung zu verringern. Bei der Analyse von Bike-Sharing-Systems gibt es
allerdings viele Schwierigkeiten und Herausforderungen, welche unter der Betrach-
tung einiger allgemeiner Faktoren zu bewiltigen sind. In dieser Seminararbeit wird
zunachst auf die Grundlagen eines Bike-Sharing-Systems eingegangen, um zwar so-
wohl auf die mathematischen als auch auf die allgemeinen Grundlagen. Aufbauend
auf diesen Grundlagen wird ein allgemeineres Bike-Sharing-System anhand einiger
heavy traffic conditions (Betrachtung eines Verkehrssystems mit hoher Auslastung)
eines geschlossenen Warteschlangennetzwerkes mit nicht exponentiellen Faktoren
betrachtet. Daraufthin werden anhand des Systems verschiedene fluidskalierte und
diffusionskalierte Gleichungen und Prozesse, auf Basis der Anzahl der Fahrrédder,
sowohl in den Stationen als auch auf den Strecken aufgestellt. Dariiber hinaus kon-
vergieren die skalierten Prozesse fiir die Anzahl der Fahrrader in den Stationen und
auf den Strecken in Verteilung gegen Brownsche Bewegungen, woraus einige fluid
und diffusion limit Theoreme aufgestellt werden.
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1 Einleitung

Bike-Sharing-Systems sind wichtige Mdoglichkeiten, welche uns fiir den 6ffentlichen
Verkehr zustehen, in Bezug auf Zugéinglichkeit und Leistbarkeit. Sie sind in iiber
600 Stadten verteilt, des Weiteren sind diese Systeme umweltfreundlich, reduzieren
Staus, es gibt weniger Parkplatzprobleme und weniger Larmbeldstigung. Allerdings
ergeben sich zwei wichtige operative Probleme bei solchen Systemen:

i. Leere Stationen: Es muss bei jeder Station mindestens ein Fahrrad geparkt
sein, damit sich ein Kunde jederzeit ein Rad ausborgen kann.

ii. Volle Stationen: Es miissen geniigend Parkplitze in den Stationen bereitgestellt
werden, damit ein Kunde sein Fahrrad auch wieder abgeben kann.

Daher werden die leeren und die vollen Stationen als Problemstationen bezeichnet.
Bei der Untersuchung dieser Problemstationen wurden schon effiziente Mafnahmen
entwickelt wie beispielsweise zeitinhomogene Nachfrageprognosen, durchschnittliche
Fahrradbestinde, zeitnahe Fahrradnachfiihrung und Wahrscheinlichkeitsanalysen.
Dariiber hinaus wurden Warteschlangen und Markow Prozesse fiir die Charakteri-
sierung dieser Probleme betrachtet. Ein wichtiges Merkmal dabei sind die zufélligen
Ankunftszeiten von Fahrradnutzern und ihre zufélligen Fahrtzeiten. Im Allgemeinen
ist die Analyse von Bike-Sharing-Systemen mit zufilligen Ankiinften von Kunden
und allgemeinen Fahrtzeiten immer sehr schwierig und herausfordernd, weil kom-
pliziertere geschlossene Warteschlangennetzwerke mit mehreren Klassen eingerich-
tet werden miissen. Hierfiir konnen Fluid- und Diffusionsndherungen eine effektive
und gute Methode fiir die Untersuchung allgemeinerer Bike-Sharing-Systeme sein.
Dies motiviert uns in dieser Seminararbeit, Fliissigkeits- und Diffusionsgrenzen fiir
allgemeinere groft angelegte Bike-Sharing-Systeme zu entwickeln. Fluid- und Diffu-
sionsniherungen werden normalerweise fiir die Analyse von allgemeineren, grofen
und komplizierten Warteschlangennetzen genutzt.

Aufbau der Arbeit: Der Aufbau der Arbeit ist viergeteilt. Der erste Teil besteht
darin, einen allgemeinen Uberblick {iber Bike-Sharing-Systems zu geben. Dazu wird
ein Einblick in die mathematische Grundlage der Arbeit gegeben, um zwar werden
die Grundziige der Warteschlangentheorie erlautert.

Im zweiten Teil wird auf Basis dieser Grundlagen ein allgemeineres, grof angelegtes
System zur gemeinsamen Nutzung von Fahrrddern angelegt, welches die unterschied-
lichen Ankunftszeiten sowie die unterschiedlichen Fahrtzeiten der Nutzer beinhaltet.
Des Weiteren folgt die Einrichtung eines mehrklassigen geschlossenen Warteschlan-
gennetzwerkes aus den praktischen Faktoren des Bike-Sharing-Systems, wobei die
Fahrrader als Kunden des Systems betrachtet werden und sowohl die Stationen als
auch die Strecken als Bedienstationen betrachtet werden. Dabei ist zu beachten,



dass die Kunden (d. h. die Fahrrider) bei den Stationen nur in eine Klasse einge-
teilt sind, wihrenddessen die Kunden auf den Strecken in zwei verschiedene Klassen
aufgeteilt werden. Dies folgt aus den verschiedenen Ubergangswahrscheinlichkeiten
und Fahrtzeiten.

Im dritten Teil der Arbeit werden Prozesse eingerichtet, welche die Warteschlangen-
lange des mehrklassigen geschlossenen Warteschlangennetzes durch Beobachtung der
Kunden an den Stationen und auf den Strecken beschreibt. Mithilfe dieser Prozesse
werden verschieden Gleichungen aufgestellt, welche zur Formulierung einiger Theo-
reme bendtigt werden.

Im letzten Teil der Arbeit werden verschiedene Néherungen der aufgestellten Pro-
zesse betrachtet, um zwar konvergieren die Prozesse, welche die Anzahl der Kunden
in den Stationen und auf den Strecken in Verteilung gegen Brownsche Bewegungen.

Verweise: Diese Arbeit basiert auf dem Werk Fluid and Diffusion Limits for Bike
Sharing Systems von Quan-Lin I, Zhi-Yong Qian und Ru-Na Fan, von welchem auch
die Notationen iibernommen wurden [1]. Des Weiteren wurden fiir die mathemati-
schen Grundlagen der Arbeit das Skriptum Warteschlangentheorie von Karl Grill
von der Technischen Universitdt Wien [2] und die Dissertation Diffusionsapprozi-
mation von Warteschlangensystemen mit Gruppenbedienung von Dipl.-Math. Lars
Dohse von der Technischen Universitit Clausthal verwendet [3].

2 Grundlagen

2.1 Allgemeine Grundlagen

Bei einem Bike-Sharing-System handelt es sich um eine Form des Fahrradverleihs,
welches der Offentlichkeit zur Verfiigung steht. Dabei sind die Fahrriider entweder
im Offentlichen Raum oder an Stationen zuginglich. Solche Systeme werden von
Unternehmen im Auftrag von Gemeinden eingerichtet. Meist werden solche Syste-
me fiir kurze Fahrtstrecken genutzt mit dem Vorteil, dass die Kunden sich nicht um
die Wartung und das sichere Abstellen des Rades kiimmern miissen.

Arten:

e Mitgliedschaft: Als Mitglied kann der Kunde einen Mitgliedsausweis herzeigen
oder es besteht auch die Moglichkeit, einen Chip am Fahrrad anzuwenden.

e Stationsgebunden: In einem geografisch begrenzten Bereich (beispielsweise in
einer Stadt) sind Stationen verteilt, an denen man sich ein Fahrrad ausborgen
kann und bei Beendigung der Fahrt wieder an einer anderen Station zuriick-
bringen kann. Das Bike-Sharing-System, womit wir uns spéter in der Arbeit
befassen, wird diesem Typ sein.

e Stationslos: Hier werden die Fahrrader in der Stadt verteilt und die Kunden
konnen diese mithilfe von GPS und einer App aufsuchen und benutzen.



Anbieter: Dieser wachsende Markt wurde mittlerweile von einigen Unternehmen als
Geschaftsmodell entdeckt, um Besuchern und Einwohnern von Stiddten ein umwelt-
freundliches Fortbewegungsangebot zu machen, ohne dass diese sich um Investitions-
oder Betriebskosten kiimmern miissen. Betrieben werden solche Mietsysteme vor al-
lem im Ausland meist durch verschiedene Aufenwerbungsunternehmen wie iHeart-
Media (Smartbikes) oder Gewista (Citybike Salzburg und Citybike Wien).

Probleme und Kritik: Ein grofses Problem stellt der Vandalismus dar, um zwar
mit Schiden, die nicht nur durch die unsachliche Behandlung der Réader hervor-
gehen, sondern auch durch deren mutwillige Zerstéorung und Diebstahl. Dies stellt
einen Mehraufwand fiir die Anbieter dar, welcher entweder auf die Benutzer oder auf
die ausschreibenden Gemeinden abgewélzt wird. Bei manchen Fillen fiihrte dies so-
gar zum Riickzug aus dem Markt. Beispielsweise zog sich der in Hongkong anséssige
Betreiber Gobee Bike Anfang 2018 nach nur vier Monaten aus dem franzdsischen
Markt zuriick, nachdem er schon zuvor in Briissel aufgegeben hatte. Dort waren
namlich bis zu 60 Prozent der Réder beschédigt oder entwendet worden.

2.2 Mathematische Grundlagen

Fiir die Charakterisierung der Problemstationen in einem stationengebundenen Bike-
Sharing-System wurden Warteschlangen und Markov Prozesse betrachtet. In dieser
Arbeit wird ausschlieflich mit Warteschlangen gearbeitet. Die Folgenden Inhalte
basieren zum Grofteil aus [2] und [4].

Warteschlangentheorie:

Die Warteschlangentheorie bedient sich zur Beschreibung von Bedienungssystemen
eines einfachen Grundmodells. Dieses Grundmodell besteht aus einem Bedienungs-
system, welches iiber ein oder mehrere Bedienschaltern verfiigt, und einem Warte-
raum. Wenn Kunden in das System einfallen, treffen sie einzeln und zu zufilligen
Zeitpunkten vor einem Schalter ein. Sofern mindestens einer der Bedienschalter zur
Verfiigung steht, wird ein ankommender Kunde sofort bedient, andernfalls muss er
sich im Warteraum in eine Warteschlange einreihen und warten bis er an der Reihe
ist.

Das Grundmodell kann auf vielfiltige Weise variiert werden:

e Die Kunden konnen gruppenweise in das System einfallen oder sie konnen in
Gruppen bedient werden (Wartesysteme mit Gruppenbedienung).

e Kunden kénnen das System vorzeitig verlassen, noch bevor sie bedient wur-
den. So ein Modell konnte man beispielsweise bei einem Lebensmittelhandel
anwenden (wenn die Ware verdorben ist, kommt sie gar nicht erst in den Ver-

kauf).

e Auch die Bedienungsgerite konnen eingeschrinkt werden, sodass nicht jeder
Kunde auf jedes Geriit zugreifen kann (Bedienungssysteme mit eingeschriank-



ter Erreichbarkeit). Anwendung: Fertigungsstraken mit dedizierten Maschinen,
Koppelanordnungen in einem Fernsprechnetz.

e Finige Kunden scheuen sich, in das Bedienungssystem einzutreten, weil ihnen
die Warteschlange zu lang erscheint.

Der Strom der ankommenden Kunden wird durch einen sog. Erneuerungsprozess
beschrieben. Dazu stelle man sich alle Kunden in der Reihenfolge ihrer Ankiinfte
durchnummeriert vor. Sei nun I, eine Folge von stochastisch unabhingig und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen, welche die Zwischenankunftszeit beschreibt. Die nte
Zwischenankunftszeit ist die Zeitspanne zwischen der Ankunft des (n—1)ten und des
nten Kunden. Der Kehrwert des Erwartungswertes von den [,, wird mit A bezeichnet

(=)= und gibt an, wie viele Kunden im Durchschnitt pro Zeiteinheit in das

o)
L[]
System einfallen.

Mit S,,n = 1,2, ... bezeichnen wir eine Folge von stochastisch unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen, welche die Bedienzeit des nten Kunden darstel-

1
m) und
gibt an, wie viele Kunden im Durchschnitt pro Zeiteinheit von dem Bedienungs-
system abgefertigt werden konnen. p wird auch als Bedienrate bezeichnet. Wenn
mehrere parallele und gleichartige Bedienungsgerédte vorhanden sind, so erhéht sich
die Bedienrate entsprechend der Anzahl der Gerite.

len. Der Kehrwert des Erwartungswertes wird mit p bezeichnet (= p =

Weiters ist es wichtig, eine Abfertigungsdisziplin festzulegen, welche angibt in wel-
cher Reihenfolge die Kunden im Warteraum ausgewahlt werden, um ihren Bedien-
vorgang zu beginnen.

Folgende Disziplinen sind gebréuchlich:

e FIFO: (First in First out) Hier werden die Kunden in der Reihenfolge abge-
fertigt, in der sie in das System eingetreten sind.

e LIFO: (Last in First out) Hier geschieht die Abfertigung der Kunden in um-
gekehrter Reihenfolge als im FIFO-Verfahren.

e SIRO: (selection in random order) Beim SIRO-Verfahren wird der néchste
Kunde zufillig ausgewahlt.

¢ Round Robin: Bei diesem Verfahren haben die Bedienstationen Zeitbeschrin-
kungen. Also kann ein Kunde ein Bediengerdt nur eine bestimmte Zeit benut-
zen, sollte er dariiber hinaus noch mehr Zeit ben6tigen, miisste sich der Kunde
neu in die Warteschlange einreihen und warten bis er an der Reihe ist.

Warteschlangen werden gekennzeichnet mit der Notation A/B/c/m. A und B be-
zeichnen die Verteilung der Zwischenankunftszeiten und der Bedienzeiten. ¢ be-
schreibt die Anzahl der parallel arbeitenden Bediener und m stellt die Kapazitét



des Warteraums dar. Beispielsweise beschreibt die Notation M/G/2/4 ein Warte-
schlangensystem mit exponentialverteilten Zwischenankunftszeiten, beliebig verteil-
ten Bedienzeiten, zwei parallel arbeitende Bediengerite und ein Warteraum, in dem
maximal 4 Kunden warten konnen.

Um die Leistung des Warteschlangensystems zu bewerten, bendtigt man verschie-
dene Prozesse:

e (N;)i>0 beschreibt wie viele Kunden sich zur Zeit ¢ im System aufhalten.

e (V,)nen ist der Prozess der aufeinanderfolgenden Verweilzeiten. Also bezeich-
nen die Zufallsvariablen V,, die Zeit, in der sich der nte Kunde im System
aufhalt.

Die Berechnung der Erwartungswerte kann mithilfe verschiedener Methoden der
Theorie der stochastischen Prozesse herangezogen werden. Doch héngt dies sehr
stark von den Verteilungen der Zwischenankunftszeiten und der Bedienzeiten ab,
sowie ob zeitabhingige oder stationdre Grofen verwendet werden sollen. Damit ist
schon das Grundmodell der Warteschlangentheorie sehr komplex und kann nicht
immer eindeutig gelost werden, daher werden oft Ndherungsformeln verwendet. Eine
dieser Formeln (von Allen-Cunnen) wire beispielsweise fiir die mittlere Anzahl der
Kunden im System (im stationéren Fall):

2, 2
E[N] ~ —/—— - /pctl - Gt

=, 5 +p-c

In dieser Formel beschreibt p die Auslastung des Systems, der Wurzelterm die War-
tewahrscheinlichkeit, ¢? und ¢% bilden Variationskoeffizienten der Zwischenankunfts-
zeit und der Bedienungszeit. Aus der Formel ist zu erkennen, dass die Anzahl der
Kunden im System grofer wird, wenn die Auslastung des Systems und die Varia-
tionskoeffizienten wachsen. Daher sollte man geniigend Kapazititen bereitstellen
oder die Variabilitdt des Systems geringhalten, um eine kiirzere Warteschlange zu
bekommen.

Um die mittlere Verweilzeit E[V] zu bekommen, kann man die Formel von Little
heranziehen. Diese Formel besagt

A beschreibt hier wieder die Ankunftsrate des Systems. Also besagt Littles Gesetz,
dass die durchschnittliche Anzahl von Kunden E[N] in einem Warteschlangensystem
gleich dem Produkt ihrer durchschnittlichen Ankunftsrate A und ihrer durchschnitt-
lichen Verweildauer E[V] ist. Dies impliziert bemerkenswerter weise, dass das Ver-
halten des Systems vollkommen unabhéngig von den benutzten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen ist und somit keine Annahmen iiber die Verteilung der Ankunftszeiten
oder die Abfertigungsdisziplin getroffen werden miissen. So ist die durchschnittliche
Wartezeit beim FIFO-Verfahren genauso grofs wie beim LIFO-Verfahren.

Naherungen: Die zwei wichtigsten Ndherungen, um Warteschlangen zu 16sen, sind
die Fluidapproximation und die Diffusionsapproximation. Diese wurden entwickelt
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aufgrund der Schwierigkeit, Warteschlangen exakt zu lésen [3].

Fluidapproximation:

Bei der Fluidapproximation ist die Idee, den stochastischen Prozess der Warteschlan-
genldnge auf einen deterministischen Prozess zu reduzieren. Anschaulich betrachtet
wird eine Fliissigkeit mit einer vorgegebenen Ankunftsrate in ein System gegossen
und mithilfe einer vorgegebenen Bedienrate wieder abgeflossen. Der Nachteil der
Fluidapproximation ist, dass die stochastische Qualitit der Warteschlange komplett
vernachlissigt wird. In verschiedenen Literaturen wird gezeigt, dass dieser deter-
ministische Prozess der Grenzwert einer entsprechend normierten Folge von War-
teschlangenprozessen ist. Diese Konvergenz beruht auf einer Verallgemeinerung des
starken Gesetzes der grofen Zahlen. Bei diesem Vorgehen wird die Verteilung der
Warteschlangenldnge auf ihr erstes Moment reduziert, weshalb dann nur noch Vor-
hersagen iiber ihren Erwartungswert moglich sind. Spéter werden wir fiir die Fluid
Limits ebenfalls eine Folge unseres Systems betrachten.

Diffusionsapproximation:

Im Gegensatz dazu basiert die Diffusionsapproximation auf einer Anpassung des zen-
tralen Grenzwertsatzes an Summations- und Zahlprozesse. Bei dieser Approximation
ist der Grenzwert von einer entsprechenden normierten Folge von Warteschlangen-
prozessen eine Brownsche Bewegung (also ein zentrierter stochastischer Prozess).
Das heifst, in gewisser Weise wird die Verteilung der Warteschlangenlinge durch
eine geeignete Skalierung und eine passende Grenzbetrachtung auf ihre ersten zwei
Momente reduziert.

3 Modell Beschreibung

In diesem Abschnitt werden wir ein allgemeineres Modell eines Bike-Sharing-Systems
beschreiben, welches N verschiedene Stationen und N (N — 1) verschiedene Strecken
besitzt, mit zufilligen Ankunftszeiten und zufilligen Fahrtzeiten. In diesem System
kommt ein Kunde an einer nicht leeren Station an, mietet sich ein Fahrrad, benutzt
es fiir eine Weile und bringt es zu einer anderen Station zuriick, worauthin der
Kunde das System wieder verldsst. Wenn ein Kunde an einer leeren Station ein Rad
ausborgen mochte, verldsst er das System sofort. Im Folgenden definieren wir uns
verschiedene operative Parameter und mathematische Prozesse [1]:



(1)

(3)

Stationen und Strecken: Wir gehen wie schon erwdhnt davon aus, dass
unser System N verschiedene Stationen und N (N — 1) verschiedene Strecken
beinhaltet, wobei eine Strecke die Verbindung zwischen zwei Stationen dar-
stellt. Wir gehen weiter davon aus, dass zur Zeit ¢ = 0 in der i-ten Station
C; Fahrrader und K; Parkpldtze vorhanden sind, wobei 1 < (; < K; < o0
fiir: = 1,...,N und Zf\;l C; > Kj. Die letzte Bedingung bedeutet, dass die
Anzahl der Fahrrader im System grofer ist als die Anzahl der Parkplitze in
den einzelnen Stationen. Dies impliziert, dass es vorkommen kann, bei der
Riickgabe eines Fahrrads an einer vollen Station zu verweilen.

Ankunftsprozess: Die Ankunft der Kunden in jeder Station kann als all-
gemeiner erneuerbarer Prozess beschrieben werden. Fiir die Station j, sei
u; = {u;(n),n > 1} eine Folge unabhéngig und identisch verteilter Zufallsva-
riablen, welche die Ankunftszeiten beschreiben. Genauer beschreibt u;(n) > 0
die Zeit zwischen dem (n — 1)ten Kunden und des nten Kunden. Wir gehen
davon aus, dass u;(n) den Erwartungswert 1/); und die Varianz ¢, ; besitzt.

Riickgabezeiten:

(3.1) Die erste Riickgabe: Wenn sich ein Kunde von der Station ¢ ein Rad
ausborgt, fahrt er mit der Wahrscheinlichkeit p;_,; zur Station j, mit
Z]A;z pi—; = 1. Die Fahrtzeit eines Kunden auf der Strecke i — j wird

beschrieben durch UZ(E]». Die Fahrtzeit ist allgemeinverteilt mit Erwar-

tungswert 1/ /L&)j und Varianz c;ll-) _,;- Wenn in der Station j ein Parkplatz
frei ist, gibt der Kunde sein Rad ab und verlésst sofort das System. Sei
nun 7* = ri(n),n > 1 eine Folge von routing selections fiir i,j = 1,..., N

mit ¢ # j, wobei T;(n) = 1 bedeutet, dass der nte Kunde ein Rad

von der Station ¢ ausborgt und direkt zur Station j fahrt, somit gilt
P{r;(n) =1} =pij.

(3.2) Die zweite Riickgabe: Sollte der erste Versuch ein Fahrrad zur Station
j zuriickzubringen fehlschlagen (da kein Parkplatz in der Station frei war),
so muss der Kunde zu einer weiteren Station [; mit der Wahrscheinlichkeit
iy, Mit Zﬁ;j aj—;, = 1, fahren um dort sein Gliick zu versuchen.

Die Fahrtzeit betrdgt hier v'? fiir die Strecke J — l;. Diese Fahrtzeit

J—=h
ist ebenfalls allgemein verteilt mit Erwartungswert 1/ ,ug.i)ll und Varianz
gQJLh. Wenn bei der Station /; mindestens ein Platz frei ist, so gibt der

Kunde sein Fahrrad ab und verldsst sofort das System.

(3.3) Die (k + 1)te Riickgabe: Hier gehen wir davon aus, dass der Kunde
bereits £ mal versucht hat sein gemietetes Rad zuriickzubringen, jedoch
immer gescheitert ist. Somit muss er auf den (k + 1)ten Versuch hof-
fen. Somit fahrt er von der {,_; vollen Station zur [ ten Station mit der
Wabhrscheinlichkeit oy, |, , mit Z;:cf?élk—l ay, -1, = 1 und einer Fahrtzeit

(2)

lk—1—1k

1/#1(21%,@ und die Varianz Cfl)k,ﬁlk besitzt. Wenn bei der [;ten Station

v auf der Strecke l_; — [, welche natiirlich den Erwartungswert



(4)

ein Platz frei ist, wird das Fahrrad dort abgegeben und der Kunde ver-
ldasst das System, ansonsten muss er den Versuch so oft iterieren bis er
das Rad abgegeben hat.

Ab sofort unterscheiden wir bei den Kunden in zwei Klassen. Zum ei-
nem die Klasse der Kunden, welche das Rad im ersten Versuch abgeben
mochten (erste Klasse) und zum anderen die Klasse der Kunden welche
versuchen das Rad im kten Versuch zuriickbringen (fiir £ > 2). Da sich
fiir die Kunden der zweiten Klasse auch die routing selection éndert de-
finieren wir mit 7 = {7/ (n),n > 1} eine Folge von routing selections fiir
i,j=1,..,N mit i # j, wobei 7 (n) = 1 bedeutet, dass der nte Kunde,
welcher sein Rad bei der vollen Station j nicht zuriickbringen konnte auf
die Strecke j — i wechselt, somit gilt P{7(n) = 1} = a;_;.

Das Gleiche machen wir fiir die Strecken, also 7774 = {pi=4d(n) n >
1} sei nun eine Folge von routing selections fiir i,7 = 1,..., N mit ¢ #
4,d = 1,2, wobei 177 (n) = 1 bedeutet, dass der nte Kunde der Klas-
se d, welcher seine Fahrt auf der Strecken j — i beendet, sein Rad auch
bei der Station i zuriickbringen wird, somit gilt P{r/?*@(n) = 1} =
Pjsii = L.

zwei Klassen von Fahrtzeiten: In (3), haben wir zwei Klassen von Fahrt-
zeiten, was darauf zuriickzufiihren ist, dass wir zwei Klassen von Kunden auf
den Strecken haben. Sei nun v](-d_)ﬂ = {vj(-‘ﬁi(n),n > 1} eine Folge von Zufalls-
variablen der Klasse d mit 4,7 = 1,...N und ¢ # j,d = 1,2, wobei vj(czl(n)
die Fahrtzeit des nten Kunden der Klasse d auf der Strecke j — ¢ beschreibt.
Wir nehmen an, dass v](-dli den Erwartungswert 1/ ugﬂi und die Varianz )

besitzt.

S,]—1

Verlassen des Systems: Bei der Riickgabe gibt es zwei Félle zu unterschei-
den:

e Ein Kunde verldsst das System, wenn er an einer leeren Station ein Rad
ausborgen mochte.

e Wenn ein Kunde ein Rad mietet, verlisst er das System sofort nach der
Riickgabe des Rades.
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4 Das geschlossene Warteschlangennetzwerk

In diesem Abschnitt erstellen wir ein mehrklassiges geschlossenes Warteschlangen-
netzwerk, wobei man von einem Warteschlangennetzwerk spricht, wenn die Kunden
mehrere etwa m verschiedene Bedienstationen in prinzipiell wahlfreier Reihenfolge
durchlaufen kénnen. Ist die Gesamtzahl der Kunden im Netzwerk fest vorgegeben,
dann liegt ein geschlossenes Warteschlangennetzwerk vor. In unserem System be-
trachten wir nun die Fahrrider als Kunden und sowohl die Stationen als auch die
Strecken bilden die Bedienstationen fiir unser Warteschlangennetzwerk. Man beach-
te, dass sich in den Stationen nur Kunden erster Klasse befinden kénnen, wiahrend-
dessen sich auf den Strecken Kunden beider Klassen aufhalten konnen [1].

In unserem System befinden sich nun N Stationen, N(N — 1) Strecken und eine
bestimmte Anzahl an Fahrrdder. Sei nun die Anzahl der Réder mit sz\il C; fixiert,
also gehen wir nicht von einem Verlust von Fahrrddern durch beispielsweise Vanda-
lismus oder Diebstahl aus und es kommen keine neuen Réider in das System hinein.
Mit diesen Merkmalen erhalten wir aus unserem Model ein geschlossenes Warte-
schlangennetzwerk.

Als Néchstes bendtigen wir einige Prozesse, damit wir mit unserem Warteschlan-
gennetzwerk rechnen kénnen:

(1) Die routing Matrix: Die Komponenten p; 5 der routing Matrix P geben die

Wahrscheinlichkeit an von einem Bediener ¢ zu einem anderen Bediener j zu
wechseln. Hierfiir definieren wir uns eine Funktion o(.) mit

o(Sy) =i, i=1,..N,

Mithilfe dieser Funktion beschreiben wir die Komponenenten p; 5 der Matrix
P mit

Pi; =

0, otherwise.

(2) Leistungsprozess der Stationen: Fiir die Station j bezeichnet nun S; =
{S;(t),t > 0} den Leistungsprozess der Station j mit der Folge von Zwi-
schenankunftszeiten u; = {u;(n),n > 1}. Es gilt

S;j(t) = sup{n : U;(n) > t},

wobei Uj(n) = 31—, u;(1),n > 1 und U;(0) = 0. Sei Weiters b; der Mittelwert
von 5.
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(3)

Leistungsprozess der Strecken: Fiir i, = 1,...N mit i # j und d = 1,2
= {S](-dli(t),t > 0} auf der Strecke von j nach
@ ) (n),n >1}. Es gilt:

P {Uj—n'

. . d
definieren wir den Prozess S;il

¢ mit der Folge von Fahrtzeiten v

@ 1y — .1/
Si5i(t) = sup{n : Vi5i(n) < ¢},

J—i
wobei Vj@l(n) = > vj(‘zi(l),n > 1 und I/;@Z(O) = 0. Sei Weiters bgﬁi der

Mittelwert von S (d)

J—i

Der routing Prozess der Stationen:

Fall 1: Fiir die Station j ist der routing Prozess R/ = {R/,i # j,i=1,..,N}
und R} = R!(n),n > 1, zusammen mit der Folge von routing selections r* =
{rt(n),n > 1}, gegeben durch

bzw.

3

und die ite Komponente von R’(n) ist R’

!(n) zusammen mit der Wahrschein-
lichkeit Pj—i-

Fall 2: Fiir Station j ist der routing Prozess R ={Rl,i+#3ji=1,.,N}
und R} = {R}(n),n > 1}, zusammen mit der Folge von routing selections im
mehrfachen Versuch das Rad abzugeben 7 = {7 (n),n > 1}, gegeben durch

bzw.

und die ite Komponente von R’(n) ist
lichkeit o;_,;.

(n) zusammen mit der Wahrschein-

Der routing Prozess der Strecken: Fiiri,j =1,.. N miti# jundd =1,2
definieren wir den routing Prozess R/74@ = [RI=4@(n) n > 1} auf der
Strecke von j nach ¢ mit der Folge von routing transfers /=4 = {pi=i(d) 4 >
1}. Es gilt:

Rj—m’,(d)(n) _ er—n',(d)(l)’n > 1,

=1

und die R77%(@(n) sind asoziiert mit der Wahrscheinlichkeit Pjsii = L.
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Fiir die Servicedisziplin unseres Warteschlangennetzwerkes gehen wir vom FIFO-
Verfahren aus (first in first out).

5 Der gemeinsame Warteschlangenprozess

In diesem Abschnitt erstellen wir einen Prozess, welcher die Warteschlangenldnge
fiir unser mehrklassiges geschlossenes Warteschlangennetzwerk, mithilfe von Mit-
telwerten von Fahrriddern in den Stationen und auf den Strecken, beschreibt. Des
Weiteren werden Prozesse abhéngig von der Zeit beschrieben und in Folge dessen
werden einige Gleichungen aufgestellt [1].

(1)

(2)

Q) = {(Q(1), Q\2,(1)),1 # jii,j = 1,..., Nyd = 1,2;¢ > 0} wobei Q;(t) und
Qﬁ»d_))i(t) die Anzahl der Kunden in den Stationen bzw. die Anzahl der Kunden
auf den Strecken zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen.

YE(t) = {(Y(t)),j = 1,...,N;t > 0}, wobei Y}*(t) die kumulierte Anzahl an
Kunden ist, welche von der Station j wegfahren mussten, weil kein Parkplatz
frei war, im Intervall [0, ¢].

YOt) = {(YP(), Y2 ()i # joij = 1., Nsd = 1,25t > 0} wobei Y (t)
und on_’gf)(t) die aufsummierte Zeit beschreiben, in der die Station j bzw.
die Strecke j — i leer sind (also wenn keine Kunden in den Bedienstationen
vorhanden sind), im Zeitintervall [0, ¢]. Es gilt:

W@=KH%@=@@=FBM%

t
VOO = [ HQI () = 0pds = ¢ = B2,

B(t) = {(B;(t), B?,(t)),i # j,i,j = 1,...,N:d = 1,2;t > 0} wobei B;(t) und

i
B§Ci)>i(t) die Zeit beschreiben, in der die Station j bzw. die Strecke j — i im

Zeitintervall [0, ¢] nicht leer sind. Es gilt:
t
B](t) = / 1{0 < Qj(S) < Kj}dS,
0

B9,(t) = /Ot 1{Q,(s) > 0}ds.

BF(t) = {(B(t)),j =1,...,N;t > 0}, wobei B (t) die Zeit beschreibt, in der
die Station j voll ist (also wenn keine Parkpldtze mehr zur Verfiigung stehen)
im Zeitintervall [0, ¢], es gilt:

B () = [ 1Qi(s) = s
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Man beachte, dass wir nur von vollen Stationen ausgehen und nicht von vollen
Strecken. Da die Beschrianktheit der Strecken allerdings wichtig fiir spitere
Ergebnisse ist, gehen wir davon aus, dass die Strecken die maximale Anzahl
an Rider im System aufnehmen kénnen.

(6) S;(Bj(t)) beschreibt die Anzahl der Kunden welche ihre Leistung bei der Sta-
tion j beendet haben im Intervall [0,¢]. S](d_)H(B](d_)n( t)) beschreibt die Anzahl
der Kunden, welcher ihren Bedienvorgang auf der Strecke j — ¢ beendet haben

im Intervall [0, ¢].

(7) R}(S;(B;(t))) beschreibt die Anzahl der Kunden, welche die Station i von der
Station j im Intervall [0,t] beitreten. R’ (Y/(t )) beschreibt die Anzahl der
Kunden welche Station i von der Station j aus beitreten, wobei bei j keine
Parkplitze mehr zur Verfiigung standen im Intervall [0, ¢]; und RI=+@ (S (B (1))

] J—1

beschreibt die Anzahl der Kunden der Klasse d welche Station 7 von der Strecke
J — 4 im Intervall [0,¢] beitreten.

Nun kénnen wir anhand der Prozesse, die wir aufgestellt haben, verschiedene Glei-

chungen fiir die Warteschlangenlénge aufstellen.

Fiir die Station j = 1, ..., N erhalten wir:

Qi(t) =Q;(0) + YN T[REHA(SH) (B (1)) — RHA(SE) (B (1)))]

d=1 i#j

Si(B;(1)).

: 2
Da man YX(t) auch schreiben kann als 35 S
wir:

RZ—>] (S

Z—)]

vy (Bf(t))) erhalten

Q;(t +Z§ﬁw (S\2(BL (1) — S;(B(1) — YE ().

d=1 i#j

Fiir die Strecke j — i mit i, =1,..., N;i # j und d = 1, 2 erhalten wir:

Q) = QWD (0) + RI(S;(B;(t)) — S.(B, (1),
QY. (t) = Q. (0) + RI(YE(t)) — S&.(BY(1)).

Da die Anzahl der Réder in unserem System fixiert ist, erhalten wir weiters:

SUICED 9) SULIUED o(d

d=1 i#j

Wir erarbeiten uns nun einen Zentrierungsoperator zur Warteschlangenldnge, auf-
bauend auf der Darstellung unserer Stationen und der Strecken. Dafiir schreiben wir
die oben aufgestellten Gleichungen um und erhalten:

Q(t) = X(t) + R°Y (t) + REY (1),
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wobei X (t) = (Xi(¢), Xa(%), ..., Xn(t)), und X;(t) gegeben ist durch

2 N
X;(t) =Q;(0) + YD [RS8 (B (1)) — SI (B, (1))
d=1 i#j
+ Z Z [S(BY (1)) — b BE) ()] — [S;(B;(t)) — b; B
d=1 i#j

- Y (t) + 051,

d=1 i#j
Fiir die Stationen gelten:
ij;-O(t), ; = O'(SZ),} = %,
(RYO(0);5 = = L b Y (), = 0(8),] = o(Risy),
0, otherwise.
Ky K _Y}K(m ;:U(Sz‘)j:ja
(REY ()5 = 0 .
, otherwise.

Fiir die Strecken mit d = 1 gelten:

(RY°(t));5 = pimibYP(t), 1=0(R;5:),5 = 0(S;),
0, otherwise.

(REY™(t));5 = 0.
Fiir die Strecken mit d = 2 gelten:

(ROY(t));; = {bﬁ%%? (1), i=o(Rmi).j =7
/[’7.]

0, otherwise.

” 0, otherwise.
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6 Fluid Limits

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, ein fluid limit theorem mithilfe der War-
teschlangenprozesse unseres geschlossenen Warteschlangennetzwerks aufzustellen.
Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt fiir ¢ — oo:

1 1
(355(0), 5 53%:(0) = (b, 05%).d = 1.2,

t

wobei b; und bg.ﬁi die Mittelwerte der Prozesse S;(t) und S](ﬂ( ) bezeichnen. Fiir
n — oo gilt:

Lrioy Lmiy L pisi

(_R’L (n)v _Rz (n)> —R (n)) - (pj%h i, 1)7 d= 17 2.

n n n
Wir gehen nun von einer Folge von geschlossenen Warteschlangennetzwerken, indi-
ziert mit n = 1, 2..., aus. Alle Prozesse und Parameter, welche zum nten Wartschlan-
gennetzwerk gehoren werden mit einem hochgestellten n versehen. Also werden fiir

das nte Warteschlangennetzwerk die erneuerbaren Leistungsprozesse der Stationen
bzw. der Strecken beschrieben mit SP = {S7(t),t > 0} und S\ = {S\07(1),¢ >

j—i Jj—t
0}. Sei b} und bgd_)nn die Mittelwerte von S7(t) und Sj(d_m (t). Fiir die N Stationen
beschreiben die Vektoren K™ = (K7, ..., K}%) und C" = (C},...,C})" die Anzahl

der Parkplitze in den Stationen bzw. die Anzahl der Réder darin.

Heavy traffic conditions: Fiir die Fluid Limits betrachtet man Anndherungen
fiir eine starke Auslastung bzw. wie in unserem Fall fiir einen starken Verkehr. Diese
Néaherungen ergeben sich aus der Betrachtung des Modells unter den Grenzwerten
einiger Modellparameter, und damit das Ergebnis endlich ist, muss das Modell mit
einem Faktor n neu skaliert werden.

Wir nehmen an, dass fiir n — oo

n 1 n 1 n
(bj ) bgd—n ) \/ﬁe \/_Hj—m ) %Oz ) %Kz ) (bj7 bj—)z’ 6]’ 03—)17 Ci’ KZ)?

wobei 07 = 372 12375@ J_M — b;‘,ﬁj(l_)” = pjib] — bgl_ﬂ und HJ_M = —b§2_)mn Zur
gleichen Zeit gehen wir davon aus, dass fiir 7,7 = N mit ¢ # j,d = 1,2 alle

Grenzwerte endlich sind.
Fiir die anfingliche Warteschlangenlénge Q7 (0) und Q] 7:7(0), gehen wir davon aus,
dass fiir n — oo

Q5 (0)
Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt fiir d = 1,2 wenn n — oo

(S7(8), S (1), RE"(8), RI™ (1), RI7HO™(8) = (bt B2t pjsit, it ), w0,

? ]*)’L

]

~QI(0) — 0 und Q7(0) = ~QI7(0) 0.

(u.0.c. bezeichnet hier die gleichméfige Konvergenz) wobei

S ), R () = R (1nt))

M
J )= TLJ

S7(1) = - 7 (), 527 (1) =
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. 1 . _ 1 .
RI™(t) = ~RI(Int]), RF7HO7(8) = — RO (nt]).

Im Folgenden schreiben wir fiir einen beliebigen Prozess W™ = {W"(t),t > 0} den
zentrierten Prozess W™ = {WW"(t),t > 0} mit

Wn(nt) = W"(nt) — w™nt,

wobei w" den Mittelwert des Prozesses W™ darstellt.
Dementsprechend schreiben wir einige Prozesse der Stationen und der Strecken als:

&m _aon n &(d)m (d),n (d),n
S (nt) = S7(nt) — t'nt, SO (8) = SO (nt) — b0 nt,

Mg J—i ]—)l

R (1) = BRI ([nt]) = pjilnt], B (Int]) — o[t ).

Theorem 1 (Fluid Limit Theorem) fiir n — oo erhalten wir:

(B;-L(t),B(d) (t), YO "(t) Yov@)»”(t» = (7(1), 7 (d) (1), YO( ), Y0, (d)j_n»(t))u 0.,

J— »h g ) ]—>z

wobei 7;(t) = et, 7., (t) = et, Y;(t) = 0und Y, = 0, Y"(t) = YO"(me) yoDn gy =

j—i j—i B
L 0)mn By 1, d) L ) .
—Yj_£l) (nt), B}(t) = —B (nt) und B](_” (t) = B](_)>Z (nt) fir 4,5 = 1,..., N mit
Z 7£j7 - 172

Dieses Theorem baut auf die oben definierten Prozesse und der von uns vorgegebe-
nen heavy traffic conditions auf. Fiir den Beweis dieses Theorems wird auf das Werk
Fluid and Diffusion Limits for Bike Sharing Systems von Quan-Lin Li, Zhi-Yong
Qian und Rui-Na Fan verwiesen, auf dem diese Arbeit aufbaut. [1]

7 Diffusion Limits

In diesem Abschnitt definieren wir uns diffusionskalierte Prozesse unserer Warte-
schlangenprozesse und betrachten die Resultate, welche sich uns aus der schwachen
Konvergenz ergeben.

Wir fithren nun den diffusionskalierten Prozess ein:
Fiir einen Prozess W™ = {W™(nt),t > 0}, ist der diffusionskalierte Prozess gegeben

durch
in — L 2 nnt) = 1 nnt) — wn
W (1) =" t) —\/ﬁ(w (nt) t).

Fiir die Stationen und fir die Strecken schreiben wir also nun:

- Si(nt) S(d)}n(”t) n
Sy (1) = V(= = bi), S0 (1) = V(== = 0iT),
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R (nt)

n

— pyalt), B0 = (e

Rjei,(d),n(nt)

n

RI™(t) = v/

- Oéj—n‘t)’

RO (1) = \/n( —t).

Fiir die anfinglichen Warteschlangenprozesse Q7 (0) und Qj% (0) miti,7=1,.... N
und @ # j,d = 1,2 gehen wir davon aus, dass fiir n — oo

QY 0) = TQW (0) = Q'V,(0).

Aus dem Skorohod Representation Theorem und dem Donsker’s Theorem folgt:

(), SK00 (), BRI (), RI™ (1), RO () = (8(8), Sy0.(0), R (), RI(e), R (1)

» Mg » Mg

wobei = die schwache Konvergenz beschreibt und (S’j(t),Sjﬂ( ), RI(t), Ifzf(t) so-
wie R/~ (t) Brownsche Bewegungen mit Kovarianzmatrizen 'S, D%5¢ TRS! ynd

[R:57=1 sind.

(1) Die Kovarianzmatrix von S(t) = j(t),5§ﬂi(t)) fir i,7 = 1,..., N mit i #
j,d =1,2, ist gegeben mit

rs _ ((F&S)NXN 0 )
5 (I‘S’R’(d))(N2—N)X(N2_N) N2x N2

{b Caz(ng, J(Sl) :%

0 otherwise,

wobel

S,S\. .
(F>%)i5 =

(d) ¢ (d) i
(FS’R’(d))w N bz—)]( s 1%3)255,37 J<Ri—>j) =1,
" 0, otherwise.

(2) Die Kovarianzmatrix von R(t) = (R!(t)) fiir { = 1, ..., N ist gegeben durch

[RSL _ (0 0 )
0 (TS (No1yx(v-1) ) yoy 2

wobel

(ngls,z> _ pmkl((s;,; - pmkg), U(Rmkl) = ga U(RHIQ) = 37
bJ 0, otherwise.
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(3) Die Kovarianzmatrix von fi(t) = (f{l(t)) fir l =1,..., N ist gegeben durch

wobel

(Fﬁls,l) _ {al—ﬂﬂ (6 al—)kz) 0<Rl—>k1) = ;a O-(Rl—ﬂs’z) = ja

0 0, otherwise.

(4) Die Kovarianzmatrix von R(t) = (RI™(t)) fiir [ = 1,..., N ist gegeben durch

[RSi—i _ ((FR’R’j_}i)NxN 0)
0 0 N2x N2

wobei

(PR Pjoia (G5 = jmin)s 0(S) = La(Sk) =k,
Lk 0. otherwise.

Theorem 2 (Diffusion Limit Theorem)
(F2Q(nt), = ). —=Y 7 (0)) = (QU0). (0. V¥ (1),

wobe Q(t) = (05(6), O4(0), 704) = (V3(6), 72(0)); O(#) st rmsammen mit
YO(t) und YX(t) eine (S,0,T, R)—semmartingale reflecting Brownian motion mit
Q(t) = Q(0) + X (t) + ROY°(t) + REY K (t). [1]

H 3\

Wobei fiir die Station j ist X;(t) gegeben durch:

X(t) = X, +ZZS& (1) + 05t

d=1 i#j

wobei X ;(t) eine Brownsche Bewegung mit der anfinglichen Warteschlangenlidnge
Q;(0) und der Drift 6; ist. R® und R¥ sind in Kapitel 3 gegeben. Fiir die Strecke
Jj — 1, wenn d = 1, ist X( ) gegeben durch

—)l
X0 = XU (1) = Q0,(0) + RI(b;t) + pjoiSi(8) — S (1) + 60,

wobel X! ; _}Z( ) eine Brownsche Bewegung mit der anfinglichen Warteschlangenlénge
Q'Y,(0) und Drift 6\, ist, R® und R sind fiir den Fall d = 1 ebenfalls in Kapitel
3 gegeben. Fiir den Fall d = 2, ist X @ gegeben durch

J—
X = X2(8) = Q2.(0) + RV (1) — 2,0 + 021,
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)

wobei auch hier XJ( =,;(t) eine Brownsche Bewegung mit der anfinglichen Warte-

schlangenliinge Qj_m-( ) und Drift 952_12 ist. R® und R sind fiir den Fall d = 2 wieder
in Kapitel 3 gegeben. Zu guter Letzt ist die Kovarianzmatrix I' = <Fk,i) N2x N2 VOon

X(t) = (X'j(t),f((d)»(t)) gegeben durch:

J—1

Zd 1 Zf\;ﬁk z(—)>k( sz_>k)25léi+ bic; 10k 7 o(Sk) = k, o(S1) = I
Prosibc? o(Sk) =k, 0(Ry) =1,d =

Tir= 4 bipisk (0,7 — pisi) +pk—>lbkcak 02D 2 o(Rym) =k I =k,d=1;
bkaHk(ék’l ais) + b2 (¢ gcf,g%)z, o(Rpot) =kl = k,d =2;
0, otherwise.

\

Auch hier wird fiir den Beweis des Theorems auf die Literatur verwiesen, um zwar
wieder auf das Werk auf dem diese Arbeit basiert, Fluid and Diffusion Limits for
Bike Sharing Systems von Quan-Lin Li, Zhi-Yong Qian und Rui-Na Fan. [1]

8 Conclusio

In dieser Arbeit haben wir ein generelles Bike-Sharing-System erstellt, anhand der
allgemeinen und der mathematischen Grundlagen, welche in dieser Arbeit beschrie-
ben wurden, mit erneuerbaren Ankunftsprozessen und generellen Fahrtzeiten. Dar-
iiber hinaus haben wir eine Fluid- und eine Diffusionsapproximation von unserem
mehrklassigen geschlossenen Warteschlangennetzwerk erstellt, bei welchem die Fahr-
rider als Kunden und die Stationen sowie die Strecken als Bediener dargestellt
werden. Dazu konvergiert der Prozess der Warteschlangenldnge, welcher sich aus
Mittelwerten von den Fahrriddern in den Stationen bzw. auf den Strecken darstel-
len ldsst, in Verteilung gegen eine bestimmte Brownsche Bewegung. Zu guter Letzt
wurden noch ein Fluid Limit Theorem und ein Diffusion Limit Theorem aufgestellt.
Diese Arbeit zeigt, wie man mithilfe von einem System, welches in unserem Alltag
vorkommt, ein Warteschlangennetzwerk konstruiert, auf welchem man verschiedene
Prozesse definiert und Grenzwerte von diesen betrachtet.
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