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Kapitel 1

Einleitung

,Unsicherheit muss als etwas radikal anderes als die vertraute Be-
deutung von Risiko aufgefasst werden, von der es nie ordentlich
getrennt wurde |.. .| Die entscheidende Tatsache ist: Risiko meint
in manchen Fillen eine messbare Quantitit, wihrend es in ande-
ren Fillen etwas bezeichnet, das einen vollig anderen Charakter
hat; und es gibt weitreichende und entscheidende Unterschiede
bzgl. des Verhaltens von Phidnomenen je nachdem welche dieser
[Bedeutungen| tatsichlich vorliegt.|...| Es scheint, dass messha-
re Unsicherheit - ,risk proper” genannt - sich von nicht-messbarer
[Unsicherheit| in einem solchen Ausmafs unterscheidet, dass es
sich |[bei Erstem| im Endeffekt tiberhaupt nicht um eine Unsi-
cherheit handelt.”

— [Knight, 1921]

Unter einem Risiko versteht man eine Situation die eine pobabilistische Be-
schreibung erlaubt. Man kann also berechnen wie wahrscheinlich es ist, das
dieses Ereignis eintritt. Eine Knightsche Unsicherheit ist eine Situation, in
der keine probabilistische Beschreibung gelingt. Es liegt entweder kein oder
mehrere Priors vor.

Wie in diesem Zitat von Frank Knight, dem Pionier der Abgrenzung zwi-
schen Risiko und Unsicherheit, erkennbar ist, reicht es Begriffe wie Arbitrage
und Wirtschaftlichkeit nicht nur unter Risiko zu definieren, man muss ein
allgemeineres Modell aufzubauen.

Situationen wie die Finanzkrise zeigen dass es auch in der Finanzwirtschaft zu
Ereignissen kommen kann deren Risiko man nicht abschédtzen kann. Beispiele



Seminararbeit Elena Mayr

hierfiir sind Abweichungen der Schwankungsbreiten von Asset Preisen oder
das Kreditrisiko,in diesen Bereichen kénnen relevante Parameter nicht durch
ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafs modelliert werden.

Anfangs werde ich das bekannte Modell von [Harrison and Kreps, 1979] an-
fithren und die Begriffe Arbitrage und Wirtschaftlichkeit unter Risiko erkl&-
ren. Sie beschreiben ein allgemeine Theorie der Arbitrage in einem Einpe-
riodenmodell mit einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)und Ereignissen
w € €. Diese Modell wird ausgeweitet auf ein allgemeineres Mehrperioden-
modell. Dieses Mehrperiodenmodell liegt einer steigenden Familie von sub-
o-Algebren und einem stochastischen Prozess Z = {Z(t);t € T} zugrunde,
welcher zu {F;} adaptiert ist und Zx(¢) ist quadratisch integrierbar fiir alle
t€Tund k£ =1,..., K. Im Anschluss dieses Modell wird noch das Funda-
mental Theorem of Asset Pricing angefiihrt.

Schlieflich wird das allgemeinere Modell von |Burzoni et al., 2017| beschrei-
ben das sich mit den Zusammenhingen von Arbitrage und Wirtschaftlichkeit
unter der Knightschen Unsicherheit auseinandersetzt und das Fundamental
Theorem of Asset Pricing fiir die Knightsche Unsicherheit formuliert. Der
gemeinsame Prior wird gegen eine gemeinsame Ordnung ausgetauscht. Die
Handelnden in der Wirtschaft sind Agenten, ihre Priferenzen sind beziiglich
der gemeinsamen Ordnung monoton. Die Kernaussage zeigt dass die Ab-
wesenheit von Arbitrage und die Wirtschaftlichkeit des Modells dquivalent
sind.

Im letzten Teil meiner Seminararbeit wird das eben angefiihrte Modell dis-
kutiert und einige Beispiele angefiihrt.



Kapitel 2

Arbitrage und Wirtschaftlichkeit
unter Risiko

Im Folgenden werde ich einen Teil vom Modell von [Harrison and Kreps, 1979]
anfithren, das den Zusammenhang von Arbitrage und Wirtschaftlichkeit be-
schreibt. Im Anschluss wird noch kurz auf das Fundamental Theorem of
Asset Pricing eingegangen.

2.1 Wirtschaftlichkeit und Arbitrage nach
Harrison und Kreps

|Harrison and Kreps, 1979| betrachten zuerst ein Einperiodenmodell und er-
weitern das Modell auf ein Mehrperiodenmodell in dem zu mehreren Zeit-
punkten gehandelt werden kann.

2.1.1 Einperiodenmodell

Es seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und zwei Zeiten (t=0,T) ge-
geben. w € ( stellen die verschiedenen mdoglichen Zustdnde dar. Rentspricht
der reellen Gerade. Der Raum X der Zahlungsanspriiche, auch Contingent
Claims genannt, die zum Zeitpunkt T konsumiert werden ist der Raum der F-
messbaren quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen, also X = L*(Q, F, P).
(Diese Einschrankung wird zwar fiir die meisten Folgerungen nicht benotigt
erleichtert jedoch die Arbeit.) In dieser Wirtschaft gibt es nur ein Gut.Die
Handelnden in der Wirtschaft werden Agenten genannt welche durch Préfe-
renzen charakterisiert werden.
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Die Agenten konnen zum Zeitpunkt ¢ = 0 r Einheiten vom Gut kaufen. Der
Konsum zum Zeitpunkt ¢ = 7" hingt jedoch davon ab welcher Zustand w € 2
eingetreten ist. Der Konsum zum Zeitpunkt ¢ = 7" wird daher durch eine
Zufallsvariable © € X dargestellt, wobei X der Raum der Zufallsvariablen
auf (€2, F') ist.

Definition 1 (Agent). Fin Agent wird durch seine Praferenzen auf dem
Raum der Handelsbilanzen R x X definiert. Die Priferenzen sind komplette,
transitive und bindre Relationen = auf R x X. Fiir diese Priferenzen gilt:

e Konvezitdt - fir alle (r,z) € R x X gilt:

{(r',2") e Rx X : (r',2") = (r,2)} ist konvex

e Stetigkeit - sei 7 das Produkt der Topologie auf R x X. T ist abgelei-
tet von der Euklidischen Topologie auf R und von der Normtopologie
von L* auf X. Es gilt fir alle (r,z) € R x X, dass folgende Mengen
T—abgeschlossen sind

{(r';2")y e Rx X : (r',2") = (r,x) }A{(r',2") € Rx X : (r,x) 3= (', 2")}

e streng monotones Wachstum Sei X die Menge der Zahlungsan-
spriiche x fir die gilt : P(x > 0) = 1 und P(x > 0) > 0. Fir alle
(r,z) € Rx X, v € (0,00) und 2’ € X gill:

(r+7r,x) > (r,x) und (r,x+2") > (r,z)

In Worten bedeutet das, startet man mit einer Handelsbilanz (r,x) und fiigt
entweder eine positive Menge an “t=0 Konsum“oder einen Zahlungsanspruch
x € Xt (welche den t—=T Konsum nicht vermindert sondern nur potentiell
erhoht), dann wird der daraus resultierende Handelsbilanzvektor strikt zum
Original bevorzugt.

Man nennt A die Menge aller Agenten, das ist die Menge aller Praferenzre-
lationen die die eben genannten Eigenschaften erfiillen.

Nun zum Wahrscheinlichkeitsmaf. Da wir uns in diesem Kapitel mit Risiko
auseinandersetzten konnen wir auch von einem Wahrscheinlichkeitsmal spre-
chen. Man nehme an, es existiere ein Wahrscheinlichkeitsmaf @ auf (Q, F')
und eine Funktion v : R X R — R sodass = gegeben ist durch:

(r.2) = (', ') falls / u(r, 2(w))Q(dw) > / (' 2/ ())Q(dw)

3
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(vorausgesetzt die Integrale existieren und sind endlich) Eine Handelsbilanz
wird also einer anderen bevorzugt falls das Integral einer Funktion beziiglich
des Wahrscheinlichkeitsmafies gréfer ist als das andere, also der Erwartungs-
wert der Funktion grofer ist als der andere.

Hier sieht man, dass das Wahrscheinlichkeitsmaifs P drei Rollen hat.
1. P beschreibt den Raum X der Zahlungsanspriiche
2. P bestimmt die Stetigkeitsbedingung fiir =€ A

3. Durch die Nullmengen spielt P auch eine Rolle in den Voraussetzungen,
dass =€ A streng monoton wachsend ist

Da Agenten das Gut zu einem Preis kaufen miissen liegt es nahe ein Preis-
system zu definieren um sich mit dem Begriff der Wirtschaftlichkeit ndher
auseinander zu setzen.

Definition 2 (Preissystem). Ein Preissystem ist ein Paar (M, ), wobei M
ein Unterraum auf X ist und 7 ein lineares Funktional auf M.

Die Interpretation ist, dass Agenten jedes Paar (r,m) € R x M zu einem
Preis r + m(m) kaufen kénnen. Die Mérkte sind reibungslos, aufferdem gibt
es keine Beschrankungen beziiglich Short Sales. M C X ist also der Raum
der zu vermarktenden Zahlungsanspriiche und 7(m) gibt den zu m gehérigen
Preis an.

Da nun das Preissystem definiert wurde kann man nun auch Wirtschaftlich-
keit definieren.

Definition 3 (Wirtschaftlichkeit). Ein Preissystem (M, ) ist wirtschaftlich,
falls es einen Agenten = € A und eine Handelsbilanz (r*,m*) € Rx M gibt
sodass :

r* +7a(m*) <0 und (r*,m*) = (r,m) fir alle (r,m) € R x M
wobei r +7m(m) <0
Das bedeutet, dass ein Agent in der Lage ist einen optimalen Handel zu

findenund seine Budgetbegrenzung r + w(m) < 0 zu beriicksichtigen.

Ist (M, ) ist ein Gleichgewichtspreissystem fiir Agenten aus A so mo6chten
alle Agenten bei Threr derzeitigen Ausstattung bleiben.

Die soeben genannte Definition von Wirtschaftlichkeit kann noch ausgewei-
tet werden und mit Hilfe von Funktionalen formuliert werden. Im Folgenden
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werden Preissysteme beziiglich stetig (beziiglich der L2-Norm Topologie) li-
nearer Funktionale beschrieben. Ein lineares Funktional 1 ist strikt positiv
falls ¢(x) > 0 fiir alle x € X*. Sei U die Menge aller stetigen und strikt
positiven linearen Funktionale auf X.

Satz 1. Ein Preissystem (M, ) ist wirtschaftlich genau dann wenn ein ¢ €
U existiert fiir dass w‘M = gilt

Zum ndheren Verstindnis des Satzes kann man an eine Wirtschaft denken
in der fiir alle Zahlungsanspriiche z € X Mirkte existieren. Ein Teil dieser
Wirtschaft ist der Markt an dem Zahlungsanspriiche m € M zum Preis 7
gekauft und verkauft werden kénnen. In diesem Fall miissen diese Preise Teil
des allgemeinen Gleichgewichtssystem sein, also auch der Preise ¢ fiir alle
x € X. Da die Agenten aus A sind, miissen diese allgemeinen Gleichtge-
wichtspreise stetig und strikt positiv sein. Somit muss ¢ auf M auch mit
dem Preis m(m) iibereinstimmen.

2.1.2 Mehrperiodenmodell

Es wurde nun ein Grundstock gelegt um den Zusammenhang von Wirtschaft-
lichkeit und Arbitrage unter Risiko zu untersuchen. Wir brauchen nun aber
noch ein paar weitere Informationen. Dafiir weiten wir das Einperiodenmo-
dell, auf das Mehrperiodenmodell aus. Die Handelszeitpunkte sind T C [0, 71,
wobei 0,7 € T. T ist also die Menge der Zeitpunkte an denen Wertpapiere
gehandelt werden kénnen.

Ahnlich wie in der “Finanzmathematik 1: diskrete Modelle* ist die In-
formationsstruktur gegeben durch eine steigende Familie von sub — o —
Algebren {F;;t € T}. Fy ist die triviale 0 — Algebra und Fr = F. F} re-
préasentiert die Information die zum Zeitpunkt ¢ verfiigbar ist. Der Preispro-
zess ist ein (K+1)-dimensionaler stochastischer Prozess Z = {Z(t);t € T}
welcher zu {F}} adaptiert ist, Zx(t) ist quadratisch integrierbar fiir alle t €
Tund £k = 1,..., K. Des Weiteren nehmen wir an, dass Zy(t,w) = 1 fiir
alle ¢t und w. Diese Voraussetzung bedeutet, dass das Wertpapier 0 eine ri-
sikolose Anlage ist mit einer Zinsrate von 0. Die risikolose Anlage dient als
Numeraire.

Ein Wertpapiermarktmodell besteht aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P),
der Menge der Handelszeitpunkte T, der Informationsstruktur {F;} und dem
Preisprozess Z.

Die Agenten in diesem Modell kénnen nur einfache Strategien verfolgen.
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Definition 4 (einfache Strategie). Eine einfache Strategie ist ein (K+1)-
dimensionaler Prozess 0 = {0(0);t € T} fiir den gilt:

1. 0(t) ist messbar beziglich Fy fir allet € T
2. Das Produkt 0y (t)Zy(t) € X fir allet € Tund k=0,..., K

3. Es existiert ein n € N und eine Folge 0 = tg < --- < t,, fiir jeden
Zustand w(n =1,...N)

Nun wird ein Begriff definiert der eine Arbitragemoglichkeit reprisentiert

Definition 5 (einfacher free lunch). Fine selbstfinanzierende einfache Stra-
tegie 0 wird einfacher free lunch genannt, falls

e 0(0)-Z(o) <0 und
e )(T) - Z(T)e X+

Ein free lunch erlaubt einem Agenten seinen Konsum zum Zeitpunkt 0 zu
erhohen, oder wenigstens nicht zu verringern, aber auch den Konsum zum
Zeitpunkt T, mit positiver Wahrscheinlichkeit, zu erhohen. Sie sind daher
auch inkonsistent mit dem wirtschaftlichen Gleichgewicht fiir Agenten unse-
rer Klasse A

Man sagt ein Zahlungsanspruch = € X wurde zum Zeitpunkt 0 vermarktet,
falls eine selbstfinanzierende Strategie 6 existiert fiir die gilt: (7)) - Z(T) = «
p-fast sicher. In diesem Fall sagt man, 6 erzeugt = und 6(0) - Z(0) nennt man
den impliziten Preis von z.

Ein Agent kann zum Preis von 6(0) - Z(0) mal dem Numeraire das Portfolio 6
kaufen. Zu den Zeitpunkten ¢1,to, ..., tyx kann er kostenlos seine Anteile, wie
in der Strategie 6 vorgesehen, dndern. Zum Zeitpunkt T hat er ein Portfolio
zum Wert 0(T,w) - Z(T,w) = x(w) mal dem Numeraire.

Sind die Preise der vermakteten Zahlungsanspriiche wohldefiniert so gilt
6(0) - Z(0) = 0'(0) - Z'(0). Diese Aussage gilt wenn kein free lunch existiert,
im Allgemeinen muss es aber nicht stummen. Geht man davon aus dass die
Aussage gilt, so sei M die Menge der vermarkteten Zahlungsanspriiche und
sei m: M — R der Preis der Zahlungsanspriiche m € M. Klarerweise ist 7
ein lineares Funktional auf M C X falls kein einfcher free lunch existiert.
Hat man ein Wertpapiermarktmodell gegeben das keine simple free lunches
erlaubt, so nennt man (M, ) das zum Modell korrespondierende Preissys-
tem.

Man sagt ein Wertpapiermarktmodell ist wirtschaftlich falls es keinen sim-
ple free lunch erlaubt und das korrespondierende Preissystem (M, 7) auch

8
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wirtschaftlich ist.

Sei ein witschaftliches Wertpapiermarktmodell gegeben, so sagt man, dass
der Preis des Zahlungsanspruches = vorherbestimmt durch Arbitrage vom
Modell und p ist der Arbitragepreis von x.

Nun definieren wir ein dquivalentes Martingalmaf. Um den Zusammenhang
zwischen dem dquivalentem Martingalmaf und dem linearen Funktional v
zu zeigen

Satz 2. Vorausgesetzt das Wertpapierpreismodell ldsst keine einfachen free
lunches zu. In diesem Fall gibt es einen eindeutigen Zusammenhang zwischen
dem dquivalentem Martingalmafs P* und den linearen Funktionalen b € W
sodass MM = 7. Dieser Zusammenhang ist gegeben durch:

P*(B) = (1) und () = E*()

Daraus folgt
Satz 3. Folgende Aussagen gelten

e Das Wertpapiermarktmodell ist genau dann wirtschaftlich wenn zumin-
dest ein dquivalentes Martingalmafl existiert

e Das Wertpapiermarktmodell ist wirtschaftlich und jeder Zahlungsan-
spruch x € X st bepreist durch Arbitrage genau dann wenn ein ein-
deutiges dquivalentes Martingalmaf existiert.

2.2 Fundamental Theorem of Asset Pricing

Auf Basis diese Modells wurden weitere Zusammenhénge zwischen Wirt-
schaftlichkeit und Arbitrage untersucht. Ein wichtiger Satz den

|Harrison and Pliska, 1981] formuliert haben ist das Fundamental Theorem
of Asset Pricing.

Satz 4. Ein diskreter Markt auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) ist genau dann arbitragefrer wenn die Menge der dquivalenten Mar-
tingalmafe nichtleer ist.

Auf diesem Satz basierend wurde auch der Begriff der Wirtschaftlichkeit
definiert. Ein Marktmodell ist genau dann wirtschaftlich wenn keine Arbi-
tragemoglichkeit existiert.



Kapitel 3

Wirtschaftlichkeit und Arbitrage
unter Knightscher Unsicherheit

Der Zusammenhang der Begriffe Wirtschaftlichkeit und Arbitrage wurde in
der Literatur fast ausschlieflich unter Risiko untersucht. Wie bereits in der
Einleitung angesprochen liegen in der Realitét nicht nur Risiken vor sondern
auch Knightsche Unsicherheiten. |[Burzoni et al., 2017] haben sich mit die-
sem Thema beschéftigt. Ich mochte im Folgenden nun das Modell, die zwei
Theoreme und eine anschliefende Diskussion besprechen.

3.1 Knightsche Unsicherheit

Bis jetzt wurden Arbitrage und Wirtschaftlichkeit in meiner Seminararbeit
nur unter Risiko betrachtet. Liegt ein Risiko vor so hat man, im Gegensatz
zur Knightschen Unsicherheit, ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf, also
einen eindeutigen Prior. Ein Risiko kann man durch ein Miinzwiirfexperi-
ment, ein Roulette Rad, oder dhnliches darstellen. Im Gegensatz zum Risiko
kann die Knightsche Unsicherheit nicht durch ein eindeutiges Wahrschein-
lichkeitsmaifs beschrieben werden, es konnen mehrere oder auch keine Priors
vorliegen.

Das Ellsberg-Paradoxon [Ellsberg, 1961| zeigt den Unterschied zwischen Ri-
siko und Unsicherheit. Man hat zwei Urnen, in der ersten Urne befinden sich
50 rote Kugeln und 50 schwarze Kugeln. In der anderen Urne befinden sich
ebenfalls insgesamt 100 Kugeln, man weift jedoch nicht wie viele rote und
wie viele schwarze Kugeln sich in der zweiten Urne befinden. Wettet man
darauf, aus der ersten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen, so ist man ei-
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nem Risiko ausgesetzt und die Wahrscheinlichkeit ist p = % Wettet man
aber darauf eine schwarze Kugel aus der zweiten Urne zu ziehen so kann
man keine Wahrscheinlichkeit bestimmen, man ist also einer Unsicherheit
ausgesetzt.

100

@-50 @->50 r'“‘.'\

+

Abbildung 3.1: Ellsberg Paradoxon |[fig, 2015]

Die Abrenzung zwischen Risiko und Unsicherheit wurde von Frank Knight
|Knight, 1921] geprigt. Der Begriff nimmt auch in der Finanzwirtschaft an
Bedeutung zu. Die Abweichung und Schwankungsbreite von Asset Preisen,
die Terminstruktur von Zinsraten und Kreditrisiko sind wichtige Bereiche in
denen die Wahrscheinlichkeitsverteilung der relevanten Parameter entweder
nur ungenau oder gar nicht bekannt sind.

Im folgenden werde ich das Modell und die Diskussion des Modells von
|Burzoni et al., 2017] wiedergeben.

3.2 Das Modell und die zwei Haupttheoreme

Wie kann man nun Arbitrage und Wirtschaftlichkeit unter Knightscher Un-
sicherheit formulieren? Dazu betrachten wir nun folgendes:

Sei () eine nichtleere Menge, sie ist die Menge alle moglichen Zusténde;
F ist eine o— Algebra auf €, sie ist die c— Algebra aller mdoglichen Ereig-
nisse.

Zahlungsanspriiche - Der Warenraum der Zahlungsanspriiche H ist ein
Vektorraum von F - messbaren reellwertigen Funktionen. Er ist ausgestattet
mit einer metrisierbaren Topologie 7 und einer Halbordnung < die mit den
Vektorraumoperationen kompatibel ist.

11
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Beschiftigt man sich mit Arbitrage und Wirtschaftlichkeit unter Risiko, so
reicht es als Wahrenraum, den Raum aller Zahlungsanspriiche, den Raum
passender quadratisch integrierbaren Funktionen hinsichtlich eines gegeben
Priors mit einer passenden Fast sicheren Ordnung zu nehmen. Es wiirde
dann gelten H = L?{Q, F, P}. Da die Situation allgemeiner ist muss man
hier nun den abstrakten Vektorraum betrachten um typische Modelle der
Finanzwirtschaft abdecken zu konnen. Insbesondere wenn die gemeinsame
Ordnung durch eine nicht dominierende Menge von mehreren Priors induziert
wird. Darauf wird im Kapitel 3.3 ndher eingegangen.

Die Halbordnung < ist konsistent mit der Ordnung der reellen Zahlen fiir
konstante Funktionen und mit der punktweisen Ordnung fiir messbare Funk-
tionen.

Ein Konsumplan 7Z € H ist nichtig wenn 0 < Z und Z < 0. C € H ist
nichtnegativ wenn 0 < C und positiv falls C nicht < 0 ist.

Z, P, Pt beschreiben die Menge der nichtigen, nichtnegativen und positiven
Zahlungsanspriichen.

Des Weiteren gibt es noch eine weitere relevante Menge R, die Menge der
relevanten Zahlungsanspriiche, sie ist eine konvexe Teilmenge von P*. Die
Menge signalisiert einerseits Arbitrage, denn erlaubt eine Handelsbilanz dass
eine Auszahlung erwirtschaftet wird die eine relevante Auszahlung beziiglich
der gemeinsamen Ordnung dominiert dann spricht man von Arbitrage. Ande-
rerseits identifiziert die Menge potentiell erstrebenswerte Konsumrichtungen
fiir die Wirtschaft.

Meistens wird die Menge der relevanten Forderungen als die Menge der posi-
tiven, nichtnegativen Forderungen P* angesehen. Meistens ist das auch am
sinnvollsten. Manchmal macht es aber auch Sinn davon nur eine Teilmenge zu
betrachten. Man kann zum Beispiel nur Bargeld als relevante Menge sehen.
Es kann sonst sein dass die Liquidationskosten den Arbitragegewinn iiberwie-
gen und somit keine Arbitrage mehr besteht, oder es fiir den Agenten nicht
sinnvoll ist der Arbitragemdglichkeit nachzugehen. Unsere Definition von R
erlaubt verschiedene Ideen vom Arbitrage die in dem Kapitel 3.3 weiter be-
sprochen werden.

Der Finanzmarkt - Der Finanzmarkt wird dargestellt durch eine Menge
von Handelsbilanzen 7 C H, ein konvexer Kegel der 0 enthélt. Z ist die Men-
ge der Auszahlungen die ein Agent bei einem Ausgangsvermogen von 0 durch
handeln im Finanzmarkt erreichen kann. Im klassischen reibungslosen Wert-
papiermodell enthilt Z die Auszahlungen von selbstfinanzierenden Strategien
mit 0 Anfangskapital. In einem reibungslosen Markt ist Z ein Unterraum. In

12
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realistischeren Situationen in denen man Einschrankungen bei short selling,
Kreditrahmengrenzen, oder Transaktionskosten hat, spricht man von konve-
xen Kegeln anstatt von Unterrdumen.

Wie eben angemerkt nennt man die Handelnden in diesem Modell Agenten.
Sie sind dhnlich wie bei [Harrison and Kreps, 1979] durch Préferenzrelatio-
nen definiert, jedoch sind die Definitionen nicht dquivalent.

Definition 6 (Agent). Fin Agent wird in dieser Wirtschaft durch eine Pri-
ferenzenrelation (i.e. eine vollkommene und transitiv bindre Relation) auf H
beschrieben, die

o schwach monoton beziiglich < sind, X <Y impliziert X LY fiir alle
XY eH

e konvez, i.e. die oberen Konturlinien {Z € H : Z < X} sind konvez

o T-unterhalbstetig, i.e. fir alle Folgen {X,,}>2, C H konvergiert zu X in
T mit X, XY firallen € N, dann gilt X LY.

Die Menge aller Agenten sei A . Ahnlich wie bei [Harrison and Kreps, 1979
betrachten wir eine potentiell grofse Menge von Agenten iiber die manches
bekannt ist. Die genauen Préferenzen oder die Anzahl der Agenten ist nicht
bekannt Wir fiihren nur einige Figenschaften der Préferenzen der Standard-
wirtschaft ein. Insbesondere beriicksichtigen wir die Interpretation von < als
gemeinsame Ordnung, die Priferenzen sind monoton beziiglich <. Dariiber
hinaus setzen wir ein paar schwache Formen von Stetigkeit voraus hinsicht-
lich der Topologie 7. Man weifs, dass eine Form von Stetigkeit fiir die Existenz
von Gleichgewicht benotigt wird. Konvexitit spiegelt eine Préferenz fiir Di-
versifikation wider.

Nun haben wir die Grundsteine fiir die Definition der Wirtschaftlichkeit ge-
legt.

Definition 7 (Wirtschaftlichkeit). Ein Finanzmarkt (H, 7, <, I, R) ist
wirtschaftlich, falls es eine Familie von Agenten {<4}eea C A gibt sodass
qgilt:

e () ist optimal fiir jeden Agenten a € A, i.e.
Viel 1<,0, (3.1)
e fiir jeden relevanten Zahlungsanspruch R € R existiert ein Agent a € A

fiir den gibt
0<, R (3.2)
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Wir sagen, {<4}aca unterstiitzt den Finanzmarkt (H, 7, <, Z, R).

Definition 8 (Gleichgewicht). Ein Markt ist im Gleichgewicht, wenn die
Agenten keinen Anreiz haben sich von ihrer derzeitigen Ausstattung wegzu-
bewegen.

Im Gegensatz zu [Harrison and Kreps, 1979] verwenden wir heterogene Agen-
ten, da man unter der Knightschen Unsicherheit im Allgemeinen nicht einen
representativen Agenten annehmen kann.

3.2 stellt einen Form von Monotonie dar, welche den trivialen Fall der indif-
ferenten Agenten zwischen allen Fillen ausschlieft.

Unter der Knitghtschen Unsicherheit ben6tigt man eine andere Herangehens-
weise an die Definition der Wirtschaftlichkeit als unter Risiko. Genauer dar-
auf eingegangen wird im néchsten Kapitel unter “Wirtschaftlichkeit “

Definition 9 (Arbitragemoglichkeit). Fine Handelsbilanz ¢ € T ist eine Ar-
bitragemoglichkeit, falls ein relevanter Zahlungsanspruch R* € R existiert
fiir den ¢ > R* gilt

Definition 10 (free lunch with vanishing risk). FEine Folge von Nettoab-
schlissen {1,}5° C T ist ein free lunch with vanishing risk, falls ein relevan-
ter Zahlungsanspruch R* € R und eine Folge {e,}>° |, € H von nichtnegati-
ven Konsumplinen ezistieren mit e, — 0 fiir die gilt: e, + 1, > R* fiir alle
neN

Definition 11 (iiberwiegend frei von Arbitrage). Ein Finanzmarkt ist tuber-
wiegend frei von Arbitrage falls kein free lunch with vanishing risk existiert.

Im Allgemeinen besteht keinen Aquivalenz von Arbitragefreiheit und der Ab-
wesenheit von free lunch with vanishing risk, in [Burzoni et al., 2017] wird
genaueres besprochen.

Im Gegensatz zu [Harrison and Pliska, 1981] wird erst jetzt der Zusammen-
hang von Arbitrage und Wirtschaftlichkeit beschrieben.

Satz 5. Fin Finanzmarkt ist tiberwiegend frei von Arbitrage genau dann
wenn er wirtschaftlich ist.

Wie im letzten Kapitel angefiihrt, wird in der Standardliteratur das Mo-
dell der Wirtschaft auf einem Wahrscheinlichkeitsraum mit einem gegebenen
Prior P definiert. In [Harrison and Pliska, 1981] wurde die Wirtschaftlich-
keit iiber die Aquivalenz zur Arbitragefreiheit definiert. ein Finanzmarkt ist
genau dann wirtschaftlich falls ein lineares Preismaf in der Form eines ri-
sikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafies P* existiert das dquivalent zu P ist,

14
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nach [Harrison and Kreps, 1979]. Da man keinen gemeinsamen Prior hat,
miissen wir mit einer allgemeineren sublinearen Begriff der Preisgestaltung
arbeiten.

Definition 12 (sublineare Erwartung). Ein Funktional
E:H—RU{0}
ist eine sublineare Erwartung falls sie folgende Eigenschaften erfiillt:
e monoton beziglich <,

o translationsinvariant, i.e. fir alle konstanten contingent claims c € ‘H
und X € H gilt:
(X +c)=¢€X)+c
o sublinear, i.e. fir alle X,Y € H und A\ > 0 gilt :
(X 4Y)<e(X)+eY) und eAX) = le(X)

Des Weiteren definieren wir noch weitere Sonderfalle fiir sublineare Erwar-
tungen. € hat vollen Trager falls

€(R) > 0 fiir alle Re R

¢ hat die Martingaleigenschaft, falls e() < 0 fiir alle [ € Z
€ ist eine sublineare Martingalerwartung mit vollem Tréager falls alle vorheri-
gen Eigenschaften erfiillt sind.

Man weifs von der Entscheidungstheorie, dass eine sublineare Erwartung auch
als der grofte Erwartungswert iiber Mengen von Wahrscheinlichkeitsma-
fsen geschrieben werden kann. Unter Knightscher Unsicherheit tauschen wir
Wahrscheinlichkeitsmafie durch passende normalisierte Funktionale aus.

Definition 13 (Martingalfunktional). ¢ € H‘y ist ein Martingalfunktional,
falls gilt:

e ¢(1) =1 (normalisiert)
e ¢() <0 firallel e T

Ein lineares Funktional ist absolutstetig, falls es den Wert Null zu den ne-
gierbaren Zahlungsanspriichen zuordnet.

Q.. ist die Menge der absolutstetigen Martingalfunktionalen.
Das Modell ist nun aufgebaut und wir konnen das Fundamental Theorem of

Asset Pricing unter Knightscher Unsicherheit formulieren.
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Satz 6 (Fundamental Theorem of Asset Pricing). Der Finanzmarkt ist wirt-
schaftlich genau dann wenn eine unterehalbstetige sublineare Martingaler-
wartung mit vollem Trager existiert.

In diesem Fuall ist die Menge der absolut stetigen Martingalfunktionale Q.
nichtleer und
€g,, :=sup® € Q,.P(X)

st eine unterhalbstetige Martingalerwartung mit vollem Trager. Dartiber hin-
aus gilt, eg,, st mazrimal in dem Sinn, dass alle anderen unterhalbstetigen
sublinaren Martingalerwartungen mit vollem Triger € €(X) < eg, (X) fir
alle X € H erfiillen

3.3 Diskussion des Modells

3.3.1 Gemeinsame Ordnung statt gemeinsamen Prior

Die Préferenzeigenschaften die von allen Agenten geteilt werden spiegeln sich
in den Gleichgewichtspreisen wider. Handelt es sich um ein Risiko, so tei-
len sich alle Agenten einen gemeinsamen Prior, also eine gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Die Marktumgebung kann damit durch Experimen-
te wie Roulette Rider oder Miinzwiirfe simuliert werden. Kann das Experi-
ment, nicht so dargestellt werden wie in der realen Welt, dann kénnte man
noch immer von der Existenz eines gemeinsamen subjektiven Glaubens fiir
alle Marktteilnehmer ausgehen. Fiir die Knightsche Unsicherheit ist das aber
eine zu grofse Einschriankung.

Es wird auf jegliche explizite oder implizite Annahme iiber einen gemein-
samen Prior P verzichtet. Stattdessen wird die Analyse einer gemeinsamen
Ordnung < zugrunde liegen.Das ist eine viel schwéichere Annahme und bedarf
nur einem einstimmigen Dominanzkriterium.

Ein einfaches Beispiel fiir eine gemeinsame Ordnung ist die punktweise Ord-
nung, sie wird im Beispiel 3.3.4 diskutiert.

Die punktweise Ordnung wird zum Beispiel im Falle einer Geldauszahlung
auf jeden Fall einheitlich geteilt. Der allgemeine Ansatz erlaubt es eine grofe
Varietédt von Situationen abzudecken, den gut untersuchten Fall des Risikos
aber auch die Knightsche Unsicherheit.

Hat man eine Familie von eventuell nicht dquivalenten Prior, so kann man
die quasi-sichere Ordnung induzieren. Wir haben eine Familie von (potentiell
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nicht dquivalenten) Priors M, in diesem Fall ist

X <Y falls P(X <Y) =1 fiir alle Prior P in M

Im Folgenden wird ein Modell betrachtet in welchem die gemeinsame Ord-
nung von einer Klasse verschiedener Priferenzrelationen abgeleitet wird.

Man geht davon aus, dass kein gemeinsamer Prior gegeben ist, stattdessen
startet man mit einer Klasse von Préferenzrelationen Aq auf dem Handels-
raum H.Die Priferenzrelationen sind konvex und 7-halbstetig. Nun kann man
die gemeinsame Ordnung abgeleitet von der Menge der Préiferenzrelationen
Ay folgendermafen definieren.

Zo={ZeH 2<Z+X <X VXecH}

Z< ist die Menge der negierbaren Zahlungsanspriiche fiir die Préaferenzrela-
tion <€ Ay. Wir nennen 2Z,,,; := m#er Z die Menge der einheitlich negier-
baren Zahlungsanspriiche.

Die gemeinsame Halbordnung <,,,; auf H ist gegeben durch

(X <uni Y) < (3Z € Zpi - X(w) <Y (w) + Z(w) fiir alle w € Q)

Es wird die punktweise Ordnung auf den reellen Zahlen verwendet und ei-
ne einheitlich negierbare Auszahlung um die gemeinsame Ordnung von der
Menge der Ay abzuleiten.

(H, <uni) ist dann ein halbgeordneter Vektorraum und die Agentepriferen-
zen sind in Ay sind monoton beziiglich der gemeinsamen Halbordnung. Man
kann (auch grofere) Klassen von Préferenzrelationen A die die Voraussetzun-
gen unseres Ansatzes erfiillen, inklusive Monotonie beziiglich der abgeleiteten
gemeinsamen Ordnung ableiten.

3.3.2 Finanzmarkte

Der Finanzmarkt wird sehr vereinfacht modelliert mit dem konvexen Kegel
T . Dieser abstrakte Ansatz ist ausreichend fiir die Betrachtung der Relation
von Arbitrage und Wirtschaftlichkeit.

In den néchsten beiden Beispielen wird gezeigt wie die iiblichen Modelle von
statischem und dynamischem Handel eingebettet sind.

|Burzoni et al., 2017] haben diese vier Beispiele mit steigender Komplexitét
angefiihrt
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Beispiel 1

In einem Einperiodenmodell mit endlich vielen Zustdnden 2 = 1,..., N,
einem Finanzmarkt mit J + 1 Wertpapieren kann durch seine Anschaffungs-
kosten z; > 0,7 = 0,...,J un eine (J+1)xN— Auszahlungsmatrix F' be-
schrieben werden. (vergleiche [LeRoy and Werner, 2014])

Ein Portfolio H = (Hy,...,H : J) € R/*! hat die Auszahlung HF =
Falls die nullte Aﬁiége risikolos mit einem Preis xg = 1 ist und in iiberall in
jedem Zustand 1 auszahlt dann kann eine Handelsbilanz mit null Anschaf-
fungskosten beziiglich des Portoflio Risikoasset H = (Hy,..., H;) € R’ und

,,,,,

Renditenmatrix F beschrieben werden, i.e.

7= {HF:HcR’}

Beispiel 2

Das Modell beinhaltet nun auch den Fall von endlich langen Handelsperioden.
Sei F = (F;)L, eine Filtration auf (2, F) und S = (S;)L, ein adaptierter
stochastischer Prozess mit Werten aus RY fiir J > 1;.S modelliert die risi-
kobehafteten Anlagen. Wir nehmen an, dass auch ein festverzinsliches Wert-
papier mit einer Zinsrate von 0 gegeben ist. Die Menge der Handelsgewinne
kann dann durch die Gewinne der Handelsprozesse beschrieben werden:

¢ € Hist in Z so ausgestattet sodass vorhersehbare Integranden H, €
(L°(, Fi_q))? fiir t = 1,...,T existieren sodass,

t=1
(= (H-S)p=>» H-AS, wobei AS,:= (S —8_1)
T

Im reibungslosen Fall ist die Menge der Handelsbilanzen ein Unterraum von
‘H. Im Allgemeinen kann man auch Einschrankungen fiir die Menge der zulas-
sigen Handelsstrategien einfithren. Zum Beispiel kann man short selling von
Risikoanlagen exkludieren oder den Kreditrahmen des Agenten beschrinken.
In diesen Fillen ist der vermarktete Unterraum Z ein konvexer Kegel, siehe
|Luttmer, 1996, |Jouini and Kallal, 1995|, |Araujo et al., 2018],e.g.

18



Seminararbeit Elena Mayr

Beispiel 3

Wie bereits in dem Kapitel 2.1 angefiihrt, ist in [Harrison and Kreps, 1979|
der Markt beschrieben durch einen Marktraum M C £*(Q, F,P) und ein
(stetiges) Funktional 7w auf M. In diesem Fall ist Z der Kern des Preissystems,
le.

I={XeM:n(X)=0}

Beispiel 4

In stetiger Zeit besteht die Menge der Handelsbilanzen aus stochastischen

Integralen der Form
T
7= {/ Ou-dSu:HeAadm},
0

fiir eine passende Menge von zuldssigen Strategien A,q,. Es gibt verschie-
dene mogliche Wahlen solcher Mengen. Wenn der Aktienpreisprozess S ein
Semimartingal an Beispiel von A4, ist die Menge aller S-integrierbaren, vor-
hersehbaren Prozesse deren Integrale von unten begrenzt sind. Andere typi-
sche Beispiele fiir A4, wiirden aus einfachen Integranden bestehen, wenn S
ein stetiger Prozess ist und A,g4,, die Menge der Prozesse mit einer endlichen
Variation ist, dann kann das obige Integral durch partielle Integration defi-
niert werden [Dolinsky and Soner, 2014, [Dolinsky and Soner, 2015]

Liegt kein gemeinsamer Prior vor, so kommen einige nicht triviale technische
Fragen iiber die Integrierbarkeit von Zahlungsanspriichen und Handelsstra-
tegien auf. Es ist moglich den Warenraum auf den Raum der messbaren und
beschrinkten Funktionen zu beschranken, die beziiglich eines Priors inte-
grierbar sind.

3.3.3 Relevante Zahlungsanspriiche

Wir verwenden den Begriff der relevanten Zahlungsanspriiche um den typi-
schen Ansatz Arbitrage als positive Handelsbilanzen zu definieren zu genera-
lisieren. Dieser Ansatz erlaubt zusétzliche Flexibilitit und erlaubt potentiell
wichtige Varianten des Begriffs der Arbitrage zu decken. Zum Beispiel: Kann
ein positiver Zahlungsanspruch nicht ohne Kosten liquidiert werden, dann
sehen Agenten die Handelsbilanz nicht als free lunch with vanishing risk an,
falls die Liquidationskosten grofer als die potentiellen Gewinne sind. Daher
ist es naheliegend nur eine Teilmenge der positiven Zahlungsanspriiche als
relevant anzusehen, wie zum Beispiel Bargeld.
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Dariiber hinaus identifizieren relevante Auszahlungen potentiell begehrens-
werte Richtungen des Konsums fiir unsere Wirtschaft. Die Wahrenrdume die
fiir Knightsche Unsicherheit verwendet werden sind oft sehr grofs. Daher ist
es in manchen Anwendungen der Finanzwirtschaft sinnvoll mit einer Men-
ge der relevanten Zahlungsanspriichen zu arbeiten die kleiner ist als die der
positiven Zahlungsanspriiche.

3.3.4 Wirtschaftlichkeit

Knightsche Unsicherheit bedarf einer vorsichtigen Adaption des Begriffs der
Wirtschaftlichkeit. Man kann in Wettbewerbsmérkten unter Risiko einen re-
prisentativen Agenten mit strikt monotonen Préaferenzen fiir eine Menge von
arbitragefreien Wertpapieren konstruieren. In [Harrison and Kreps, 1979] ist
Wirtschaftlichkeit Aquivalent zu der Existenz eines strikt positiven Funk-
tionals das stetige, strikt monotone Priferenzen induziert. Nach dem Dar-
stellungssatz von Fréchet-Riesz sind diese die Funktionale beschrieben durch
Dichten die fast sicher strikt positiv beziiglich des gemeinsamen Priors sind.

Betrachtet man die typischen Finanzmodelle unter der Knightschen Unsicher-
heit, so hat man einen sehr grofen Grundraum auf dem keine strikt positiven
linearen Funktionale existieren. Aus diesem Grund muss man Wirtschaft-
lichkeit anders als in der Standardliteratur definieren. Im folgenden Beispiel
werden diese Probleme mit einem einfachen Modell gezeigt in welchem das
Einheitsintervall der Zustandsraum ist.

Kann ein arbitragefreies Modell durch einen einzelnen Agenten mit strikt mo-
notone Priferenzen dargestellt werden, der die gegebenen Angaben erfiillt,
im Gleichgewicht, dann miisste der Randnutzen dieses Agenten im Gleich-
gewicht fiir alle positiven Auszahlungen strikt positiv sein. Somit muss der
Grundraum strikt positive lineare Funktionale unterstiitzen.

Fiir die Definition des wirtschaftlichen Gleichgewichts bendtigt man zwar
keinen reprisentativen Agenten, es ist aber ein konzeptionell ansprechender
Ansatz eine heterogene Agentenwirtschaft zu erlauben da in echten Finanz-
mirkten eine grofe Diversitit von Agenten besteht.

Im Gegensatz zu [Harrison and Kreps, 1979] und [Kreps, 1981] wird die strik-
te Monotonie gelockert, es werden Agenten mit schwach monotonen Prife-
renzen erlaubt. Um den trivialen Gleichgewichtsfall, in dem Agenten alle
indifferent beziiglich allen Zahlungsanspriichen sind auszuschliefsen, muss ein
Form von strikter Monotonie fiir den Markt als ganzes eingefiihrt werden. Ei-
genschaft 3.2 versichert dass die relevanten Zahlungsanspriiche von manchen
Agenten in der Wirtschaft bevorzugt werden.
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Beispiel 1

Sei © = [0,1]. Sei F die Borelalgebra und #H die Menge aller beschrénk-
ten, messbaren Funktionen auf 2. WQir beriicksichtigen die quasi-sichere
gemeinsame Ordnung welche induziert wird durch eine Menge von Wahr-
scheinlichkeitsmafien Q auf 2, i.e. X > Y (“Q — quasi-sicher”), gegeben dass
Q(x > Y) > 0 fiir alle Q € Q. Die relevanten Zahlungsanspriiche sind
R = PT; eine beschrinkte messbare Funktion R € H ist daher relevant, falls
R >0 Q — quasi-sicher und Q(R > 0) > 0 fiir manche Q € Q

Um die Kernaussagen zu zeigen betrachten wir den extremen Fall der Knight-
schen Unsicherheit wo O die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmalfse ist. Die
gemeinsame Ordnung ist durch die punktweise Ordnung gegeben. Eine be-
schrinkte messbare Funktion ist relevant falls sie iiberall nichtnegativ ist und
strikt positiv fiir manche w € Q. Wir betrachten nun die Gilboa-Schmeidler
Nutzenfunktion

U(X) = inf Folu(X)] = inf u(X(w))

fiir strikt monotonen und strikt konkaven Funktionen uw : R — R. Dieser
bestimmte Agent bevorzugt schwach den Nullhandel zu jedem Zahlungsan-
spruch dessen Minimumwert weniger als null ist. Im speziellen gilt fiir den
relevanten Zahlungsanspruch R(w) = 1¢(w), dass wir U(0) = u(o) >
U(AR) fiir alle A € R. Bei positiven A interessiert den Agenten nur der
schlimmste Ausgang w = 0 in welchem der Zahlungsanspruch AR die Aus-
zahlung null hat. Der Agent will keine negativen Vielfache des zahlungsan-
spruches weil er in jedem moglichen zustand Geld verlieren wiirde aufer in
w = 0. Der Wahrenraum in diesem Beispiel beinhaltet kein strikt lineares
Funktional [Aliprantis and Border, 1999|, Section 8.10 und Beispiel 21. Zu-
sammenfassen sei gesagt, dass trotz vorsichtig gew#hlten Agenten die den
relevanten Kontrakt 1(o ;) der Null bevorzugen konnen, man keinen einzigen
Agenten in der Wirtschaft finden kann der alle relevanten Kontrakte der Null
bevorzugt.

3.3.5 Sublineare Erwartungen

Unser Fundamental Theorem of Asset Pricing charakterisiert die Abwesen-
heit von Arbitrage mit Hilfe einer nicht additiven Erwartung £. In der Ent-
scheidungstheorie haben nicht additive Wahrscheinlichkeiten eine lange Ge-
schichte. [Schmeidler, 1989] fiihrt eine Erweiterung von der erwarteten Nut-
zentheorie basierend auf nicht additiven Wahrscheinlichkeiten. Das weit ver-
breitete max-min erwartete Nutzenmodell von [Gilboa and Schmeidler, 1989
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ist eine andere Instanz. Definiert man die subjektive Erwartung einer Auszah-
lung als die minimal erwartete Auszahlung iiber eine Klasse von Priors, dann
hat der daraus resultierende Begriff von Erwartung manche Eigenschaften ei-
nes Erwartungswertes, wie Monotonie und die Beibehaltung von Konstanten,
diese Erwartung ist aber nicht mehr additiv.

In unserem Fall hat die nicht additive Erwartung mehr einen objekitven als
eine subjektiven Ansatz, da es das Preisfunktional des Marktes beschreibt.
Wohingegen im Allgemeinen ein additives Wahrscheinlichkeitsmaf ausrei-
chend ist um einen wirtschaftlichen Markt in Modellen mit einem gemeinsa-
men Prior zu charakterisieren, das ist unter Knitghtscher Unsicherheit aber
nicht mehr moglich.

Wie bereits angemerkt haben |Harrison and Kreps, 1979| gezeigt, dass aus
der Wirtschaftlichkeit eines Preissytems folgt, dass das lineare Marktpreis-
funktional auf dem Preissystem zu einem strikt positiven Funktional auf den
ganzen Raum der Eventualforderungen erweitert werden kann. Unter Knight-
scher Unsicherheit ist das nicht mehr méglich, da in vielen Féllen strikt po-
sitive Funktionale nicht existieren (vgl. Beispiel: 3.3.4). Wir betrachten den
nicht additiven Begriff der Erwartung.

Das Preisfunktional ordnet allen Handelsbilanzen einen nichtpositiven Wert
zu.Handelsbilanzen haben also die (super-)Martingaleigenschaft unter die-
ser Erwartung. Nimmt man nun zum Zwecke der Diskussion an, dass die
Menge Handelsbilanzen ein linearer Unterraum ist, dann miissen die Preis-
funktionale iiber dem Unterraum additiv sein. Als Konsequenz ist der Wert
von allen Handelsbilanzen unter der sublinearen Preiserwartung null. Fiir
Zahlungsanspriiche die auferhalb des Marktunterraums liegen ist die lineare
Preisoperation des Marktes sub-additiv.

Das folgende Beispiel zeigt das Problem.

Beispiel 1

Das typische Einschritt-Binomialmodell wird oft das Atom des Finance ge-
nannt, es besteht aus zwei Zustinden 2 = {1,2}. Ein Element X € H kann
mit einem Vektor aus dem R? identifiziert werden. Sei < eine gewdhnliche
Teilordnung auf R2. Die relevanten Zahlungsanspriiche sind die positiven
Zahlungsanspriiche R = P*. Es gibt eine risikolose Anlage B und eine risi-
kobehaftete Anlage S. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 haben beide Anlagen den Wer
By = Sy = 1. Fiir die risikolose Anlage gilt B; = 1 + r, wobei die Zinsrate
r > —1 zur Zeit t = 1, wohingegen die risikobehaftete Anlage im Zustand 1
den Wert u annimmt und im Zustand 2 den Wert d, u > d. Die risikolose
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Anlage ist Numeraire. Der diskontierte Handelsgewinn der risikobehafteten
Anlage is 0* := S; /(1 +r) — 1. Z ist der lineare Raum aufgespannt durch ¢*.
Es gibt keine Arbitrage genau dann wenn der eindeutige Kandidat fiir die
Martingalwahrscheinlichkeit fiir den Zustand eins

. l1+r—d
 u—d

in (0, 1) ist, was wiederum zu u > 1 4 r > d dquivalent ist. p* induziert das
eindeutige Martingalmafs P* mit der Erwartung

E*=pX(1)+(1-p")Xa(2)

P* ist ein lineares Mak; dariiber hinaus hat es vollen Trager da wir fiir alle
R € R, E*[R] < 0. Der Markt ist wirtschaftlich mit A = {x*}. Die Préfe-
renzrelation ist gegeben durch die lineare Erwartung P*, i.e X <* Y genau
dann wenn E*[X] < E*[Y]. Es gilt unter diesen Priferenzen ¢ ~* 0 fiir alle
(e€Zund X <* X+ R fiir X € H und R € P*. Insbesondere ist jedes ¢ € Z
ein optimales Portfolio und der Markt ist wirtschaftlich. Dieses Beispiel ldsst
sich auf alle endlichen €2 und vollstindige Finanzmirkte iibertragen.
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Conclusio

[Harrison and Kreps, 1979] und [Harrison and Pliska, 1981] haben den Zu-
sammenhang zwischen Wirtschaftlichkeit und Arbitrage untersucht und das
Fundamental Theorem of Asset Pricing formuliert.

|Burzoni et al., 2017] haben dieses Thema weiter untersucht und sind zu dem
Schluss gekommen, dass es auch moglich ist auf Basis einer gemeinsamen
Ordnung statt eines gemeinsamen Priors die Aquivalenz der Abwesenheit
von Arbitrage und Wirtschaftlichkeit zu zeigen. Die Ordnung wird im Sinne
der Préferenzen der Agenten monoton im Bezug auf diese gebildet.

Ein gegebener Finanzmarkt ist wirtschaftlich genau dann wenn ein sublinea-
res Preisfunktional existiert das mit den gegebenen Assetpreisen konsistent
ist.

Eine weitere wichtige Aussage ist, dass man unter der Knightschen Unsi-
cherheit keinen einheitlichen Prior fiir alle Agenten erlassen, das ist eine zu
starke Einschréinkung. Wenn die Knightsche Unsicherheit durch eine Klas-
se von Priors beschrieben wird, dann muss die lineare Martingalerwartung
durch eine sublineare Erwartug ausgetauscht werden.

Der Ansatz der Knightschen Unsicherheit ist sicher fiir andere Bereiche der
Mathematik auch sehr bedeutend, wie [Harrison and Kreps, 1979] angemerkt
hat mag es auch sein die Grundlegenden Modelle der Mechanismus-Design-
Theorie und der Spieltheorie ohne einen gemeinsamen Prior zu betrachten.
Auch wenn die Modelle unter der Knightschen Unsicherheit einer umfang-
reicheren Theorie bediirfen ist es fiir die Realitit, in der nicht nur Risiko
vorliegt, wichtig diese Modelle zu verallgemeinern.
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