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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Statistiche Grundlagen

In der Wahrschernlichkeitstheorie wird ein Zufallsexperiment als ein Vor-
gang bezeichnet, dessen Ergebnis nicht mit Sicherheit vorausgesagt werden
kann. Die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments wird
Grundgesamtheit genannt und mit 2 bezeichnet. Eine Zufallsvariable
X eines Zufallsexperiments ist eine Funktion, die jedem FEreignis eine Zahl
zuordnet:

X: Q0 = R

Es gibt zwei verschiedene Klassen von Zufallsvariablen und zwar diskrete
und stetige. Fine diskrete Zufallsvariable ist eine Zufallsvariable mit einem
endlichen Wertebereich. Die Beispile dafiir sind Wiirfeln oder Munzwurf. Eine
stetige Zufallsvariable hat einen iiberabzidhlbaren Wertebereich z.B. Rendi-
teverlauf einer Aktien.[1]
Der Erwartungswert wird auf eine Wahrscheinlichkeitsverteilung angewen-
det und ermittelt den Wert, der bei sehr haufiger Wiederholung des Zu-
fallsexperiments am ehesten als Mittelwert zu erwarten ist (daher der Na-
me “Erwartungswert” ). [2]

Abhéngig davon, ob die Zufallsvariable stetig oder diskret ist, berechnen
wir Erwartungswert auf Folgende Weise:

e Diskrete Zufallsvariable Elz] = >"7" | z;p(z;)

e Stetige Zufallsvariable — E[z] = [ af(x;)dx
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Unter der Verteilungsfunktion verstehen wir eine Funktion F, die je-
dem x einer Zufallsvariablen X genau eine Wahrscheinlichkeit P(X < x)
zuordnet.

dh  F:z = P(X<2)=),  Plx=um)[2

1.2 Risikomafle

Die Berechnung von Risikomaflen ist eine Teilaufgabe der Risikoquantifizie-
rung. Unter Risikoquantifizierung versteht man die Bewertung von Risiken
durch den Beschreibung mittels einer geeigneten Verteilungsfunktion, diese
kann auch anhand historische Daten geschétzt sein.

In der Risikotheorie gibt es zwei alternative Variante fiir Beschreibung der
identifizierten Risiken:

1. Zwei Verteilungsfunktionen: eine zur Darstellung der Schadenh&aufigkeit
in einer Periode (beispilweise mit hilfe der Binomialverteilung) und eine
weitere zur Darstellung der Schadenhohe je Schadenfall (beispilwerse
mithilfe der Normalverteilung)

2. Eine verbundene Verterlungsfunktion, mit der Risikowirkung in einer
Periode dargestellt wird. [1]

Aus der Verteilungsfunktion lassen sich Risikomafle wie Streuung oder der
Value at Risk zum Vergleichen von Risiken ableiten. Ein Risikomaf ist nun
eine Zuordnung, welche einer Verteilungsfunktion einen reellen Wert zuord-
net. Dieser Wert soll zugehorige Risiko darstellen.

Die Risikomafle konnen sich auf Einzelrisiken (zum Beispil Schanlagschidden)
aber auch auf dem Gesamtrisikoumfang (etwa bezogen auf Gewinn) eines
Unternehmens beziehen [3]. Die quantitative Bewertung einer Gesamtrisiko-
position erfordert eine Aggregationi| der Einzelrisiken.

Risikomafle lassen sich grundsétzlich unterscheiden in Mafle fiir ein einzelns
Risiko oder Mafle, die das Risiko zweier zufallsgrofien zueinander in Bezie-
hung setzt. Eine solche Maf ist beispilweise die Kovarianz bzw. der Korela-
tionskoefizient.

Die Kovarianz von zwei Zufallsvariablen X und Y ist definiert als

'Risikoaggregation ist eine Zusammenfassung aller Risiken, nicht jedoch deren einfache
Addition [4]



Cov(X,Y) =E[X - Y] — E[X]E[Y]

Cov(z,y)

@) (y) mit -1 < p(z,y) <1

Korelationskoefizient: — p(x,y) =

Standardabweichung:  o(z) = \/Var(z)

Dies ist ein absolutes Risikomafl - je grofier die Streuung, desto grofier des
Risiko [1].



Kapitel 2

Elemente der
Versicherungsanalytik

2.1 Das Individuelle Modell

Wir betrachten [3] nun ein Versicherungsportfolio mit n > 1 Versicherungs-
vertrége iiber einen festen Zeitraum (z.B ein Jahr). Den Gesamtschaden des
Portifolios bezeichnen wir mit S. Wenn man alle Einzelschidden X;, i € 1..n
kennt, gilt es natiirlich

S=3" X (2.1.1)

Die Zufallsvariable X; sind nichtnegativ und unabhéngig, aber notwendiger-
weise identisch verteilt.

Fiir das Versicherungsunternehmen ist es wichtig, den Erwartungswert (Net-
topréamie), die Varianz (Schwankungsmaf}), andere Momente (Schiefe, ...) zu
kennen. [5]

E[S] =" E[X]] (2.1.2)
Var[S] =" Var[X;] (2.1.3)
M, [t] = TTizy Mx[1] (2.1.4)



2.2 Kollektive Modelle

Um kollektive Modelle zu modellieren, betrachten wir nun den Fall, in dem
X; > 0 ist. Wir fiithren eine neue diskrete Zufallsvariable ein.
Das ist Schadenanzahl N.

N = 2?:1 [7, mit [Z = [(Xi>0)
Hier sieht man, dass (I;);c1..n, iid Ber(p) Verteilung hat und daraus flogt:

Plz>0=1—F(0)=p

In einem kollektiven Modell wird die Folge von Schadenhthe mit (Yy)r>1
bezeichnet und dann ist der Gesamtschaden

S=3" Y (2.2.1)

F, ist eine Verteilungsfunktion im individuellen Modell des Einzelschadens
Xi. Aber im kollektiven Modell brauchen wir, wegen der Bedingung, die wir
fiir X haben, eine neue Verteilungsfunktion.

Wir bezeichnen diese Verteilungsfunktion mit G und sie wird auf folgende
Weise definiert:

Pl0 < X < 7

Gy(r) =P[X < x|z > 0] = Pz > 0]

1 — F,(0) D
Satz 2.1
Unter der Annahme, dass E[N] < oo und E[Y] < oo ist, haben wir folgendes:
E[S] = E[N]E[Y] (2.2.2)
Var[S] = Var[N]E[Y]* + E[N|Var[Y] (2.2.3)
M[t] = Mn(logM,(t)) (2.2.4)

Beweis:



o E[S]=E[Sn] = > -0 E[S; N =n]
= Z@O ED i Yi; N =n]
= Z@O E[ZZ:1 Y] - P[N = n]

— E[E[S|N]]?
Var[S|N] + E[S|N]?] — E[E[S|N]]?
Var[S|N] + E[E[S|N]’]] — E[E[S|N]]?
Var[S|N]] + Var[E[S|N]|
Var[S|N] = Var[Yn_, Yi|N] = N - Var[Y]
E[S|N] = E[Y,, YalN] =E[Y]- N
Var[S] = E[N - Var[Y]] + Var[E[Y] - N]

= E[N] -Var[Y] + Var[N] - E[Y]?

o Mj(t) = Efe] = E[E[e"|N]

= My (logMy(t)) 0

Das Hauptziel dieses Abschnittes ist die analytische und numerische Be-
rechnung von Fj, fiir die die Annahmen iiber Y, und N erforderlich sind.

Zusammengesetzte Summen (Compound sums)
Wir haben bereits erwdhnt, dass die Zufallsvariablen Y) unabhéngig und
identisch verteilt sind und dass sie gemeinsame Verteilungsfunktion G haben.
Weiter bezeichnen wir den Fall (2.2.1) als zusammengesatzte Summe.
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von N wird mit py(k) = P(N = k)
fiir k = 0,1,2...bezechnet.




Satz 2.2

Zusammengesetzte Verteilung (Compaund distribution)
Sei S eine zusammengesetzte Summe. Dann ist fiir alle z > 0

Fu(2) = P(S < ) = T pv(RGW (x) (2.2.5)

worbei G®) die k-te Faltung von G. Man beachtete, dass
G(0) = 1 fiir z > 0 und GO (z) = 0 fiir < 0 ist.
Beweis:

Wir nehmen z > 0 an. Dann

Fy(z) =P(S <) =P, Y; < 4]

= Z?:OP[ZZ'JLYI' <z, N = k]
=3 P, Vi < 2PN = k]

=310 GV (@)px (k) 0

Obwohl die Formel (2.2.5) explizit ist, ist ihre tétsachliche Begrundung in
bestimmten Fallen schwierig, wegen der Faltung von Verteilungsfuktion.
Aus diesem Grund finden Aktuare verschiedene numerische Approximatio-
ne,n um dieses Problem zu losen.

2.3 Panjer - Rekursion

Weiter werden wir iiber eine wichtige Approximationsklasse sprechen, die
auf der rekursiven Methode basiert. Diese rekursive Methode kann nur dann
entwickelt werden, wenn die Einzelschadenhoren Y; diskret sind und Vertei-
lungsfunktion von N bestimmte Bedingungen erfiillt.

Unter der Annahme, dass Y; eine diskrete Zufallsvariable ist, sind die Werte
von Y; nichtnegativ.

Um diese Methode besser zu erklidren, werden die folgenden Bezeichnungen
eingefiihrt:

g =P(Y = k)
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pe =P(N = k)
(zur Vereinfachung der Schreibweise schreiben wir py fir py(k)) und

Es ist weiterhin leicht anzunehmen, dass g, = 0 gilt und g,(cn) =PYy+ ...+
Y, = k) sei, die diskrete Faltung der Wahrscheinlichkeitsfunktion (Zé&hldichte)
Gk

Wir bekommen sofort folgendes:

Sn=P[S=n] = p-9P n>1

Diese Formel ist aufgrund der Faltung ggk) sehr schwer zu berechnen. Fiir
eine wichtige Klasse diskreter Variablen N kann sie jedoch auf eine einfa-
che Rekursion reduziert werden. Hierzu stellen wir die sogenannten Panjer -

Klassen vor.
Definition 2.3.1 ( Panjer - Klassen )

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion (py) von N gehort fiir einige a,be R zur
Panjer (a,b) - Klasse, wenn die folgende Beziehung fiir r > 1 gilt:

pr=(a+ (b/7))pr—1



Beispiel 2.3.1. (Poisson)

Wenn N ~ Poi(\) ist, dann erfiillt seine Wahrscheinlichkeitsfunktion, die
AT " A .

Pr = e_)‘—l heifit Gleichung br_ 2 , so dass N zur Panjer - Klasse (a, b)
r! Pr—1 r

mit @ = 0 und b = A gehort.

Satz 2.3 (Panjer - Rekursion)
Angenommen, N erfiillt die Bedingung von Panjer - Klasse (a,b) und gy = 0,
dann ist

Sg = po und

. bl
Spn = Zk:l (Cl + g)gk * Sn—i

In folgenden Ubungen [9] werden wir uns mit der Berechnung der Vertei-
lungsfunktion anhand einer expliziten Formel und der rekursiven Formel von
Panjer befassen.

Wir konnen hier deutlich die Wirksamkeit von Panjer Rekursion sehen.



Ubung 1:

Sei S zusammengesetzte Poisson - Verteilung mit A = 2 und g(k) = —,

10
k =0,1,234
pkze_AA—k
!
g =k g g
(O (1) ] (2)] _(3)] _(4)
k |9(k)|p(k) gn |Bn Bn n |8n Sn

0 0 0,135 1 0 0 0 0 0,135

1 (110 (0,271 O 0.1 0 0 0 (0,027

2 (21010271 O 02 1001 O 0 |0,056

3 3100180 O 0,3 |0,04 (0,001 O |0,092

4 | 410 (0,090 0O 0.4 | 01 [0,006(0,0001(0,136

Abbildung 2.1
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Ubung 2:
Das Gleiche wie in Ubung 1, aber jetzt mit Panjer Rekursions.

. bk
Sp = Zk:l(a + E)gksn—k

k [g(k)| Sn

0 0 (0,135

1 [ 1710|0027

2 | 2M10]0,056

3 | 3M10)0,092

4 | 4110|0136

Abbildung 2.2
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Kapitel 3

Die Aufgabe des
Risikomanagements

Solvency II ist eine neue Richtlinie der Européischen Union, die 2016 ein-
gefithrt wurde. Diese dient als Ausgangspunkt zur Ermittlung der Solvenz-
kapitalanforderung und stellt die Basis zur Ermittlung der Eigenmittel dar.

Nach Solvency II miissen auch Versicherungsunternehmen ein wirksames Ri-
sikomanagementsystem einrichten,das alle erforderliche Analyse, Bewertung, Kontrolle
umfasst.

Die Geschiftsfithrung eines Versicherungsunternehmens muss ein Risikobe-

wusst entwickeln und diesen kontinurlich gelebt wird.

Eine Gesamtstrategie,die neben den Mindestanforderungen des Gesetzgebers

ein System zur internen Selbsteuerung liefert,ist wiinschenswert:

e Verbesserung der Risikostruktur
e Integration der Einzelsysteme
e Eingrenzung der wesentlichen Risiken Vorgehensweise

Abbildung 3.1 zeigt den Regelkreis des Risikomanagements in der Praxis.

Ein effizienter Risikomanagement-Prozess funktioniert dhnlich dem mensch-
lichen Organismus oder anderer Netzwerkstrukturen in der Natur.
In einem menschlichen Organismus arbeiten Gehirn, Herz und Nervensystem
zusammen. Netzwerke sind anpassungsfiahig und flexibel, haben gemeinsa-
me Ziele, spielen zusammen und vermeiden Hierarchien. Netzwerkstrukturen
sind skalierbar und auflerordentlich iiberlebensfdhig.
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Strukturierte Risiko- Analyse und Messung
Erfassung

&
;
1.Risiken = 2.Risiken
identifizieren /" Risiko- " bewerten
ry ]
4.Risiken \\ Strategle // — 3.Risiken
iiberwachen SISy P o steuern
und reporten S
. Risiko-Cockpit Abwalzen
Selbst Tragen >
e n n a } b
osin [[] dentifiziertes Risiko ~

ht identifizi
[} gﬁléomm dories

Abbildung 3.1

Die Arten von Risiken, auf die Risikomanagementsysteme achten miissen,
sind:

1. Versicherungstechnisches Risiko
2. Marktrisiko

3. Kreditrisiko

4. Liquiditatsrisiko

5. Konzentrationsrisiko

6. Strategisches Risiko

7. Reputationsrisiko

8. Operationelles Risiko

Das in Abschnitt 2.2 erwdhnte Zusammengesetzte Modell ist das Ba-
sismodell fiir die Berechnung des operationellen Risikos. Das operative Ri-
sikomanagement beinhaltet den Prozess der systematischen und laufenden
Risikoanalyse der Geschiftsablaufe. [1][9]
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Kapitel 4

Risikoteilung und
Riickversicherung

Oft kommt|[1] es vor, dass der Versicherer grofiere iibernommene Risiken nicht

allein decken kann oder will. Solche Risiken, die enorme Schéden anrichten
konnen, sind z.B Hochwasserkatastrophen, Flugzeugabsturz, Uberschwemmungen...
Als Instrumente der Risikoeinteilungspolitik lassen sich die Mitversicherung

und die (verschiedenen Formen) der Riickversicherung nennen.

Bei der Mitversicherung wird ein Risiko von mehreren Versicherern bewusst
iibernommen. Das bedeutet, dass jeder von ihnen einen Teil des Risiko tragt

und dafiir die anteilméflige Pramie bekommt.

Die klassische Riickversicherung ist eine weitere Form der Risikoterlung, wo

die Erstversicherer gibt einen Teil seines Geschéftes an den Riickversicherer

ab. Es gibt obligatorische und fakultative, Riickversicherungen. Im ersten Fall

ist die Abgabe und Annahme der Risiken verbindlich zwischen dem Erstver-
sicherer und dem Riickversicherer im Riickversicherungsvertrag geregelt. Im
zweiten Fall erfolgt die Werterlertung und Annahme der Risiken auf freiwil-

liger Basis.

Je nach Verteilung des Risikos zwischen Erstversicherer und Riickversicherer
unterscherdet man die Form der proportionale Riickversicherung (Summenriickversicherung)
und nichtproportionale Riickversicherung (Schadensriickversicherung).
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4.1 Proportionale Riickversicherung

4.1.1 Quotenriickversicherung

Der Einzelschaden X wird entsprechend der Selbstbehaltquote q bzw. der
Riickversicherungsqute 1-q zwischen dem Erst - und Riickversicherer aufge-
teilt, sofern der Schaden kleiner oder gleich der Versicherungssumme VS ist:

X=¢-X+(1-¢@)X mit X VS
EV=q-X RV =(1-¢X

Ublicheweise wird im Riickversicherungsvertrag ein sogenanntes Einbrings-
limit VS* des Erstversicherer definiert, welches die Maximalhalftung des
Riickversicherer begrenzt.

Es gilt fiir den Riickversicherer:

VS*
VS

(1—¢)X mit VS Vs

Beispiel 1:

Ein Versicherungsportifolio des Erstversicherers besteht aus drei Einzelrisi-
ken, die lauf Riickversicherungsvertrag mit einer Quote von 60 % riickversichert
sind. Das erste Risiko R; weist eine Versicherungssumme von 100 000 EUR,
dass zweite Ry eine Versicherungssumme von 50 000 EUR und das dritte Rj
eine Versicherungssumme von 10 000 EUR auf.

Zeigen Sie, wie sich der Riickversicherer an den Schaden beteiligen muss,
wenn das Einbringungslimit des Erstversicherers 80 000 EUR betréigt.
Quote von RV = 60 %

q=(1-0,6) = 0,4 %

VS* =80 000 EUR

Ry(VS) = 100 000 EUR

VS ' 80000

VS" < V8= RVquowe(F1) = 75 (1 = 4) = 155000

Ry(VS) = 50 000 EUR

(1—0,4) - 48%

VS < Vs
R3(V'S) = 10 000 EUR
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100 000

Limit

80 000

60 000
50 000
40 000

32000

20 000

Abbildung 4.1

4.1.2 Summenexzedenten - Riickversicherung

Im Gegensatz zur Quotenriickversicherung wird ein absoluter Selbstbehalt

(Maximum) des Erstversicherers festgelegt. Die Haftung des Riickversicherer

wird durch Festlegung einer Haftungsstrecke, auch Layer genannt, begranzt.

Ublicherweise wird dabei die Haftungsstrecke, als Multiplikator (m) des Selbst-
behalts (SB) angegeben.

Das Zeichnungslimit des Riickversicherer, welches sich aus der Summe Selbst-

behalt und Haftungsstrecke ergibt, begrenzt seine Maximalhaftung.

Fiir die Einzelschanden X gilt fiir Aufteilung des Schadens zwischen Erst-

versicherer und dem Riickversicherer unter Bachtung der Sebstbehaltquote

qQ
X=q¢g- X+(1-9¢X

EV=¢q-X RV =(1-¢)X

1 fir VS<SB
VS—-SB
_ Vo—ob . <
q { 7S fir SB<VS<ZL
VS—m-SB .
T fir VS>ZL
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bzw. in Abhéngigkeit der Riickversicherungsquote 1-q mit:

0 fir VS <SB
VS—-SB
o V5 —»ob . <
1-q { 7S fir SB<VS<ZL
-SB
% fur VS>ZL

Beispiel 2:

Ein Versicherungsportfolio des Erstversicherungsunternehmens besteht aus
drei Einzelrisiken.

Risiko R; weist eine Versicherungssumme von 100 000 EUR, Ry von 50 000
EUR und R3 von 10 000 EUR auf. Das Erstversicherungsunternehmen hat
mit einem Riickversicherer einen Summenexzedenten - Riickversicherungsvertrag
iiber das obige Portfolio abgeschlossen. Der Selbstbehalt des EVU liegt bei
20 000 EUR pro Einzelrisiko.

Haftungsstrecke: Angenommen der tatsédchliche Schaden je Risiko entspricht
genau der Versicherungssumme. Wie lautet dann die Aufteilung des Scha-
dens zwischen dem EVU und dem RVU?

Ry =100 000 EUR (Selbstbehalt)SB = 20 000EUR

R, = 50 000 EUR pro Einzelrisiko

R3; =10 000 EUR

e Haftungsstrecke (L)
L=m-SB =3 - 20 000EUR = 60 000EUR

e Zeichnungslimit (ZL)
ZL =SB + L = 20 000EUR + 60 000EUR = 80 000OEUR

e Riickversiherungsquote

Ry (VS - 100 000EUR)

m-SB  3-20000EUR
ZL ]_— == = —
VS > = 1= 35 T00000EC R — 20 %
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Ry(VS = 50 000EUR)
_ VS—SB 50000 — 20000

SB< VS <ZB 1- = 60
< - 9T s 50000 %
Ry(VS = 10 000EUR)
VS > SB = 1-q =0
. RWU
X - EW
100 000
80 000 Limit
60 000
40 000
20 000 Selbstbehalt

Abbildung 4.2

4.2 Nichtproportionale Riickversicherung

4.2.1 Einzelschadenexzedent

Die Selbstbehalt aus proportionale Riickversicherung ist als Prioritdt (P)
im nichtproportionale Riickversicherung bezeihnen. Die Risikobeteilung des
Riickversicherer erfolgt erst, wenn der Einzelschaden die Prioritét (P) uber-
steigt. Der Riickwersicherer begrenzt seine Risikobetaligung wiederum durch
die Festlegung einer Halftungsstrecke bzw. Layer(L). Die Summe aus Prio-
ritdt und Layer wird jetzt nicht mehr als Limit, sondern als “Plafond” be-
zeichnet. Er definiert die Maximalhaftung des Riickversicherer.

X = X - min[max(X - P;0); L] + min[max(X - P; 0); L]
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EV = X - min[max(X - P;0); L]
RV = min[max(X - P; 0); L]

4.2.2 Kumulschadenexzedententen - Ruckversicherung

Mit dem Kumulschadenexzedenten schiitzt der Riickversicherer der Erstver-
sicherer von mehrere Einzelschédden gleichzeitig verursacht.

Dies ist insbesondere bei Naturkatastrophen wie Erdbeben oder Winterstiirmen
gefragt.
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