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1 Einleitung

Ein wichtiger Punkt fiir effiziente Markthypothesen ist, dass in Marktpreisen zu jeder
Zeit alle verfiigbaren Informationen verarbeitet sind. Tatséchlich werden Optionen und
Derivate oft verwendet, um Vorhersagen iiber Stocks, Rohstoffe, Zinsraten, Volatilitéit
und sogar iiber das Wetter zu treffen.

Motiviert durch die Verwendung von Preisen zur Informatinsgewinnung, verwenden wir
in dieser Arbeit Rentenpreise, um Informationen herauszufiltern, wie hoch die Lebens-
erwartung einer Person ist und wie sich diese im Laufe der Jahre verdndert.

In der Vergangenheit war dies schwer zu erreichen aufgrund fehlender vertrauenswiirdiger
Daten von Renten und Versicherungspreisen aus einer Querschnittszeitreihe. Heutzutage
hat man Zugang zu zwei Millionen U.S Rentenangeboten, welche iiber 10 Jahre hinweg
wochentlich aufgezeichnet wurden. Diese Unmengen an Daten und Computerleistungen
ermoglichen es uns, durch Preise die Lebenserwartung zu berechnen wie es zuvor nicht
moglich war. Technisch ausgedriickt:

Wir invertieren das aktuarielle Model, welches die Sterbewahrscheinlichkeit und die Zins-
rate miteinander verbindet und wenden dann den Levenberg-Marquardt-Algorithmus an
um die implizierte Sterbewahrscheinlichkeit zu erhalten.

Normalerweise berechnet man die Marktpreise wie folgt:

Man trifft Annahmen iiber Zinsrate und Sterbewahrschienlichkeit und berechnet daraus
einen Modelpreis, welcher unter konkurrenzabhéngigen Aspekten angepasst wird.

Fiir das Vorhaben dieser Arbeit beginnen wir mit dem Marktpreis und 16sen dann nach

implizierenden Tabellen und Parametern, um die Sterbewahrscheinlichkeit zu erhalten.

Die Seminararbeit hat folgende Gliederung: Im 2.Kapitel werden die Grundlagen der
Leibrenten dargestellt, im 3.Kapitel wird das Gompertz-Makeham Gesetz erklirt. Es
folgen Kapite 4 und 5, in denen niher auf die technische Vorgehensweise eingegangen
wird. Den Abschluss bildet eine Analyse und die Conclusion.

Grundlage dieser Arbeit ist das Paper ,, The Implied Longevity curve: How long does
the market think you are going to live.“(1). Im 4. Kapitel beziehe ich mich zusétzlich

auf das Paper ,The Term Structure of Mortality-Contingent Claims: Some Canadian
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2 Rentenpreis

Der Preis einer Rente oder anders gesagt, das Einkommen, welches ein Rentner erwarten
kann fiir eine gewisse Préamienzahlung, ist von dem konkurrenzabhéngigen Markt bedingt
und dem Zusammenspiel unzihliger Versicherungsunternehmen. Auch wenn am Ende
der Preis von Angebot und Nachfrage dominiert wird, gibt es eine strikt mathematische
Beziehung zwischen Mortalitit und Zinsrate, um den Preis zu errechnen. Ahnlich zum
Konzept von Arbitrage in Sicherheitsmérkten, wo der Marktpreis nicht zu stark vom
Modelpreis abweichen darf.

Die einfachste Preisformel fiir eine Rente, welche einmal jahrlich einen Dollar ausbezahlt,

ist folgende:

T
T 2.1
(e, T, R) = ;1+R+;+11+R 21

a beschreibt hier den Barwert, wenn man bis zum Lebensende einen Dollar im Jahr
ausbezahlt bekommt, beginnend im Alter x und garantiert fiir T Jahre. Die garantierte
Summe sorgt dafiir, dass, falls der Versicherungsnehmer vor dem x+71 —ten Jahr stirbt,
trotzdem ein Dollar ausbezahlt wird. Bei der Lebenskontingentsumme wird bis zum Ende
der Mortalitédtstafel aufsummiert mit w = 122. Diese zuvor beschriebene Formel dient
in dieser Arbeit nur Illustrationszwecken, da sie diskret ausbezahlt und die Zeitstruktur
linear verlduft. Beides stimmt mit dem finalen Modell nicht iiberein.

Fiir p(x,.) konnte man in der Theorie jeden beliebigen absteigenden Uberlebenswahr-
scheinlichkeitsvektor verwenden. In dieser Seminararbeit wird das Gompertz-Makeham-
Gesetz fiir Sterbewahrscheinlichkeiten verwendet, welches oft in biologischen und de-
mografischen Gebieten Anwendung findet. Man muss eine Annahme von der Struktur
einer Sterbewahrscheinlicheit treffen, da es sonst beinahe unméglich ist, irgendwelche

Vorhersagen zu treffen.



3 Gompertz-Makeham Gesetz

Aktuare und Demografen haben schon lange herausgefunden, dass die altersabhingige
auf ein Jahr betrachtete Mortalitéitsrate durchschnittlich mit 8% bis 10% jedes Jahr
steigt fiir Personen im Alter zwischen 25 und 95. Anders ausgedriickt, eine Person mit
dem Alter y hat eine q% Wahrscheinlichkeit, dass sie in diesem Jahr stirbt.Unter der
Annahme einer 8-prozentigen Mortalitdtsrate, steigt die Wahrscheinlichkeit, dass die
Person, die nun y+1 Jahre alt ist, im néchsten Jahr stirbt auf q(1+0.08)%. Im Alter von
y-+2 erhoht sich diese Wahrscheinlichkeit auf ¢(1 + 0.08)2%, noch ein Jahr spiter auf
q(1 +0.08)3% usw..

Fine Approximation erster Ordnung der Sterbewahrscheinlichkeit eines Erwachsenen,
egal welche Sterbetafel man verwendet, ist eine exponentiell ansteigende Funktion mit
zunehmendem Alter. Deswegen verwendet man den Logarithmus der Mortalitédtsrate, da
man sie so durch eine Gerade approximieren kann und sie somit mit ihrer Steigung und
ihren Achsenabschnitt beschreiben kann.

Diese Feststellung wurde von dem britischen Demografen und Aktuar Benjamin Gom-
pertz entdeckt und spéter weiter verfeinert von William Makeham (1890). Heute ist es als
das Gompertz-Makeham (GM) Gesetz der Mortalitét bekannt. Gompertz Anteil bezieht
sich auf den exponentiellen Anstieg (welcher oben beschrieben wurde) und Makehams
Anteil bezieht sich auf eine konstante Anzahl von Unfillen, die passieren kénnen, welche
jedoch unabhéngig vom Alter sind.

Dieses Gesetz erméglicht, ein wichtiges Werkzeug um die Uberlebenswahrscheinlich-
keit jedes Alters als eine Funktion mit nur 3 Parametern zu berechnen. Man kann das

Gesetz folgendermaflen darstellen:

In p(z,t) = —Xg *t + (1 — et/belz=m)/?) (3.1)

In dieser Formel beschreibt x das Alter der Person, t steht fiir die Zeit, welche iiberlebt
werden soll, Ay bezeichnet die Konstante, welche fiir die altersunabhéngigen Unfille ein-
gerechnet wird. Der Parameter m steht fiir den Modalwert und b ist der Steuungswert.

Die letzten beiden Parameter werden beide in Zeiteinheiten gerechnet. Es ist anzumer-



ken, wenn man A\g := 0 definiert, dann kann man m weitestgehend als Mittelwert und b
als Standardabweichung der verbleibenden zukiinftigen Lebenszeit auffassen. Technisch
ausgedriickt heifit das, dass der Modalwert des Lebens das Alter ist, in welchem es am
wahrscheinlichsten ist, dass eine Person stirbt. Dieses Alter ist ein paar Jahre hoher als
der Median, was auf die Schiefe der Verteilung zuriickzufiihren ist. Trivialerweise erhélt
man die Uberlebenswahrscheinlichkeit, indem man die rechte Seite der obigen Gleichung
zum Exponenten nimmt.

Aufgrunddessen, dass das Gompertz-Makeham-Gesetz eine zentrale Rolle im Vorhaben
dieser Seminararbeit spielt, folgt nun ein Beispiel, wie man die drei Parameter (m, b, Ag)
verwenden muss, um ein numerisches Ergebnis zu erhalten.

In unserem Beispiel betrachten wir eine 50-jdhrige Person und wir wollen die Wahrschein-
lichkeit berechnen, dass diese Person noch mindestens 40 Jahre lebt, also mindestens das

Alter von 90 Jahren erreicht.

1.Szenario: m =80, b=11, A\ =0, t =40
Setzen wir die soeben festgelegten Parameter in unsere GM-Gleichung ein, erhalten wir,
dass unsere betrachtete Person eine Uberlebenswahrscheinlichkeit von 8,9% hat, ihren

90.Geburtstag zu erreichen bzw eine 91,1% Wahrscheinlichkeit davor zu sterben.

2a.Szenario: m =92, b=11. Ay =0, t =40

Betrachtet man wiederholt die GM-Gleichung mit unserem erhéhten Modalwert, sieht
man, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir die néichsten 40 Jahre auf 44,4% steigt.
Als bei Erhohung des Parameters m um 12 Jahre, steigt die Uberlebenswahrscheinlich-

keit um 35,5 Prozentpunkte.

2b.Szenario: m =92, b=11. \g =0, t =45
In diesem Szenario erhalten wir eine Uberlebenswahrscheinlichkeit von 27,5% das Alter

von 95 zu erreichen.

2c.Szenario:m =92, b=11. \p =0, t =50
Die Wahrscheinlichkeit das Alter von 100 Jahren zu erreichen liegt mit diesen Parame-
tern bei 12,9%.

Durch empirische Beobachtungen hat sich gezeigt, dass das Gompertz-Makeham-Modell
Mortalitatsraten gut approximiert im Bezug auf Leibrenten mit Personen im Alter von

55 bis 80 Jahren. Nun ersetzen wir die diskrete Leibrente durch eine stetige (durch



GAPM beschrieben). In diesem Fall ist es uns namlich moglich, einen Ausdruck in ge-
schlossener Form zu erhalten fiir den Rentenfaktor, wenn man die Mortalitdt mit Hilfe
von GM bestimmt und die Zinsrate konstant wihlt. Fiir diesen Ausdruck benétigen wir

die unvollstdndige Gammafunktion:

I'(a,b) = / e x 5% lds (3.2)
b

Das GAPM (Gompertz Annuity Pricing Model) einer T-jéhrigen Rente wird wiefolgt
dargestellt:

1—eT bL(=b(r 4 Ao, e@=m+1)/b))
r exp((r + Ao)(m — x) — e(x_m)/b)

a(x,T,r) = (3.3)
r ist definiert als die stetige zusammengesetze Zinsrate (r := In(1 + R))

Falls Zinsrate und Mortalitdtparameter konstant bleiben, dann wiirden sich die Preise
iiber die Zeit nicht &ndern und von dem GAPM beschrieben werden. Dies entspricht

jedoch nicht der Realitét, weswegen wir dieses Modell modifizieren miissen.



4 Technische Vorgehensweise

Als Grundlage dient das zuvor besprochene Gompertz-Makeham-Gesetz

A@) = Ao + %e@—m)/b (4.1)

Diese Gleichung ist nur von x abhéngig und nicht vom Kalenderjahr. Ein Weg, um die
Gleichung der verdnderten Lebenserwartungen anzupassen abhingig von der Zeit, ist
die beiden Parameter m und b abhéngig von z (Zeitpunkt an dem die Rente gekauft
wurde) zu machen. z beginnt mit der ersten Datenaufzeichnung vor 10 Jahren mit dem

Startwert zp = 0 und wird in Wochen gemessen.

m(z) = mo +mi(z — 20) (4.2)

b(z) = bo + bl(Z — Zo) (43)

In der Theorie kénnten wir auch g zeitabhéngig machen, was wir im folgenden nicht
vornehmen werden, da dafiir unser Datenvolumen zu gering ist und wir uns nur auf
die Schliisselwerte konzentrieren werden. Durch unsere Modifikationen lautet die Uber-
lebenswahrscheinlichkeit eines x-jdhrigen, die néchsten zehn Jahre zu iiberleben, nun

abhingig vom Kaufzeitpunkt:

p(z,tlz) = e:vp(—/o A(s + x|2)ds (4.4)

Diese Formel ist sehr generell gehalten und soll somit fiir jegliche Modifikation der Kon-
stanten vom GM-Gesetz giiltig sein, wie auch fiir andere Arten von Sterbeintensititen.

Im momentanen GM-Gesetz vereinfacht sich das Integral zu folgender Gleichung:

x—m(z)
b(2)

Die verbleibende Lebenserwartung einer x-jahrigen Person (E[T}|z]) ist nun auch eine

p(a,t]2) = exp(—Aot + ez (1~ exp(z5)) (4.5)



Funktion, welche bedingt auf die Kaufwoche z ist. Diesen Erwartungswert kann man

durch eine kontinuierliche Rente ausdriicken.

E[T;|z] = a(x,T,r = 0)

a ist die Gleichung von (3.3), wobei m und b durch m(z) und b(z) ersetzt wurden.
Dieser Erwartungswert wird sich mit der Zeit veréndern, da das individuelle Alter und

die Langlebigkeit einer Erhchung unterliegen.

= E[Tu|z+1] > E[TL]z] A E[Tsiq|z+1] > E[Th]z] -1

Im Versicherungsbereich gibt es einen Effekt, der als Selektion bekannt ist. Die Personen,
welche in der Woche z eine Versicherung kaufen, haben andere Lebenserwartungsparame-
ter und somit eine andere Lebenserwartung als Personen, welche eine Rentenversicherung

in der Woche 2’ kaufen.
= E[T,|z] # E[T:|2'] wenn z # 2/

Diese Ungleichheit ist wichtig fiir die Interpretation am Ende.

Das in der Arbeit verwendete Modell gruppiert Personen nach dem Jahr, in dem sie
eine Rentenversicherung abgeschlossen haben. Dies unterscheidet sich zur aktuariellen
Einteilung, welche Personen aufgrund ihres Todesjahres sortiert, und zu kohorten Daten,
welche vom Geburtsjahr abhéngen.

Desweiteren unterscheiden Aktuare auch zwischen der generellen Bevolkerung und der
gesiinderen Subbevdélkerung, welche eine private Rente kauft. Diese Unterscheidung hat
einen starken Einfluss auf die durchschnittliche Lebenserwartung,wohingegen sie sich
weniger auf die Anderungsraten auswirken sollte. Die demografischen Daten in dieser
Arbeit beziehen sich auf die ganze US-amerikanische Bevolkerung.

Zuriick zur Rentenpreisberechnung an sich, wo der grundlegende Rentenvertrag cha-
rakterisiert werden kann durch das Startalter des Versicherten x und die Linge des
Garantiezeitraums 7. Der Ausdruck fiir den Rentenfaktor kann durch generelle Argu-
mente wie durch das Gesetz der grofien Zahlen erhalten werden und man erhélt so einen
deterministischen cash-flow.

Man kann den stetig ausbezahlten Rentenfaktor auch durch zero-coupon bonds beschrei-
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ben:

a(z,T|z) = /TB(s)ds + /Oo B(s)p(x, s|z)ds (4.6)
0 T

B(s) beschreibt hier den Marktpreis einer zero-coupon bond Anleihe mit Filligkeit
zum Zeitpunkt s. Diese Gleichung ist giiltig, unabhéngig von der Wahl einer spezifischen
Termstruktur im Modell. In unserem einfachen Modell ist B(s) := e~5"= und so erhalten
wir die Gleichheit zwischen a(x,T|z) = a(x,T, ;). a ist auch hier definiert wie in (3.3),
wobei m und b durch die zeitabhéngigen Parameter m(z) und b(z) ersetzt werden. Zu
bemerken ist, dass m(z) und b(z) immer an dem Tag berechnet werden, an dem es auch
der Rentenfaktor wird. Die Rentenfaktoren kénnen berechnet werden, wenn die Werte
75,M0,00,01,m0 und m; geschitzt wurden.
Um ein realistischeres Modell fiir die Bewertung von Renten zu erhalten, optimieren
wir unser Modell mit einem einseitigen CIR Zinsratenmodell. Diese Anderung gewihrt
uns einen addquaten Weg, um die effektive Yield-Kurve zu beschreiben, welche Versi-
cherungsunternehmen hypothetisch verwenden, um Preise fiir ihre Rentenvertrige zu
errechnen. Mit CIR erhalten wir unsere momentane Zinsrate R; unter einem risikoneu-

tralen Wahrscheinlichkeitsmafl durch folgende Gleichung:
dR; = (Ct — Rtﬁ)dt + o+/ Ry dWy (47)

«, B und o sind nichtnegative Konstanten, W; beschreibt eine eindimensionale Brown-
sche Bewegung und die Initialisierungsbedingung lautet Ry = r,. Ry, ist auch nichtne-
gativ und ein Mittelwert-Reversionsprozess. Der erste Teil der Gleichung ist gleich zum
Vasicek-Modell und o beschreibt hier die Volatilitat. Im CIR Modell ist Bond-Preis B(s)
in geschlossener Form erhéltlich. Theoretisch konnte man die drei neuen globalen Para-
meter auch zeitabhéingig schétzen, was im Folgendem jedoch unterlassen wird. Obwohl
man den Bond-Preis kennt, sind die beiden Integrale vom Ausdruck von a(a,T'|z) nicht
analytisch l6sbar. Darum muss auf numerische Integration ausgewichen werden, um den

Rentenfaktor unter den GM-Parametern und CIR-Paramtern zu erhalten.

4.1 Numerischer Vorgang

Es wird das Problem der Rentenberechnung invertiert und der beste Schétzer fiir die
Modellparameter von den Daten, welche durch CANNEX bereitgestellt wurden, gesucht.
Dafiir werden wir die Levenberg-Marquardt nicht-lineare Methode des kleinsten Qua-

drates verwenden.Es ist eine stepping-Methode und man benétigt dazu Wissen iiber die
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Ableitungen der Gleichung unter Beachtung der gesuchten Parameter und Initialisie-
rungsvermutungen fiir die Paramter selbst. Im Falle des einfachen Modells ist dies ein
Prozess, der straightforward moglich ist, und die Ableitungen kénnen semi-analytisch
bestimmt werden. Fiir das CIR Modell kann man dies auch semi-analytisch l6sen, je-
doch ist dies viel rechenintensiver, weshalb auf die drei und fiinf Punkt Methode zur
Berechnung der Ableitung verwendet wird. Diese Methode ist numerisch gesehen dhn-
lich genau, jedoch effizienter.

Die Daten der Frauen und der Ménner wurden seperat berechnet, womit zwei Sets von
Lebenserwartungsparameter entstanden sind und zwei beinahe idente r,-Kurven. Sollte
es jedoch zu dem unplausiblen Fall kommen, dass Ménner und Frauen unterschiedliche
Zinssétze erhalten, werden in dieser Arbeit alle r,-Kurven und Yields gemittelt. Die
minimalen Unterschiede zwischen den zwei erhaltenen r,-Kurven kann man vermutlich
auf numerische Stoérungen zuriickfithren oder was wahrscheinlicher ist auf einen Kupp-
lungseffekt zwischen der Lebenserwartung und der Zinsrate. Dieser Effekt ist vor allem
im einfachen Modell dominant, weil der LM-Algorithmus versucht die nicht vorhandene
Struktur zu kompensieren, indem er den Parametern andere Werte zuweist als diesen
mit einer Termstruktur.

Im Prinzip verursacht der LM-Schétzer Varianzen von den geschitzten Parametern. In
unserem Fall ist die Jaccobimatrix grof3 und fast ausschlieflich mit Nullen besetzt, weil
wir fiir jede Woche ein neues r, berechnen wird. Daraus folgt, dass die Jaccobimatrix kei-
nen vollen Rang besitzt und die Spalten von J beinahe linear abhéngig sind. Somit ist die
Varianz-Kovarianz-Matrix (JZ.J)~! beinahe singuliir, was uns das numerische Resultat
zeigt und die Hauptdiagonalen kénnen nicht den Hauptanteil der Schuld am Rechenfeh-
ler tragen. Trotzdem ist es aufgrund der folgenden drei Griinde sehr wahrscheinlich, dass
die Ergebnisse stimmen. 1.)Leichte Manipulationen der Initialisierungen der Parameter
fithrten zu &hnlichen Ergebnissen. 2.) Der Fakt, dass die Parameter by und mg mit den
aktuariellen Projektionen aus anderen Literaturen ident sind und 3.) die Tatsache, dass
die r,-Kurven und Yields vertrauensvolle Reprisentanten des Verhaltens von Zinsraten

in dem betrachteten Zeitraum sind.
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5 Datengewinnung

Die Rohdaten in dieser Analyse erhalten wir durch einen 3-Stufen-Prozess.

Schritt 1: ,survey“ Service von CANNEX Financial Exchanges, dies ist ein Anbieter
von Daten und Analysen, welcher Beziehungen zu den meisten U.S Versicherungen hat,
welche Leibrenten verkaufen und vermarkten. CANNEX hat die Mdglichkeit, sich mit den
internen Servern der Versicherungen zu verbinden und filtert Parameter wie Alter, Ge-
schlecht, Zeitraum,... aus den vorher festgelegten Leibrentenangeboten. Finanzberater,
Versicherungsmakler und Vermégensberater verwenden CANNEX, um aktuelle Angebo-
te zu erhalten. Es ist die am weitest verbreitetste und umfassendste Quelle fiir aktuelle
Leibrentenangebote. Das Unternehmen verrechnet einen kleine Beitrag fiir jede Umfrage
von ihren Systemabonnenten, wodurch es sich finanziert. In den USA kann man Renten
mit qualifizierten (Q) oder nicht-qualifizierten (NQ) Geldern kaufen. Bei CANNEX kann
man beides einsehen, wobei in dieser Arbeit NQ verwendet wird aufgrund von Daten-
einheiten und aus Verlésslichkeitsgriinden. Aus der Sicht der Versicherungsunternehmen
sind diese Angebote die Preise, zu welchen sie ihre Leibrenten obligatorisch anbieten
sollten. Das CANNEX System sammelt alle Rentenangebote zur exakt selben Zeit von
jeder Versicherung, wodurch wir keine hypothetischen Zahlen erhalten.

Schritt 2: CANNEX sendet wochentlich ein File mit Daten von Alter/ und Gewéhr-
leistungsangeboten an eine Softwarefirma (QweMA Group), welche diese Firma kontrol-
liert, diese auf interne Konsistenz priift und dann in einer groflen Datenbank archiviert.
Diese Datenbank besteht aus mehr als 2 Millionen Angeboten. The QweMA Group hat
verschiedene Indizes fiir Rentenpreise, konstruiert mit dem Durchnitt der erhaltenen
Angebote als Grundlage. Das Unternehmen stellt Zusammenfassungen und unzihlige
Zeitreihen fiir Wissenschaftler zur Verfiigung.

Schritt 3: Die Autoren erhalten wochentlich Daten von QweMA Group fiir einen Zeit-
raum von 478 Wochen, beginnend am 15.11.2004 (inklusive 9 Wochen fiir welche keine
Daten vorhanden sind). Die Daten bestehen aus einer durchschnittlichen Rentenquote
(Durchschnitt iiber alle Unternehmen, wobei der kleinste und groite Wert ausgeschlossen
werden) fiir jedes von 7 verschiedenen Atern (50-80Jahre), 6 Gewiihrleistungszeitraumen
(0-25 Jahren) und zwei Geschlechtern.
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6 Analyse der Daten

Die vorhandenen Rentendaten garantieren eine monatliche Zahlung, welche wir durch
eine stetige approximieren. Fiir Angebote in der Woche z nehmen wir eine Zinrate von
r, an und unsere drei zuvor beschriebenen Gompertz-Makeham (GM) Parameter, wel-
che wir mit Ao, b(z) und m(z) bezeichnet haben. Wie schon beschrieben, nehmen wir
an, dass b(z) und m(z) linear in z sind. Insgesamt kommen wir so auf fiinf Parame-
ter. Wir invertieren das modifizierte Modell unserer zu lésenden Gleichungen und lésen
dann nach der Zinsrate und den Gompertz-Makeham-Parametern, wodurch wir zu den
ISP (implizierte Uberlebenswahrscheinlichckeit) und ILE (implizierte Lebenserwartung)
auf wochentlicher Basis kommen. Zu betonen ist, dass die Zinsraten von den gegebenen
Rentenpreisen impliziert und nicht aus anderen Datenreihen bezogen werden.
Theoretisch kénnte man Zinsraten auf dem Markt beobachten und fiir die Berechnun-
gen verwenden. Zur Verfligung wiirden zum Beispiel die U.S Treasury bond curve und
die Corporate bond curve stehen, aber es ist unklar, welche Kurve man am besten fiir
Renten verwenden sollte, vor allem, da wir Rentenangebote von verschiedenen Versiche-
rungsunternehmen bezogen haben, welche die Zinssétze verschieden festgesetzt haben
konnten.Aus diesem Grund ist auch keine exogene Zinskurve die eine absout richtige fiir
diese Berechnungen.

Das letzte, was wir also fiir unsere Modellierungen wissen miissen, ist also, wie die
Zinsstrukturen in unsere Rentenpreise eingehen. Anders ausgedriickt miissen wir spezifi-
zieren, welche Annahmen Versicherungsunternehmen iiber die kiinftige Entwicklung der
Zinsstrukturen angenommen haben. Dazu gibt es zwei Herangehensweisen. Die erste ist
ein einfaches Modell und die zweite ein Realistisches. Fiir das einfache Modell nehmen
wir an, dass Versicherungen eine flat-term Struktur verwenden. Das soll heiflen, dass
wenn einmal die wochentlichen Parameter geschétzt wurden, wir nur noch in Formel
(3.3) einsetzen miissen. Dies nennen wir ab sofort unser einfaches Modell. Dieses Modell
soll einen groben Einblick geben, wie sich die implizierende Lebenserwartung verhélt.
Im zweiten, vielversprechenderen Modell (=komplexes Modell) nehmen wir an, dass
Versicherungsunternehmen eine funktionale Form verwenden, bekannt als Cox-Ingersoll-

Ross (CIR) Modell. Dieses gibt uns zusétzliche drei Parameter (o, §, o), welche wir
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als konstant {iber die betrachteten zehn Jahre annehmen. Diese Parameter schétzen
wir ebenfalls aus unseren Datensétzen mit Rentenpreisen, gleichzeitig mit unseren GM-
Parametern und unserer wochentlichen Zinsrate.

Abbildungen 6.6 und 6.7 geben eine Zusammenfassung von unseren 5 Parametern un-
ter dem einfachen und dem komplexen Modell. In den Tabellen sind Ay (= die Rate
der Unfille), die Modal- und Skalierungsparameter mg und by, sowie die Anderungsra-
ten der beiden zuvor genannten Parameter, m; und b; zu finden, angegeben mit ihren
Punktschétzern. Also zum Beispiel im einfachen Modell (6.6) ist der implizierte Modal-
wert im Jahr 2004 gegeben durch 93 Jahre bei Frauen und 88 Jahren bei Méannern.
Abbildung 6.7 gibt die Punktschidtzungen des komplexen Modells an. In diesem Modell
ist der Modalwert bei Mannern gegeben durch 89 Jahre und bei Frauen durch 93 Jahre.
Anzumerken ist, dass wenn einmal ein realistischeres Modell in den Preisprozess mit-
einbezogen wird, dann steigt der Modalwert fiir Manner hoher an als dies fiir Frauen
der Fall ist. Dies stimmt mit demografischen Daten iiberein. Wenn man die beiden Mo-
delle miteinander vergleicht, féllt zu aller erst auf, dass im realistischeren Modell die
Lebenserwartungen geringer sind als im einfachen. Desweiteren sieht man, dass auch der
unfallbedingte Tod im komplexeren Modell niedriger ist als im zweiten Modell. Die Pa-
rameter by, by und m; verhalten sich in beiden Varianten dhnlich und es ist ein fallender
Trend von m und b mit steigender Wochenzahl zu verzeichnen. Auffallend ist auch, dass
die Varianz bei Mannern hoher ist als beim weiblichen Geschlecht.

Im komplexen Modell, in dem wir eine CIR-Struktur annehmen, schitzen wir zusétz-
lich zur momentanen Zinrate r, drei Parameter, welche in Tabelle 2 aufgezeichnet sind.
Man kann feststellen, dass es hier keinen nennenswerten Unterschied zwischen den Ge-
schlechtern gibt und es sich nicht auswirkt, ob ein Mann oder eine Frau eine bessere
Rate bekommt. Es spiegelt eher die numerischen Stérungen wider und das unser Model
nicht perfekt zwischen Zinsrate und Mortalitdt trennt. In Abbildung 6.1 ist das wochen-
tich geschétzte Yield r, im einfachen Modell dargestellt. Diese Zahlen sollte man als
Durchschnittswerte betrachten, welche Versicherungsunternehmen verwendet haben zur
Rentenberechnung. Im Zeitraum von 2004-2013 war die hochste Rate mit 5.5% im Ok-
tober 2008 und die niedrigste mit 2.5% in der zweiten Hilfte von 2012 zu verzeichnen.

Abbildung 6.2 zeigt die implizierte Zinsrate an diversen Punkten auf der Yield-Kurve
flir unseren betrachteten Zeitraum. Wir rufen uns in Erinnerung, dass im CIR Modell,
welches unseren Schéitzungen unterliegt (fiir jede Woche in unseren Datensiitzen), die
momentane Zinsrate zusammen mit den drei globalen Parametern «, 5 und o eine ganze
Yield-curve beschreibt. Die Raten sind fiir die Dauer von 1 Jahr, 10 Jahren und 30 Jah-

ren gezeichnet. Die Abbildung 6.1 kann man als einen gewichteten Durchschnitt dieser
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Zahlen sehen. Kommen wir zu den Hauptresultaten. Betrachten wir zu aller erst die
implizierenden Uberlebenswahrscheinlichkeitsgrafiken von Frauen (Abbildung 6.4) und
Ménnern (Abbildung 6.5). Diese Abbildungen werden unter der Verwendung der Morta-
litdtsparameter der Gompertz-Makeham-Modell gewonnen. Die beiden zuvor genannten
Grafiken zeigen dhnliche Ergebnisse. Die Kurven zeigen uns, wie lange der Markt denkt,
dass ein Rentenbezicher leben wird beziiglich der implizierenden wochentlichen Uberle-
benswahrscheinlichkeit, basierend auf dem komplexen Modell. Beide Kurven zeigen eine
steigende Lebenserwartung im Laufe der Zeit und veranschaulichen, dass je dlter man
wird, desto wahrscheinlicher ist, dass man das 90. Lebensjahr erreicht. Auch hier sieht
man wieder deutlich, dass Frauen bessere Erwartungen haben als Méanner. Fiir konkrete
Zahlen im Bezug auf die steigende Lebenserwartung betrachten wir nun Abbildung 6.9,
welche die implizierende Lebenswahrscheinlichkeit bis zum Alter 90 behandelt, begin-
nend mit den Altern 55, 65 und 75 zu ausgewéhlten Zeitpunkten. Besondere Beachtung
sollte man dem Anstieg von September 2004 bis November 2013 schenken. Zum Beispiel
hatte ein 75-jihriger 2004 eine 40.1% Wahrscheinlichkeit, das Alter von 90 Jahren zu
erreichen. Im Jahr 2013 ist dieser Wert auf 46.1% angestiegen. Wenn man den aktuellen
Trend auf das Jahr 2020 hochrechnet, dann hat ein 75-jihriger Mann eine 49.7% Chance
90 zu werden. Frauen im gleichen Alter haben sogar eine 54.3% Wahrscheinlichkeit, dies
zu schaffen. In Abbildung 6.10 wiederholen wir die Berechnungen fiir die implizierende
Lebenserwartung wieder fiir das Alter von 55, 65 und 75 Jahren. Sehen wir uns dazu
den September 2004 an, wo ein 75-jahriger Mann eine verbleibende Lebenserwartung von
13.09 Jahren hatte. Im September 2013 ist diese auf 14.28 Jahre angestiegen. Dies ist ein
durchschnittliches Wachstum von 6.78 Wochen/Jahr. In Abbildung 6.11 vergleichen wir
den marktbasierten Anstieg mit demografischen Daten, welche grob iibereinstimmen.
In Abbildung 6.12 sehen wir, dass, wenn die Zinsrate auf dem Niveau vom September
2004 geblieben wire, die Rentenfaktoren gestiegen und in weiterer Folge die Auszah-
lungen gesunken wéren aufgrund der steigenden Lebenserwartung. Zum Beispiel hétte
ein 65-jihriger Mann 13.15$ 2013 bezahlt, um lebenslang einen Doller ausbezahlt zu
bekommen. Dies vergleichen wir mit dem Jahr 2004, in welchen er nur 12.73$ gezahlt

hiitte. Somit haben wir einen Anstieg von 3,3% zu verzeichnen.

6.1 Grafiken und Tabellen zur Datenanalyse
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Abbildung 6.1: Geschitzte Werte fiir 7, im einfachen Modell
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Abbildung 6.2: Yields unterschiedlicher Dauer mit CIR-Struktur
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Abbildung 6.5: ISP berechnet im komplexen Modell fiir Ménner

)\0 bO bl mo my
female || 1.622 x 1072 | 9.058 | 4.716 x 1073 | 92.60 | 1.044 x 103
male | 4.578 x 107* | 10.84 | 4.268 x 1073 | 88.47 | 2.322 x 10~

Abbildung 6.6: Punktschétzer fiir GM-Parameter im einfachen Modell

)\0 bO bl mo my
female || 6.724 x 10710 9.174 [ 1.467 x 1073 [ 91.68 | 8.201 x 10~*
male | 2.376 x 1071 10.37 [ 1.127 x 1073 [ 88.13 | 3.061 x 10~

Abbildung 6.7: Punktschétzer fiir GM-Parameter im komplexen Modell
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Abbildung 6.8: Punktschétzer fiir CIR-Parameter im komplexen Modell
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55 65 75
Date
Female | Male | Female | Male | Female | Male
September 2004 0.443 10.315| 0460 10336 | 0512 |0401
November 2013 0.455 10.369| 0474 10393 | 0531 |0461
January 2020 (projected) | 0.463 |0.404 | 0.484 [0.423 | 0.543 | 0.497

Abbildung 6.9: Implizierende Uberlebenswahrscheinlichkeit bis zum Alter 90 im komple-

xen Modell
THE IMPLIED LONGEVITY CURVE
55 65 75
Date

Female | Male | Female | Male | Female | Male

September 2004 32.13 | 2872 23.10 [20.30| 15.08 | 13.09
November 2013 32.36 [29.98 | 23.48 [21.56| 15.61 | 14.28
January 2020 (projected) | 32.51 | 30.83 | 23.72 [22.41| 15.94 |15.09

Abbildung 6.10: Implizierende Uberlebenserwartung bis zum Alter 90 im komplexen Mo-

dell
Female Male
Methodology
55 [ 65 | 75 | 55 | 65 | 75
market price || 1.31]2.16 [ 3.02 | 7.18 | 7.18 | 6.78
demographic || 4.44 | 3.61 | 2.64 | 7.78 | 5.98 | 3.52

Abbildung 6.11: Wochenverbesserung der Lebenserwartung im komplexen Modell
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55 65 75
Date
Female | Male | Female | Male | Female | Male
September 2004 0.443 10.315| 0460 10336 | 0512 |0401
November 2013 0.455 10.369| 0474 10393 | 0531 |0461
January 2020 (projected) | 0.463 |0.404 | 0.484 [0.423 | 0.543 | 0.497

Abbildung 6.12: Implizierende Uberlebenswahrscheinlichkeit bis zum Alter 90 im kom-
plexen Modell

55 65 75
Date
Female | Male | Female | Male | Female | Male
September 2004 16.42 | 15.44 | 13.87 | 12.73 | 10.56 | 947
November 2013 16.39 | 15.71| 13.93 | 13.15| 10.76 | 10.05
January 2020 (projected) | 16.38 | 15.88 | 13.97 [ 13.42| 10.89 |10.42

Abbildung 6.13: Rentenpreis ($) im komplexen Modell
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7 Conclusion

7.1 Zusammenfassung der Resultate

Uber die Jahre sind die Rentenauszahlungsraten im Mittel gefallen in den USA. Dazu
ein Beispiel: Eine 65-jidhrige Person erhilt 2008 ein Einkommen von 680$% im Monat an
Leibrente (garantiert fiir 10 Jahre), basierend auf einer Nettoeinmalpriamie von 100.0008.
Betrachtet man die Rente 2013 (wobei die gleiche NEP gezahlt wurde), dann erhélt der
Versicherungsnehmer nur mehr 550$ pro Monat. Dies ist eine Verminderung von 19%.
In Wirklichkeit ist dies noch ein viel groflerer Verlust fiir den Versicherten, da die Le-
benserhaltungskosten in den letzen Jahren gestiegen sind. Somit wird eine sichere Rente
immer teurer. Die konventionelle Erkldrung dafiir ist, dass zum einen die Zinsraten sich
ghnlich verhalten. Betrachtet man die Langzeit-Zinssétze iiber die letzten Jahre hinweg,
sieht man, dass diese von 5% auf 8% stiegen, um wieder auf 3% zu fallen.

Zum anderen ist die Langlebigkeit der Rentenbezieher ein wichtiger Teil der Erklérung.
Dadurch, dass ein hoheres Alter erreicht werden kann, miissen Renten ldnger gezahlt
werden, was in zu einem niedrigeren cash flow fithrt. Manche Laien denken, dass Ster-
betafeln, welche in Versicherungen Verwendung finden, nicht durch neue Studien modi-
fiziert und nur alle paar Jahre angepasst werden. Diese hier beschriebene Studie zeigt
etwas anderes, da sie sich auf Marktpreise bezieht und kleine, subtile Anderungen von
Woche zu Woche feststellen kann. Methodisch kann man die wochentliche Anderung
der Rentenauszahlungen auf zwei Komponenten aufteilen. Zum einen auf die Zinsra-
tenéinderungen und zum anderen auf die biologischen und demografischen Anderungen.
Dies ermoglicht, den relativen Einfluss von beiden Komponenten festzustellen.

Unsere Methoden erlauben es uns festzustellen, dass der Markt 2004 erwartete, dass ein
durchschnittlicher 75-jahriger Mann ein Alter von 88 Jahren und 1 Monat erreichen wird.
Vergleichsweise wurde von einem gleichaltrigen Mann 2013 erwartet, erst mit 89 Jahren
und 3 Monaten zu sterben, was eine Steigerung von 1,5 Jahren darstellt innerhalb von
10 Jahren.

Setzt sich dieser Trend fort, dann wiirde im Jahr 2020 ein 75 Jahre alter Mann, der

in diesem Jahr eine Rente kauft, 90 Jahre alt werden und dies ist unabhéingig von der
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Zinssituation zu diesem Zeitpunkt. In den Abbildungen 6.9 und 6.10 werden #dhnliche
Ergebnisse gezeigt fiir diverse Alter, aber die Kernaussage bleibt auch hier die gleiche:
Die Rentenpreise implizieren einen Anstieg der Lebenserwartung im Laufe der Jahre.
Festzuhalten ist auch, dass das CIR Modell gut verwendet werden kann, um den la-
tenten Zinsprozess zu kontrollieren, wenn man versucht die implizierte Langlebigkeit zu
l6sen. Weiters ist anzumerken, dass die Lebenserwartung von Ménnern sich mehr ver-
bessert als die der Frauen. Anders ausgedriickt sagen uns Rentenpreise, dass obwohl
die Sterblichkeit bei Méannern nach wie vor hoher ist als die der Frauen, sie bei beiden
sinken werden und die Verbesserung beim ménnlichen Geschlecht hoher ist als die beim

weiblichen.

7.2 Praktische Auswirkungen

Es gibt zwei Gruppen, die im Pensionsbereich tétig sind, fiir welche die Ergebnisse dieser
Arbeit besonders wichtig sind, aufgrund ihrer Resultate und Methodik.

Zu aller erst ist zu erwihnen, dass es einen wachsenden Markt gibt fiir Pensionen buy-
outs und buy-ins, wo DB-plan Sponoren (defined benefit pension plan) ihre Verbind-
lichkeiten reduzieren durch bulk annuities und Lebensversicherungsarrangments. Diese
Deals hingen offensichtlich von Mortalitit und Lebenserwartung ab und Aktuare bestim-
men diesen Prozess. Also kénnen in dieser Seminararbeit verwendeten Metodiken von
Finanzanalytikern als eine unabhéngige Quelle verwendet werden, um herauszufinden,
was unterschiedliche Preise {iber die Lebenserwartungen aussagen.

Die zweite Gruppe bilden die Vermogensverwalter. Finanzberater /Vermogensverwal-
ter miissen ihre Klienten in umfassender beraten, als nur in dynamischen Assets-Veranlag-
ungen oder einem Mix von Stocks und Bonds in einem vielfdltigen Portfolio. Wenn die
Klienten nach einer Pension verlangen, dann brauchen sie einen Rat fiir ein optimale Pro-
duktauswahl, was eine Mischung aus Pensionsrenteninstrumenten und konventionellen
Losung ohne Versicherung ist. Sie brauchen auch eine Beratung beziiglich des optimalen
Zeitpunkts, bedingt auf Alter und draw-down Rate, zu dem sie investieren sollen. All
diese Entscheidungen in Punkto Rente sind eng mit der Lebenserwartung verkniipft.
Ein Kunde, welcher ein hohes Alter erwarten kann, sollte spéter in Pension gehen, sich
ein grofleres nest egg* aufbauen und weniger in Renten und Versicherungen investieren.
Das sind die normativen Implikationen der ckonomischen Lebenszyklustheorie. Allge-
mein sollte der Kauf von Renten vermieden werden in einer Zeit, in welcher niedrige
Zinsraten herrschen. Personen, die ihre Rentenauszahlung zum Beispiel um fiinf Jahre

verschieben (also die Auszahlungen erst mit 73 anstatt 68 beginnen lassen) schwiimmen
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so gegen die steigenden Lebenserwartungen. Zwar ist es wahrscheinlich, dass aufgrund
der Niedrigzinslage und der momentanen Wirtschaft Zinsraten wieder steigen werden
und somit die Rentenzahlungen, doch sind dies reine Spekulationen, dass die erhchten
Zinsraten die verbesserte Mortalitéit ausgleichen konnen. Alles in allem ldsst sich fest-
halten, dass der Aufschub vom Kauf einer Rente einen Gesundheitsvorteil hat, aber sich
schlecht auf den Wohlstand auswirkt.
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