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1 Einleitung

In dieser Arbeit geht es vor allem um eine Studie, die am ,, Insper“-Institut fiir Bildung
und Forschung (Insper, Instituto de Ensino e Pesquisa) von den Autoren Leonidas
Sandoval Junior, Adriana Bruscato und Maria Kelly Venezuela geschrieben wurde.
Dies ist eine unabhéngige, non-profit Forschungseinrichtung mit Sitz in Sao Paulo in
Brasilien!. In dieser Studie werden iiber insgesamt sechs Perioden hinweg (von 2004
bis 2010), wobei jede Periode aus zwei Jahren besteht, die taglichen Kurse einer ge-
wissen Anzahl von 100% liquiden Aktien der brasilianischen Aktien-, Rohstoff- und
Terminborse (Bolsa de Valores, Mercadorias e Futuros de Sao Paulo, kurz: BM&F-
Bovespa) beobachtet. ,,100% liquide“ bedeutet hier, dass diese Aktien an jedem Tag,
an dem die Borse geoffnet war, zum Handel zur Verfiigung standen. Die Anzahl der
beobachteten Aktien ist fiir jede Periode unterschiedlich, und zwar waren es 61 Aktien
fiir die Jahre 2004-2005, 72 Aktien fiir 2005-2006, 86 Aktien fiir 2006-2007, 105 Aktien
fiir 2007-2008, 148 Aktien fiir 2008-2009 und 153 Aktien fiir 2009-2010 (vgl. [1], S. 3).

Ziel ist es, in jeder Periode mit den Kursdaten aus dem ersten Jahr das Risiko eines
mit diesen Aktien gebildeten Portfolios im Folgejahr vorherzusagen. Um das Konzept
dieser Arbeit zu schildern, betrachten wir nun hauptséchlich die erste Periode von
2004 bis 2005. Fiir alle anderen Perioden wird analog vorgegangen.

Im Jahr 2004 werden insgesamt 61 verschiedene Aktien iiber einen Zeitraum von 248
Tagen betrachtet. Dieser Zeitraum entspricht genau jener Anzahl an Tagen, an denen
die brasilianische Borse in diesem Jahr geoffnet war. Um zu untersuchen, wie sich die
Aktien zueinander verhalten, wird im ersten Abschnitt dieser Arbeit beschrieben, wie
man aus den erhaltenen Zeitreihen der 61 Aktienkurse Kreuz-Korrelationsmatrizen
bilden kann. Denn neben der Volatilitdt wird das Risiko vor allem durch Kovarianz-
und Korrelationsmatrizen beschrieben, wobei hohe Korrelationen nach dem Diversi-
fikationseffekt auf hohes Risiko und niedrige oder negative Korrelationen umgekehrt
auf geringes Risiko schliefen lassen (vgl. [1], S. 1). Im néchsten Schritt werden wir mit
Hilfe einer Methode der Zufallsmatrixtheorie versuchen, die niitzlichen Daten, welche
wir zur Risikovorhersage verwenden mochten, von den verrauschten bzw. zufilligen
Daten, im englischen als ,,measurement noise“ oder nur als ,noise® bezeichnet, zu
trennen. Dazu werden wir die Eigenwerte der zuerst berechneten Korrelationsmatrix
mit einer zufalligen Matrix vergleichen, die wir aus speziellen Zufallsmatrizen bilden

1ygl. https://www.insper.edu.br /en/institutional /about-insper



1 FEinleitung

werden. Daten, die von den zufilligen Ergebnissen abweichen, deuten dann auf die
Existenz von wahrer Information hin, Ubereinstimmungen hingegen auf verrauschte
Daten. Danach werden wir uns Eigenvektoren zu bestimmten Eigenwerten ansehen,
die einerseits in der Region der verrauschten Daten und andererseits einmal oberhalb
und einmal unterhalb dieser Region liegen. Da die Ergebnisse in der Zufallsregion
kaum aussagekraftig sind, werden wir anschliefend die Eigenwerte in diesem Bereich
abidndern und damit eine neue , gesduberte“ Korrelationsmatrix bilden.

Im zweiten Abschnitt ist das Ziel, auf Basis der Daten aus dem ersten Jahr moglichst
risikoarme Portfolios im Sinne der Markowitz’schen Portfoliotheorie zu konstruieren,
wobei neben den Grundsétzen dieser Theorie eine Methode erklart wird, mit der man
das Risiko eines Portfolios zu einer vorgegebenen Rendite minimieren kann. Diese Er-
gebnisse werden danach durch sogenannte , Efficient frontiers“ veranschaulicht und
mit den echten Realisierungen des Folgejahres verglichen. Dabei betrachten wir auch
die Ergebnisse der gesduberten Korrelationsmatrix fiir die erste Periode und verglei-
chen diese mit den Resultaten der urspriinglichen Korrelationsmatrix.

Im Anschluss daran wird versucht, den Markteffekt, der aufgrund der gemeinsamen
Bewegungen aller Aktien entsteht, durch ein Regressionsmodell von den Renditen zu
entfernen. Mit den damit erhaltenen Restrenditen werden dann neue Korrelations-
matrizen berechnet, mit welchen wieder Vorhersagen getroffen werden, die mit den
Realisierungen verglichen werden.

Zu guter Letzt werden verschiedene Fehlerschitzer betrachtet, welche die Uber-
einstimmung der Prognosen aus den Daten des ersten Jahres mit den Realisierungen
des Folgejahres innerhalb einer Periode messen. Dabei berechnen drei Schéitzer die
Unterschiede zwischen den vorhergesagten und den realisierten , Efficient frontiers®
und ein weiteres Distanzmaf vergleicht die verschiedenen Korrelationsmatrizen direkt
miteinander. Denn die Korrelationsmatrizen werden einmal mit den urspriinglichen
Aktienrenditen und einmal mit den Restrenditen des Regressionsmodells berech-
net. Zusétzlich werden diese beiden Matrizen einmal von den zufilligen Eigenwerten
gesdubert und einmal nicht, wodurch sich insgesamt vier verschiedene Korrelations-
matrizen ergeben, auf Basis derer das Risiko prognostiziert wird. Die Ergebnisse aus
diesen vier Féllen sind schliellich nach Perioden unterteilt in zwei Tabellen darge-
stellt, wobei die erste Leerverkauf verbietet und die zweite Portfolios mit Leerverkauf
zulésst.



2 Zufallsmatrixtheorie

Die Zufallsmatrixtheorie beschéftigt sich im Allgemeinen mit den Eigenschaften von
Matrizen, deren Eintrdge Zufallsvariablen sind. Im Allgemeinen kann Zufallsma-
trixtheorie immer dann verwendet werden, wenn man Zusammenhéinge zwischen
grofen, aber scheinbar unzusammenhéngenden Mengen an Daten untersuchen mochte.
Denn durch den Vergleich von scheinbar zufilligen Daten mit tatséchlichen Zufalls-
daten, die mit Hilfe von Zufallsvariablen simuliert werden, sollen die nicht zufalligen
Informationen zum Vorschein kommen (vgl. [2], S. 1).

Die Urspriinge dieser Theorie gehen zuriick auf den ungarischen Physiker Eugene
Wigner, der in den 50er-Jahren die Distanzen zwischen Energieniveaus von Atom-
kernen untersuchte und dabei feststellte, dass diese durch Eigenwerte von Zufalls-
matrizen approximiert werden konnen. Daneben entwickelten sich auch noch weitere
Anwendungsgebiete wie die Quantenphysik, Nanotechnologie, Quantengravitation,
Finanzmathematik und noch viele andere (vgl. [1], S. 3).

2.1 Eigenwerte der Korrelationsmatrizen und deren
Verteilung

In diesem Abschnitt méchten wir uns zunédchst die Kreuz-Korrelationsmatrizen von
unseren Aktienrenditen berechnen und deren Eigenwerte mit den Eigenwerten einer
zufélligen Korrelationsmatrix vergleichen, welche mit Hilfe von Zufallsmatrizen ge-
bildet wird. Durch den Vergleich soll, wie bereits erwéahnt, ersichtlich werden, bei
welchen Eigenwerten es sich um zufillige bzw. verrauschte Daten handelt und bei
welchen es sich um Eigenwerte handelt, aus denen man relevante Informationen fiir
das gemeinsame Verhalten der Aktien ableiten kann.

Wir betrachten nun zuerst die Renditen der N = 61 gewéhlten Aktien aus dem Jahr
2004, mit welchen wir das Risiko fiir das Jahr 2005 vorhersagen wollen. Aus mathe-
matischer Sicht liefern uns diese Daten 61 Zeitreihen mit 7" = 248 Handelstagen. Sei

also
ri(t) =In(P(t)) —In(P(t—1))), i=1,...,N, t=1,...,T,

fiir jede Aktie i die logarithmische Rendite am Handelstag t. Dabei bezeichnet P;(t)
den Tagesschlusskurs der i-ten Aktie am Tag t (vgl. [1], S. 4). Sobald von nun an
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von einer Rendite die Rede ist, soll immer die gerade beschriebene logarithmische
Rendite gemeint sein. Um nun die Kreuz-Korrelationsmatrix zwischen den Zeitreihen

(ri(t));=1,..7» = 1,..., N, zu berechnen, normieren wir zuerst die Renditen so, dass
ri(t) — 7
() = ———.
9i(t) o,

Dabei sei 7; der iiber die Zeitpunkte t = 1,...,T gemittelte Durchschnitt der Ren-
diten (arithmetisches Mittel) und o; die empirische Standardabweichung der i-ten
Aktie, also

> i) (2.1)

t=1

N[ =

i

und

N[ =
[M] =

(ri(t) — 1) (2.2)

g; ‘=

t=1

Bildet man nun mit den Eintrigen g;(t) die NxT-Matrix

gi(1) ... a(T)
G = (9i(t)i=1.N, 1=1.7 = : : )
gn(1) ... gn(T)

so erhélt man die gewiinschte Kreuz-Korrelationsmatrix schlieSlich durch die Formel

1
C=—=GG" 2.3
T ) ( )
wobei G die transponierte Matrix von G bezeichnet (vgl. [3], S. 4).

Bei der Verlésslichkeit dieser Daten ist allerdings Vorsicht geboten. Denn fiir die
NxN-Kreuz-Korrelationsmatrix miissen insgesamt w Eintrdge berechnet wer-
den, welche aus den N Zeitreihen der Lénge T bestimmt werden. Vor allem aber,
wenn T nicht deutlich gréfer als N ist, kann es passieren, dass die Daten bzw. Er-
gebnisse in unserer Korrelationsmatrix C sehr verrauscht und daher zu einem groflen
Teil vom Zufall bestimmt sind. Deshalb ist es wichtig, in den Daten die sogenannten
wahren Signale von den Storsignalen bzw. verrauschten Daten zu unterscheiden (vgl.

2], S. 1).

Um die zufélligen Daten ausfindig zu machen und diese von den wahren Daten zu
unterscheiden, vergleichen wir nun unsere Korrelationsmatrix C mit bestimmten Zu-
fallsmatrizen. Dazu betrachten wir zunédchst die Zufallsmatrix
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X1 ... Xyr
X = (Xit)ic1.N, t=1.7 = : : ;
Xyt .. XnT

bestehend aus unabhéngig, identisch verteilten Zufallsvariablen, von denen jede nor-
malverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 sein soll, also

Vi=1.N, t =1.T: X; ~ N(0, 0?).

Mit dieser Zufallsmatrix X konnen wir uns nun die sogenannte Wishart-Matrix

1 T
W = ?X X
konstruieren. Diese kann als Kovarianzmatrix von N stochastischen Zeitreihen, beste-
hend aus je T statistisch unabhéngigen Zufallsvariablen, interpretiert werden. Damit
wiirde jedoch auch folgen, dass W keine Kreuz-Korrelationen aufweist, weshalb wir
X noch mit einer positiv definiten und symmetrischen NxN-Matrix ¢ multiplizie-
ren, welche die Korrelationen bestimmen soll. Definiert man also eine Matrix M als
M := (2 X, dann erhilt man die korrelierte Wishart-Matrix durch (vgl. [4], S. 5)

1 T

Wcm‘r - TMM .
Lasst man die Dimensionen N und T immer gréfer werden, also N — oo und 7" —
00, mit einem fixierten ) = ]Zv € (0,00), so gentigen die Eigenwerte der korrelierten
Wishart Matrix einer speziellen Wahrscheinlichkeitsverteilung, ndmlich der Marcen-
ku-Pastur Verteilung, welche nach den beiden Mathematikern Vladimir Marcenku
und Leonid Pastur benannt wurde. Die Dichtefunktion dieser Verteilung lautet (vgl.

[1],S. 4£)

oy — @ VO O]

2702 A ’

A =o? (1+$—2\/g> und A\, = o? <1+%+2\/g).

Fiir die Periode 2004-2005 betriigt Q = + = 22 ~ 4,06 (€ (0,00)) und wir erhalten

die Dichtefunktion p()), die in der linken Graphik von Abbildung 2.1 dargestellt wird.
Setzt man fiir A_ und Ay in die obige Formel ein, so ergibt sich der Definitionsbereich

A€ [>\—7/\+] )

wobel
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[A_, Ay] = [0.254,2.238]. Dieser Bereich wird auch ,, Wishart-Region“ genannt (vgl.
[1], S. 4).

Neben der Dichtefunktion erkennt man in dieser Graphik auch noch ein Histogramm,
welches die Verteilung der Eigenwerte der Kreuz-Korrelationsmatrix unserer 61 Ak-
tien aus dem Jahr 2004 beschreibt. Die einzelnen Eigenwerte werden auch noch ein-
mal deutlicher in der rechten Graphik dargestellt. Dort sind sie einzeln als schwarze
Striche eingezeichnet. Gut erkennt man auch jene Eigenwerte, die in die ,, Wishart-
Region“ fallen, welche grau eingeférbt ist.

plA)

0,5 4 "N

} L /L } A

11111 22 | A\ —,

1 2 3 23 24 1 2 3 23 24

Abbildung 2.1: Verteilung der Eigenwerte, entnommen aus [1], S. 5

Aus diesen beiden Graphiken kann man deutlich erkennen, dass der Grofiteil der Ei-
genwerte, namlich in etwa 72%, im Definitionsbereich unserer Dichtefunktion liegt.
In genau diesem Bereich stimmen also die zuféilligen Daten mit unseren Eigenwerten
iiberein, weshalb wir darauf schlielen, dass die zufélligen bzw. verrauschten Eigen-
werte genau diejenigen sind, die innerhalb der ,, Wishart-Region“ liegen. Geht man
aus diesem Bereich heraus, so findet man auch zwei Eigenwerte, die dariiber liegen,
und insgesamt 15 Eigenwerte, die darunter liegen. Insbesondere sticht der grofite aus
unseren Daten erhaltene Eigenwert heraus, der in etwa bei 23.5 liegt. Dieser ist so-
mit gleich zehn Mal grofler als der grofite Eigenwert, der von der Marcéenku-Pastur
Verteilung vorausgesagt wurde (vgl. [1], S. 5).

Bevor wir allerdings aus diesem Vergleich weitere Schliisse ziehen, was wir im néchsten
Abschnitt im Zusammenhang mit den zu diesen Eigenwerten gehorigen Eigenvek-
toren machen wollen, mochte ich noch auf zwei Methoden eingehen, die die Ver-
wendung der gewéahlten Wahrscheinlichkeitsverteilung rechtfertigen. Als erstes wol-
len wir sogenannte Quantil-Quantil-Diagramme betrachten, welche oft auch nur als
Q-Q-Diagramme bezeichnet werden und in Abbildung 2.2 dargestellt sind. In ei-
nem solchen werden die Quantile zweier verschiedener Verteilungen einander ge-
geniibergestellt und punktweise abgebildet. In unserem Fall kann man auf der x-Achse
die Quantile der Marcenku-Pastur Verteilung und auf der y-Achse jene Quantile, die
wir aus der Verteilung der Eigenwerte unserer Daten aus dem Jahr 2004 erhalten,
ablesen. Je mehr die Punkte auf der Identitéitsgeraden (y=x) liegen, desto dhnlicher
sind sich die Verteilungen.
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Eq Eq
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Abbildung 2.2: Quantil-Quantil-Diagramme, entnommen aus [1], S. 7

Es fillt in der linken Graphik sofort auf, dass der grofite Eigenwert stark von den an-
deren abweicht. Diese hingegen liegen nahe an einer Geraden, was auf einen starken
linearen Zusammenhang hindeutet. Besonders wenn man die rechte Graphik betrach-
tet, in der der grofite Eigenwert entfernt wurde, sieht man deutlich, dass vor allem die
Eigenwerte innerhalb der ,, Wishart-Region“ &hnlich wie die Marcenku-Pastur Ver-
teilung verteilt sind, weshalb die Dichtefunktion speziell in diesem Bereich eine gute
Approximation darstellt (vgl. [1], S. 6 f.).

In einer zweiten Methode wurde die Reihenfolge der Zeitreihen unserer 61 Aktienren-
diten beliebig vertauscht. Damit wurde anschliefend eine neue Kreuz-Korrelations-
matrix erstellt und deren Eigenwerte berechnet. Diese Simulation wurde insgesamt
10 000 Mal wiederholt. Die Verteilung der daraus resultierenden Eigenwerte wurde
in Abbildung 2.3 zusammen mit dem Histogramm der Eigenwerte der urspriinglichen
Kreuz-Korrelationsmatrix und der Dichtefunktion der Marcenku-Pastur Verteilung
veranschaulicht.

p(A) p(A)
0.002 +

0.0015 +

0.5 J 0.001 =

0.0005 +

[y || , o\ ,
1 2 3 23 24 A 2 2.1 2.2 2.3 2.4 A

Abbildung 2.3: Verteilung der Eigenwerte mit Simulationen, entnommen aus [1], S.
8

Die Dichtefunktion der Marcenku-Pastur Verteilung ist dabei in grau und das Ergeb-
nis der Simulationen in schwarz eingezeichnet. In der linken Graphik in Abbildung 2.3



2 Zufallsmatrixtheorie

erkennt man die Unterschiede zwischen den Simulationen und der Marc¢enku-Pastur
Verteilung kaum, da die Eigenwertverteilungen in beiden Féllen mit freiem Auge fast
nicht unterscheidbar sind. Vergroflert man jedoch zum Beispiel, wie in der linken
Graphik in Abbildung 2.3, den Bereich um den Wert A\, = 2.238, so erkennt man
zwar leichte Unterschiede, doch sind sich die beiden Verteilungen immer noch sehr
dhnlich. Etwas groflere Differenzen finden sich lediglich an den beiden Enden der
Verteilungen (vgl. [1], S. 7 f.).

Beide Methoden lassen letztlich darauf schliefen, dass sich die Marcenku-Pastur Ver-
teilung gut fiir den Vergleich mit unseren Daten eignet. Nun wollen wir erkléren,
was uns die bisher geschilderten Ergebnisse im Zusammenhang mit Portfolios zei-
gen. Dafiir werden wir uns im néchsten Abschnitt die zu den Eigenwerten gehorigen
Eigenvektoren genauer ansehen.

2.2 Eigenvektoren und deren Interpretation

In diesem Abschnitt werden wir uns, wie gerade erwahnt, einige Eigenvektoren an-
sehen, die zu den in Abbildung 2.1 dargestellten Eigenwerten gehoéren. Aus unserer
61x61 Kreuz-Korrelationsmatrix C ergeben sich insgesamt 61 Eigenwerte, welche wir
nun zuerst aufsteigend vom kleinsten bis zum grofiten Eigenwert sortieren. Dabei
bezeichnet A\g; den kleinsten und A; den grofiten Eigenwert. Der zum i-ten Eigenwert
A; gehorende Eigenvektor werde fiir alle ¢ = 1,..., N mit e; bezeichnet.

Wie wir in Abbildung 2.1 gesehen haben, liegen die meisten Eigenwerte innerhalb
der ,Wishart-Region®, zwei befinden sich dariiber und einige andere darunter. Um
alle Fille abzudecken, betrachten wir aus jedem dieser drei Bereiche zwei Eigen-
vektoren. Die Eintridge der Eigenvektoren sind in Abbildung 2.4 abgebildet, wobei
weile Balken positive und graue Balken negative Werte anzeigen. Jeder Eigenvektor
e;, i =1,..., N kann dabei als ein Portfolio P; € R% interpretiert werden, bei dem
der j-te Eintrag, j = 1...61, jene Menge angibt, die in die j-te Aktie investiert wird.

Ist dabei der j-te Eintrag negativ, so spricht man auch von ,,Leerverkauf* oder im Eng-
lischen von ,,short selling”. Leerverkauf bezeichnet hierbei das Leihen und Verkaufen
von Aktien, die sich zum Zeitpunkt des Verkaufs nicht im Eigentum der Verkéuferin
oder des Verkéaufers befinden. Spéter muss die Verkduferin oder der Verkdufer dann
die Aktien zum aktuellen Marktpreis wieder kaufen, um sie der urspriinglichen Ei-
gentiimerin oder dem urspriinglichen Eigentiimer, von der oder dem die Aktien ge-
liehen wurden, wieder zuriickgeben zu konnen. Im Gegensatz zum normalen Kauf
von Aktien, bei dem man natiirlicherweise auf einen steigenden Kurs hofft, um die
Aktien zu einem spéteren Zeitpunkt zu einem hoheren Preis verkaufen zu konnen,
spekuliert man beim Leerverkauf auf fallende Kurse, da man das Wertpapier zu ei-

10
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nem spéteren Zeitpunkt wieder kaufen muss und man dabei einen niedrigeren Preis
bezahlen mochte, als man beim fritheren Verkauf erhalten hat (vgl. [1], S. 9).

tz:wmwﬂﬂmﬁ%mﬂm h|
Thohe b ale ol nmo haflcls
e

o —1 | I S |_I_I—r— [ = = |- H—I_I—Hﬂ—._ﬁ

Abbildung 2.4: Eigenvektoren, entnommen aus [1], S. 5

Zuerst werden die beiden Eigenvektoren e; und e; zu den gréfiten Eigenwerten \q
und Ay betrachtet, wobei \; mit Abstand der grofite ist. Fasst man den Eigenvektor
e1 als Portfolio P, auf so fillt auf, dass hier alle Werte positiv sind, also eine An-
legerin oder ein Anleger in alle Aktien investieren wiirde und hierbei sogar iiberall
ahnlich viel. Man sagt in diesem Zusammenhang auch, dass sich alle Aktien dieses
Portfolios dhnlich wie der Marktindex der brasilianischen Borse verhalten. Auch die
Korrelation zwischen den logarithmischen Renditen von P, und jenen des Ibovespa,
der als fithrender brasilianischer Aktienindex das allgemeine Verhalten des brasilia-
nischen Aktienmarktes beschreibt, bestétigt diesen Sachverhalt. Denn fiir sie ergibt

11
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sich ein Wert von 0.9865, was darauf hindeutet, dass unser Portfolio P, aus dem
Jahr 2004 aus einer Kombination von Aktien besteht, die sich alle in gewisser Weise
wie der Markt verhalten. Dies tun sie jedoch mit einer viel hoheren Volatilitét, die
sich in der Form der Standardabweichungen ausdriickt. Die Standardabweichung der
logartithmischen Renditen von P; betrigt 12.51%, jene des Ibovespa nur 1.8%. Diese
grofie Differenz wird durch die unterschiedliche Gewichtung der einzelnen Aktien in
unserem Portfolio P, und im Ibovespa erklart. Aufgrund des dhnlichen Verhaltens
der Aktien und der hohen Volatilitit ist P; demnach sehr risikoreich. Betrachtet man
den Eigenvektor e, zu dem zweitgrofiten unserer Eigenwerte Ay = 2.540, welcher viel
niher an der ,, Wishart-Region* liegt als A1, so wird hier zwar in gewisse Aktien be-
vorzugt investiert, doch insgesamt erkennt man nur noch geringere Tendenzen (vgl.

1], S. 6).

Dieses Verhalten zeigt sich noch deutlicher in der dritten und viertel Graphik in
Abbildung 2.4. Die darin abgebildeten Eigenvektoren eg und es7, deren zugehdorige
Eigenwerte A3 = 0.853 und A3; = 0.393 innerhalb der ,,Wishart-Region® liegen,
zeigen keinerlei Strukturen mehr. Es gibt groflere und kleinere sowie positive und
negative Eintrage, die in keinem erkennbaren Zusammenhang stehen. Dies bestétigt
gewissermaflen die Idee, iiber die Marcenku-Pastur Verteilung den zufilligen bzw.
verrauschten Bereich unsere Daten zu bestimmen. Auch die Korrelation zwischen
P37 und dem Ibovespa von 0.1824 ist sehr gering. Es besteht also kaum ein linearer
Zusammenhang. Die Standardabweichung von Ps; ist allerdings mit 1.72 jener des
Ibovespa sehr dhnlich (vgl. [1], S. 6).

Wie oben schon erwéhnt, gibt es auch einige Eigenwerte unterhalb der ,, Wishart-
Region®“. Die Eigenvektoren zu den beiden kleinsten Eigenwerten A\gop = 0.046 und
A1 = 0.039 sind unten in Abbildung 2.4 ersichtlich. Aus diesen kann man im Unter-
schied zu den vorigen beiden doch deutliche Informationen herauslesen. Zum einen
sind alle Eintrage fast 0. Betrachtet man die Vektoren also wieder als Portfolien, so
wird nur in wenige Aktien viel investiert. Aulerdem fillt auf, dass bei je zwei hohen
Balken der eine einen positiven und der andere einen negativen Wert anzeigt. Ana-
lysiert man dabei auch noch genauer, welche Balken welchen Aktien entsprechen,
so zeigt sich eine wichtige Erkenntnis. Das Portfolio Ps; hat zwei solcher Paare von
hoheren Balken. Untersucht man die zwei grofiten Balken, so stellt man fest, dass es
sich dabei um die Aktien ,PETR4* und ,,PETR3“ handelt, welche beide zum selben
Unternehmen Petrobas gehoren. Verfolgt man also diese Strategie, so kauft man die
Aktie ,PETR4“ und leerverkauft die Aktie ,PETR3“, die dem grauen Balken ent-
spricht. Das Risiko ist dabei natiirlich minimal. Denn steigen die Aktienwerte dieses
Unternehmens, so gewinnt man durch den Kauf der Aktie ,PETR4* und verliert
bei der Aktie ,PETR3“. Fallen die Kurse, so passiert das gleiche, nur mit umge-
kehrten Rollen der Aktien. Man kann also weder viel gewinnen noch viel verlieren.
Beides hélt sich immer ungefahr in Waage. Dasselbe gilt fiir die anderen beiden ho-
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2 Zufallsmatrixtheorie

hen Balken. Auch hier handelt es sich um den Kauf (ELET3-Aktie) und Leerverkauf
(ELETG6-Aktie) von Aktien des Unternehmens Eletrobas. Genauso ist es auch beim
Eigenvektor egg. Auch hier stecken hinter jedem Paar, bestehend aus einem positi-
ven und einem negativen Eintrag, der Kauf und Leerverkauf von Aktien desselben
Unternehmens und in andere Aktien wird kaum oder nur wenig investiert. Die Ei-
genvektoren der kleinsten Eigenwerte beschreiben demnach, genau im Gegensatz zu
jenen der grofiten Eigenwerte, also sehr risikolose Aktien. Auch der sehr niedrige
Korrelationswert von 0.0932 zwischen Fy; und dem Ibovespa und eine Standardab-
weichung dieses Portfolios von 0.44% unterstreichen dieses Resultat (vgl. [1], S. 6).

2.3 Saubern der Korrelationsmatrix

Im letzten Abschnitt des zweiten Kapitels werden wir uns noch etwas genauer mit
jenen Eigenwerten beschiiftigen, welche unsere verrauschten Daten darstellen. Sie
haben wir bisher schon mit Hilfe von Zufallsmatrizen und der Marcenku-Pastur Ver-
teilung in der ,, Wishart-Region“ ausfindig gemacht, doch haben wir uns noch nicht
weiter mit ihnen auseinandergesetzt. Dies wollen wir nun in diesem Abschnitt tun.

Betrachten wir zuerst noch einmal die Kreuz-Korrelationsmatrix C' € RN aus Glei-
chung 2.3. Mit Hilfe der gerade genannten Informationen wollen wir die zufélligen
bzw. verrauschten Daten so gut es geht von dieser Matrix entfernen. Als Korrelations-
matrix ist diese Matrix symmetrisch und damit auch diagonalisierbar. Es existieren
also eine regulire Matrix P € R¥N und eine Diagonalmatrix D € R™N, sodass C
dargestellt werden kann als

C =PDpP!,

wobel
P=(en,...,€1)

und
D:diag(/\N,...,)\Wl,...,)\Wg,...,)\l).

Der Eigenewert Ay bezeichnet dabei den kleinsten Eigenwert, der grofler als A_
ist und Ay den grofiten Eigenwert, der kleiner als A, ist. Diese beide Eigenwerte
stellen also den kleinsten und grofiten Eigenwert der ,, Wishart-Region® dar, wobei
klarerweise auch alle Eigenwerte zwischen Ay, und Ao in diesem verrauschten Be-
reich liegen. Um die verrauschten Daten einigermaflen zu entfernen, werden nun alle
Eigenwerte von A1 bis Ay durch ihr arithmetisches Mittel ersetzt. Sei deshalb A
dieser Durchschnitt und n die Anzahl der Eigenwerte innerhalb der Wihsart-Region,
dann ist
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2 Zufallsmatrixtheorie

Awi 4 Ape
n .

Im Jahr 2004 betragt dieser Durchschnitt 0.748 und im Jahr 2005 hat er den Wert
0.790. Bezeichnen wir mit D.,, die neue Diagonalmatrix

X:

Ddean:diag()\N,...,j\,...,j\,...,)\l),

so erhalten wir damit auch eine neue , gesduberte” Korrelationsmatrix Cyeqn, welche
sich durch
Cclecm - PDclecm-P_1 (24)

berechnet (vgl. [1], S. 11).

Von den beiden Korrelationsmatrizen C' und Cleqn ausgehend, werden wir nun im
néichsten Kapitel Portfolios mit minimalem Risiko konstruieren bzw. berechnen.
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3 Portfoliotheorie nach Markowitz

In diesem Abschnitt mochten wir uns mit der Auswahl moglichst effizienter Portfo-
lios im Sinne der Portfoliotheorie des Mathematikers Harry Markowitz beschéftigen.
Dieser schrieb im Jahr 1952 ein Paper mit dem Titel ,,Portfolio Selection”, welches
im ,,Journal of Finance“ publiziert wurde. Es befasst sich dabei mit einer optima-
len Auswahl von Portfolios. Markowitz unterteilt die Auswahl von Portfolios in zwei
Phasen. Die erste beginnt dabei mit dem Beobachten und Sammeln von Erfahrungen
und endet mit einem festen Glauben iiber das zukiinftige Verhalten der Aktien. Dort
beginnt die zweite Phase, die schliefflich mit der Wahl eines konkreten Portfolios en-
det. Sein Paper setzt sich mit der zweiten Phase auseinander (vgl. [5] S. 77).

In seinem Paper hélt er folgende wichtige Regel fest, die er selbst als ,,Expected re-
turns - Variance of returns® - Regel bezeichnet. Sie beschreibt eine Annahme iiber
das Verhalten einer Investorin oder eines Investors. Nach dieser versucht diese oder
dieser stets die zukiinftig erwarteten Renditen zu maximieren und gleichzeitig die
Varianz der Renditen zu minimieren (vgl. [5], S. 77). Daraus folgt nach Markowitz
(1952, S.89) auch ein gewisses Mafl an Diversifikation in den resultierenden Portfo-
lios. Diversifikation bedeutet hier, dass man Anlagen so auswéhlen sollte, dass diese
moglichst niedrig oder negativ miteinander korreliert sind. Denn derartige Korre-
lationen bzw. Varianzen signalisieren ein niedriges Risiko. Auch intuitiv betrachtet
ist dieser Sachverhalt einleuchtend. Denn betrachtet man ein Portfolio mit niedrig
korrelierten Aktien, so werden sich Anderungen einer Aktie mit jenen der anderen
immer etwas ausgleichen. Im Gegensatz dazu werden bei einem Portfolio, welches
hohe Korrelationen aufweist, beim Fall oder Anstieg einer Aktie tendenziell auch alle
anderen fallen oder steigen, wodurch das Risiko eines solchen Portfolios sehr hoch
ist. Nach Markowitz sind wenig diversifizierte Portfolios damit sehr risikoreich und
diversifizierte Portfolios eher risikoarm. Man spricht in diesem Kontext auch vom
sogenannten , Diversifikationseffekt*.

Klar ist natiirlich auch, dass es, bezogen auf die ,Expected returns - Variance of
returns“ - Regel, kaum ein Portfolio gibt, welches die maximal erwartete Rendite
erzielt und gleichzeitig minimale Varianz besitzt. Fixiert man jedoch eines der beiden,
so kann man auf zwei Arten effiziente Portfolios berechnen. Entweder fixiert man die
erwartete Rendite und minimiert die dazugehdrige Varianz, oder man hélt die Varianz
fest und maximiert die dazugehorige Rendite. Beides liefert Optimierungsprobleme,
wobei wir in Hinblick auf den néchsten Abschnitt den ersten Fall betrachten moéchten.
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3 Portfoliotheorie nach Markowitz

Wir fixieren also die Rendite und versuchen dazu ein Portfolio mit minimaler Varianz,
also minimalem Risiko, zu finden.

3.1 Effiziente Portfolios: Vorhersage und Realisierung

In diesem Abschnitt werden wir immer zwei Jahre betrachten und versuchen, mit
Hilfe der Daten aus dem ersten dieser beiden Jahre, ein Portfolio mit minimalem
Risiko zu einer von uns vorgegebenen Rendite zu berechnen. Um dies noch einmal
zu verdeutlichen, mochte ich es am Beispiel der Jahre 2004 und 2005 erklaren. Wir
verwenden demnach die Kovarianzmatrix, die wir aus den Daten von 2004 erhalten,
geben uns anschlieBend verschiedene Ertrage des Portfolios vor und versuchen uns
dann ein Portfolio zu berechnen, welches zu diesem vorgegebenen Ertrag das mini-
male Risiko besitzt. Dieses Ergebnis vergleichen wir anschlieBend mit den tatséchlich
eingetretenen Daten aus dem Folgejahr 2005. Analog funktioniert der Vorgang fiir
die anderen Perioden.

Sei w € RY nun unser gesuchtes Portfolio, bestechend aus N Aktien, und R € RY der
Vektor der Durchschnittsrenditen jeder Aktie aus dem ersten Jahr, also

~

T
R=1{ : |,
3%
mit 7; wie in Gleichung 2.1. Der Ertrag RE eines bestimmten Portfolios ergibt sich
dann durch die Formel

RE = w'R.

Um das Risiko zu einem vorgegebenen Ertrag zu minimieren, stellt sich natiirlich
zuerst die Frage, welche Renditen wir fiir die einzelnen Aktien wéhlen sollten. Da
wir in dieser Studie allerdings den Fokus auf die Risikovorhersage und nicht auf eine
moglichst akkurate Prognose der Renditen legen wollen, bedienen wir uns in diesem
Schritt einfach an den tatsichlich eingetretenen Daten des Folgejahres, welches in der
ersten Periode das Jahr 2005 wére. Wir gehen damit also von perfekten Vorhersagen
unserer Renditen aus (vgl. [1], S. 9).

Uber die schon bekannte Korrelationsmatrix C (vgl. Gleichung 2.3) und den Standard-
abweichungen der logarithmischen Renditen o;, i = 1,..., N (vgl. Gleichung 2.2)
kénnen wir nun auch fiir jedes Jahr die Kovarianzmatrix ¥z berechnen. Dies ge-

schieht mit Hilfe der Formel

Y = diag(oy,...,on) C diag(oy,...,on). (3.1)
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3 Portfoliotheorie nach Markowitz

Mit Hilfe dieser Matrix konnen wir nun das Risiko RI anschreiben als
RI = CL)TER Ww.

Gesucht ist nun ein Portfolio w € R¥, sodass,

RE=w"R und RI=w"S;w— min (3.2)

wobei die Eintrdge von w durch

N
Zwi =1
i=1

begrenzt sein sollen. Zusétzlich nehmen wir vorerst an, dass
w; >0, Vi=1,...,N

gilt, also kein Leerverkauf erlaubt ist. Durch diese Methodik aus der Portfoliotheo-
rie erhédlt man fiir einen fixen Ertrag RE ein Portfolio mit minimalem Risiko RI.
Die moglichen Ertrdage sollen dabei einerseits positiv sein, da wohl niemand bei ei-
ner Investition an einem negativen Ertrag, also einem Verlust, interessiert ist, und
andererseits zwischen den minimal und maximal mdéglichen Ertrdgen liegen, welche
aus den Durchschnittsrenditen des Folgejahres hergeleitet werden. Fasst man all die-
se erhaltenen Ergebnisse als Punkte (RI, RE) in der Ebene auf, so erhdlt man die
in Abbildung 3.1 dargestellten Graphen, die im englischen als , Efficient frontiers®
bezeichnet werden. , Efficient frontiers® zeigen dabei alle Portfolios mit minimalem
Risiko zu einem fixierten Ertrag (vgl. [1], S.8f). Alle Portfolios, die rechts von der
,Efficient frontier” liegen, konnen entweder bei gleichem Risiko einen hcheren Ertrag
erzielen, oder bei gleichem Ertrag mit geringerem Risiko bzw. geringerer Volatilitét
auskommen. Diese sind also nicht effizient. Auf der linken Seite des Graphen kann
es klarerweise auch keine Portfolios geben. Denn wiirde es ein solches geben, so wére
die ,,Efficient frontier® falsch berechnet worden.

In Abbildung 3.1 sicht man nun insgesamt sechs Graphiken, die fiir jede Periode
die vorhergesagten und realisierten , Efficient frontiers“ abbilden. Jeweils auf der ho-
rizontalen Achse ist dabei das Risiko RI und auf der vertikalen Achse der Ertrag
(Return) RE eines Portfolios dargestellt. Jede Graphik besteht aus einem grauen
und einem schwarzen Graphen. Der graue Graph stellt das vorhergesagte Risiko des
ersten Jahres und der schwarze Graph das tatséchlich eingetretene Risiko des Fol-
gejahres dar. Um den grauen Graphen fiir das Jahrespaar 2004-2005 zu erhalten,
wurde zuerst die Kovarianzmatrix aus der Korrelationsmatrix C von 2004 und den
Standardabweichungen aus dem Jahr 2005 berechnet (vgl. Gleichung 3.1). Fiir den
schwarzen Graphen, der die realisierten Ergebnisse zeigt, werden sowohl Korrelati-
onsmatrix also auch Standardabweichungen aus dem Folgejahr 2005 verwendet. In
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3 Portfoliotheorie nach Markowitz

beiden Berechnungen werden die Standardabweichungen des Folgejahres benutzt, um
in den Ergebnissen den alleinigen Effekt der Korrelationsmatrizen zu sehen. Anschlie-
Bend wird das minimale Risiko in beiden Féllen mit den Renditen des Folgejahres
berechnet (vgl. Gleichung 3.2), um den Unterschied zwischen Vorhersage (2004) und
Realisierung (2005) auch unabhéngig von einer etwaigen Vorhersage der Renditen
darzustellen.

RE
RE 0.004 4
0.0034 0.0034
0.002+ 2004 — 2005 0.0024 2005 — 2006
0.0014 0.0014
} t } t ? t } t t RI
0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005
RE
0.01 4 0.0008 4
0.008 4
0.0006 +
0.006 4
2006 — 2007 0.0004 + 2007 — 2008
0.0044
0.0002 +
0.0024
} } } } } RI } : t RI
0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025 0 0.0002 0.0004 0.0006
RE
RE
0.006 4
0.0034
0.004+
0.0024
2008 — 2009 2009 — 2010
0.002+
0.001 1
1 1 1 R[ 1 1 1 RI

0 0.0002 0.0004 0.0006 0 0.0004 0.0008 0.0012

Abbildung 3.1: Efficient frontiers, entnommen aus [1], S. 10

In den sechs Graphiken unterscheiden sich die Kurven einerseits in ihrer allgemeinen
Form und andererseits auch in der Hohe der Risiken und Ertrédge. Beispielsweise lie-
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3 Portfoliotheorie nach Markowitz

gen die Ertrdge und Risiken der Jahre 2006-2007 deutlich iiber jenen aller anderen
Jahre. Diese Tatsache liegt hauptséchlich am Telekommunikationsunternehmen Tele-
bras, das in diesen Jahren aufgrund von Geriichten, wonach die Regierung iiber dieses
Unternehmen Internetdienste fiir 64% aller Haushalte anbieten wiirde, stark an Wert
zulegte. Da dies allerdings nie verwirklicht wurde, verlor die Aktie dieses Unterneh-
mens wieder stark an Wert. An diesem Beispiel erkennt man auch, welche grofien
Auswirkungen ein einzelnes Unternehmen auf ein ganzes Portfolio haben kann. Au-
Berdem fallt auf, dass der graue Graph manchmal links und manchmal rechts vom
schwarzen Graphen liegt, das Risiko also in einigen Jahren unter- und in anderen
Jahren tiberschitzt wird (vgl. [1], S. 9 ff.). Dass eine Unterschitzung des Risikos fiir
Anlegerinnen oder Anleger sehr gefihrlich sein kann, liegt auf der Hand.

Interessant sind insbesondere auch die Jahre von 2007 bis 2009 im Zusammenhang
mit der ,Subprime Mortgage crisis”, einer Krise auf dem amerikanischen Immobili-
enmarkt. , Subprime Mortgages“ bezeichnet zweitklassige Hypotheken. Diese Darle-
hen wurden auch an Kreditnehmer mit geringer Kreditwiirdigkeit ausgegeben. Das
Ausfallrisiko wurde vom Kreditgeber auf Grund der positiven wirtschaftlichen La-
ge in den Jahren bis 2006 als sehr gering eingestuft. Auflerdem fithrten niedrige
Zinssétze und steigende Hauserpreise zu einer erhohten Nachfrage nach solchen Dar-
lehen, dessen Zinssétze allerdings variabel waren und je nach wirtschaftlicher Lage
angepasst werden konnten. Wider Erwarten kam es in den folgenden Jahren zu stei-
genden Zinssédtzen und fallenden Hauserpreisen, wodurch viele Kreditnehmer ihren
Verpflichtungen nicht mehr nachkommen konnten und dazu veranlasst wurden, aus
dem Kredit auszutreten. Weltweit verloren unzéhlige Anlegerinnen und Anleger im
spéteren Verlauf grofie Betrige und auch Banken mussten in Konkurs gehen (vgl. [6]).

Im Jahr 2008 erreichten die Auswirkungen dieser Hypothekenkrise auch den brasilia-
nischen Aktienmarkt. Betrachtet man die Jahre 2007-2008 in Abbildung 3.1, so sieht
man, dass mit Hilfe der Daten aus dem Jahr 2007, welches sehr geringe Volatilitat
aufwies, das Risiko fiir das Jahr 2008 grob unterschitzt wurde. Anderseits wurde
das Risiko fiir das Jahr 2009 durch die Daten des Jahres 2008, welches aufgrund der
»,Subprime Mortgage Crisis“ sehr volatil war, stark iiberschétzt.

Verwendet man statt der bisher verwendeten Korrelationsmatrix C die gesduberte
Korrelationsmatrix Cgeq, aus Gleichung 2.4 fiir die Risikovorhersage, so erhalten wir
fiir die Vergleichsjahre 2004-2005 die ,,Efficient frontier in Abbildung 3.2. Obwohl
wir uns vom Sduberungsverfahren in Abschnitt 2.3 eigentlich bessere Ergebnisse er-
hofft hétten, so zeigt dieser Graph bei genauer Betrachtung sogar teilweise eine etwas
schlechtere Vorhersage fiir das Jahr 2005 als in Abbildung 3.1. In welchen Jahren die
gesduberte und in welchen die urspriingliche Korrelationsmatrix zu besseren Vor-
hersagen fiihrte, werden wir im letzten Abschnitt dieses Kaptiels noch an Zahlen
festmachen.
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Abbildung 3.2: Efficient frontiers von 2004-2005 mit Cyeqr, entnommen aus [1], S. 11

3.2 Reduzierung des Markteffektes durch lineare
Regression

Aufgrund der Volatilitdt des Marktes stellt die Vorhersage des zukiinftig erwarteten
Risikos eine schwierige Aufgabe dar. Denn neben der Abhéngigkeit der Vermogens-
werte untereinander hidngen diese auch noch vom Markt ab. Man denke dabei an
das bereits beschriebene Beispiel der ,,Subprime Mortgage Crisis”, in der die unter-
schiedlichen Volatilitdten in den Jahren 2007 und 2008 deutlich die Risikovorhersagen
beeinflusst haben (vgl. [1], S. 12).

Um dieses sogenannte ,systemische Risiko“ von unseren Daten zu entfernen, wird
ein ,,Single Index Model“ verwendet. Bei einem solchen geht man davon aus, dass
der Grofiteil des systemischen Risikos durch einen einzigen Index abgebildet werden
kann (vgl. [1], S. 2). Dabei wird die logarithmische Rendite einer Aktie R; zu einem
Zeitpunkt t geschrieben als

Rt:a+bIt+Et,

wobei [; den Marktindex zum Zeitpunkt t beschreibt, die Koeffizienten a und b durch
lineare Regression geschétzt werden und E; den dabei gemachten Fehler bezeichnet.
Fiir den Marktindex liegt es nahe den Ibovespa zu verwenden. Als Alternative zum
Ibovespa wird in unserer Studie aber der Index verwendet, der durch die logarith-
mischen Renditen jenes Aktienportfolios erhalten wird, welches dem Eigenvektor des
grofiten Eigenwertes der jeweiligen Korrelationsmatrix entspricht (vgl. [1], S. 12).
Denn wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, korreliert dieser stark mit dem Ibovespa
und fiihrt daher zu dhnlichen Ergebnissen. Bildet man nun Korrelationsmatrizen zwi-
schen den Restwerten der einzelnen Aktienrenditen, so erkennt man an den daraus
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gebildeten , Efficient frontiers” in den Jahren 2004-2005 deutlich bessere Vorhersagen
(vgl. Abbildung 3.3):

RE RE
0.003 4 0.003 4
0.002 4, 0.002 4+

0.001 4 0.001 4

RI

- t 1 } t t t t RI

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 00,0001 0.0002 0.0003 0.0004

Abbildung 3.3: Efficient frontiers von 2004-2005 mit Regression, entnommen aus [1],
S. 12

In beiden Graphiken dieser Abbildung wird das vorhergesagte Risiko von den Korre-
lationsmatrizen der Restrenditen berechnet. Auf der rechten Seite wird diese Korre-
lationsmatrix zusétzlich noch geséubert, also die Eigenwerte innerhalb der ,, Wishart-
Region“ werden durch ihren Durchschnitt ersetzt (vgl. Abschnitt 2.3). Die so mit
den Daten von 2004 vorhergesagten Risiken und damit erhaltenen Kurven sind von
den Kurven der tatsédchlichen eingetretenen Daten kaum noch zu unterscheiden. Wir
sehen also, dass unser Regressionsmodell die Risikovorhersage deutlich verbessert.

3.3 Ergebnisse in Zahlen

Um die Qualitdt der Vorhersagen der verschiedenen Jahre zu vergleichen, werden
wir uns in diesem Abschnitt mit verschiedenen Fehlerschitzern auseinandersetzen,
welche die Abweichungen zwischen den prognostizierten und den tatséchlich rea-
lisierten Daten bzw. den Abstand zwischen den grauen und schwarzen Kurven in
Abbildung 3.1 quantifizieren sollen. Die Ergebnisse der einzelnen Fehlermafie AG
(englisch fiir ,, Agreement*), MSE (Mean Squared Error) und dem Winkel zwischen
Vektoren, welche im Folgenden genauer dargelegt werden, sind in den Tabellen 3.1
und 3.2 dargestellt.

In beiden werden die Ergebnisse nach Perioden (von 2004-2005 bis 2009-2010) un-
terteilt. Man betrachtet einmal jene Resultate, die mit der ungesduberten Korrela-
tionsmatrix (, Without Cleaning“) berechnet wurden und einmal jene, bei denen die
Korrelationsmatrix zuvor gesaubert wurde (,, With Cleaning®). Auch hier wird noch
einmal unterteilt, ob die entsprechende Korrelationsmatrix von den urspriinglichen
Daten (No Regression) oder von den Restrenditen des Regressionsmodells berechnet
wurde (,,Regression®). Das beste Ergebnis, also der betragsméBig kleinste Fehler, ist
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in jeder Zeile fett markiert. Tabelle 3.1 zeigt die Abweichungen fiir Portfolios ohne
Leerverkauf, also
w; >0, Vo=1,...,N, (3.3)

und Tabelle 3.2 enthélt die Resultate fiir Portfolios mit Leerverkauf, wobei die Ein-
trage des Portfolio-Vektors w in diesem Fall durch die Vorgabe

—1<w; <2 Vi=1,....N (3.4)

beschrinkt sind. Leerverkauf ist an sich nicht bei allen finanziellen Transaktionen frei
erlaubt, da er das Risiko eines Portfolios deutlich erhéhen kann. Dennoch stellt er fiir
viele Anlegerinnen und Anleger ein wichtiges Werkzeug dar, weshalb auch auf diesen
Fall eingegangen wird (vgl. [1], S. 14).

Um die Ubereinstimmung der Kurven zu messen, betrachten wir als erstes den Ab-
weichungschéitzer AG, der iiber die Formel

1 < Rl — RIP"
AG = = Z 7 i

n p’r’ed
=1 RIl

definiert ist. Dabei ist R/ das realisierte Risiko und R*"** das vorhergesagte Risiko,
jeweils fiir ¢+ = 1,...,n Werte von fixierten Renditen. Ist AG positiv, so ist das reali-
sierte Risiko im Schnitt gréfler als das vorhergesagte. Wenn AG negativ ist, dann ist
das vorhergesagte Risiko grofler als das realisierte Risiko. Dieses ,, Agreement* - Maf
hat leider auch zwei Schwéchen. Einerseits wird es aus einer Summe von teilweise
positiven und teilweise negativen Werten gebildet, welche sich gegenseitig ausléschen
kénnen. Andererseits steht im Nenner die Rendite RI?™*, die, falls sie nahe bei Null
liegt, zu betragsmifig grofen Summanden fithren kann. Damit kénnen kleine Ren-
diten bei der Berechnung des AG zu stark gewichtet werden (vgl. [1], S. 11).

Deshalb betrachten wir im néichsten Schritt einen Fehlerschétzer, bei dem dies nicht
der Fall ist, ndmlich den Mean Squarred Error (MSE), welcher definiert ist als

1 n
MSE = -3 (R~ RII™)
LS (i -

=1

2

Wie der ,Agreement - Schétzer, hangt natiirlich auch dieser Wert von der Anzahl
der eingetragenen Punkte in der jeweiligen Graphik in Abbildung 3.1 ab, die in den
Formeln der Fehlerschétzer mit n bezeichnet wird. In jeder Graphik in Abbildung 3.1
wurden insgesamt 100 Punkte eingezeichnet (vgl. [1], S. 11).

Zusétzlich zu diesen beiden Fehlermafien wird weiters der Winkel (engl. Angle) zwi-

schen den beiden Vektoren RIP"*Y(€ R™) und RI"*%(€ R"™) berechnet. Aus der linea-
ren Algebra ist bekannt, dass sich der Winkel 6 aus der Formel
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o <R[pred7 Rjreal> B Z?:l RIZpTedRIireal
T IREred [ RIS 2
Sy (RIS (RIpe)
ergibt, wobei ( ., . ) das euklidische Skalarprodukt und || . || die daraus abgeleitete

euklidische Norm darstellt. Dieses Ma8 ist im Vergleich zum ,, Agreement-Maf3* nicht
abhéngig von der Volatilitét der Risiken und Renditen (vgl. [1], S. 13).

‘Agreement (AG) ‘ Without Cleaning With Cleaning
Previous-Predicted No Regression  Regression No Regression  Regression
2004 — 2005 —0.073 0.547 —0.066 —3.394
2005 — 2006 —0.017 0.177 —0.039 —0.476
2006 — 2007 0.186 0.064 0.225 —0.486
2007 — 2008 0.119 0.314 0.143 0.330
2008 — 2009 —0.429 0.082 —0.439 —0.872
2009 — 2010 0.073 0.737 0.033 —3.876
Mean Squared Error (MSE) | Without Cleaning With Cleaning
Previous-Predicted No Regression  Regression No Regression  Regression
2004 — 2005 10.50 x 10-1T 0.46 x 1011 2499 x 1001 213 x 1071
2005 — 2006 2.01 x 107" 0.80 x 101! 2.60 x 107 2.85 x 10711
2006 — 2007 10.87 x 1078 11.03 x 1078 0.12x 107% 153 x 1078
2007 — 2008 10.56 x 1071 513 x 10710 1519 x 1071 7.66 x 10710
2008 — 2009 30.79 x 10710 2.20 x 10710 35.94 x 10710 0.59 x 10710
2000 — 2010 8.53 x 1071 11.18 x 101! 6.79 x 10711 477 x 1071
Angle (0) Without Cleaning With Cleaning
Previous-Predicted ‘ No Regression  Regression No Regression  Regression
2004 — 2005 1.74 0.71 2.10 1.49
2005 — 2006 1.82 1.38 2.10 1.64
2006 — 2007 1.08 0.29 1.12 0.66
2007 — 2008 1.55 6.83 1.31 6.28
2008 — 2009 10.22 237 11.52 241
2009 — 2010 3.42 3.91 2.05 2.55

Tabelle 3.1: AG, MSE, Winkel (#) (in Grad) - ohne Leerverkauf, entnommen aus [1],
S. 13

Verzichtet man auf Leerverkauf (vgl. Bedingung 3.3) wie in Tabelle 3.1, so erhélt
man folgende Ergebnisse:

Fiir den ,, Agreement® - Schitzer sind die besten Ergebnisse sehr verstreut. Sie lie-
gen einerseits bei den Vorhersagen durch nicht gesduberte Korrelationsmatrizen, un-
abhéngig von der Verwendung des Regressionsmodells, und andererseits bei den Pro-
gnosen durch gesduberte Korrelationsmatrizen, aber in diesem Fall ohne die Verwen-
dung der Restrenditen des Regressionsmodells. Die schlechten Resultate fiir das Re-
gressionsmodell lassen sich dadurch erklédren, dass die Renditen und Risiken der Rest-
daten kleiner sind als die der originalen Daten. (Original meint hierbei, dass nicht die
Restrenditen, sondern die originalen Renditen ohne Verwendung des Regressionsmo-
dells zur Erstellung der Korrelationsmatrizen verwendet werden.) Dadurch dividiert
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3 Portfoliotheorie nach Markowitz

man durch kleinere Werte, wodurch die Summanden des ,,Agreement® - Schétzers,
wie oben erwéhnt, grofler werden. Im Fall des Mean Squared Errors zeigt das Regres-
sionsmodell schon mehr Wirkung. Die geringsten Fehler erhielt man dabei bei der
Anwendung des Regressionsmodells und keiner Sduberung der Korrelationsmatrizen
der Restrenditen, manchmal auch fiir die gesduberte Korrelationsmatrix, allerdings
hierbei ohne dem Regressionsmodell. Noch deutlicher spiegelt sich dieses Ergebnis
beim Winkel zwischen den beiden Vektoren RIP"*? und RI"** ab. Die kleinsten Un-
terschiede bekommt man hier deutlich fiir die ungesduberten Korrelationsmatrizen
der Restrenditen. Nur in wenigen Perioden fiihrten die gesduberten Korrelationsma-
trizen der originalen Daten beim Winkelmafl zu den besten Vorhersagen (vgl. [1], S.
13 f).

Wird nun auch Leerverkauf unter der Beschrinkung 3.4 zugelassen, so ergeben sich
die Ergebnisse aus Tabelle 3.2, die etwas genauere Vorziige im Hinblick auf die un-
terschiedlichen Methoden erkennen lassen:

‘Agreement (AG) Without Cleaning With Cleaning
Previous-Predicted ‘ No Regression  Regression No Regression  Regression
2004 — 2005 0.588 0.296 0.528 0.162
2005 — 2006 0.302 0.291 0.608 0.185
2006 — 2007 —0.004 0.048 0.494 0.273
2007 — 2008 0.537 0.568 0.690 0.486
2008 — 2009 0.125 0.024 0.655 —0.128
2009 — 2010 0.398 0.433 0.529 0.239

Mean Squared Error (I\'ISE)‘ Without Cleaning With Cleaning
Previous-Predicted ‘ No Regression  Regression No Regression  Regression
2004 — 2005 31.82 x 107%  30.43 x 107° 6.24 x 1075 4.68 x 107¢
2005 — 2006 16.10 x 107 31.55 x 1076 11.52x 106 2.62x10°¢
2006 — 2007 211 x 1075 7.30 x 1075 1.57%107% 405 x 107%
2007 — 2008 6.98 x 107%  10.36 x 1073 516 x 1073 11.21 x 1073
2008 — 2009 0.60 x 10~%  5.01 x 10~* 11.80 x 107*  1.00 x 10~*
2009 — 2010 350 x 107% 442 x 1074 468 x 107 2.93 x 10~
Angle (0) Without Cleaning With Cleaning
Previous-Predicted ‘ No Regression  Regression No Regression  Regression
2004 — 2005 4.70 1.96 4.71 1.29
2005 — 2006 2.37 216 6.91 3.36
2006 — 2007 0.69 0.46 2.15 2.92
2007 — 2008 4.50 3.54 11.28 8.09
2008 — 2009 2.69 2.33 2.51 1.65
2009 — 2010 1.75 2.36 4.37 1.66

Tabelle 3.2: AG, MSE, Winkel (#) - mit Leerverkauf, entnommen aus [1], S. 14

Beim ,, Agreement® - Schétzer erhilt man die beste Ubereinstimmung zwischen Vor-
hersage und Realisierung durch Verwendung der gesduberten Korrelationsmatrix der
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Restrenditen. Auch beim Mean Squared Error liefern die gesduberten Korrelations-
matrizen die besten Ergebnisse. Hierbei ist es jedoch unerheblich, ob die Korrelati-
onsmatrix von den originalen Renditen oder den Restrenditen gebildet wird. Fiir den
Winkel ergeben sich die besten Resultate fiir die Korrelationsmatrix der Restrendi-
ten. Dabei macht die Sduberung der Matrix keine Unterschiede (vgl. [1], S. 14).

Neben diesen drei Abweichungs-Schétzern gibt es auch andere, bei denen direkt der
Unterschied zwischen zwei Matrizen gemessen wird. Fiir diese Methoden werden die
Renditen und Risiken der , Efficient frontiers® nicht benétigt. Auch das Verwenden
oder Verzichten von Leerverkidufen macht dabei keinen Unterschied. Betrachtet man
also zwei quadratische Matrizen A, B € R™N so0 sei der Distanz-Schiitzer (Dist)
zwischen diesen Matrizen definiert als

Dist = Tr ((A BT (A- B)) , (3.5)

wobei Tr(.) hier die Spur (engl. trace) dieses Matrixproduktes bezeichnet. Diese ent-
spricht der Summe aller Diagonaleintrige einer Matrix. Vergleicht man nun die Kor-
relationsmatrizen, die aus den vergangenen Daten gebildet werden, mit den Korrela-
tionsmatrizen der tatséchlich realisierten Daten des Folgejahres, und berechnet man
durch Gleichung 3.5 deren Distanz, so ergeben sich die Ergebnisse, welche in Tabel-
le 3.3 ersichtlich sind. Auch hierbei wurden die Ergebnisse fiir die jeweiligen Perioden
wieder in alle vier moglichen Kombinationen (ungeséduberte Korrelationsmatrix ohne
Regression, ungesduberte Korrelationsmatrix mit Regression, gesduberte Korrelati-
onsmatrix ohne Regression, gesduberte Korrelationsmatrix mt Regression) unterteilt.
Zu beachten ist auch, dass die Werte dieser Matrix-Distanz sehr von den Grofien bzw.
Dimensionen der jeweiligen Korrelationsmatrizen abhéngen, weshalb die Ergebnisse
einer Periode nicht mit einer anderen verglichen werden kénnen. Dennoch ist fiir je-
de einzelne Periode deutlich zu erkennen, dass die kleinsten Unterschiede zwischen
den vorhergesagten und realisierten Korrelationen durch die gesduberte Korrelati-

onsmatrix und der Verwendung der Restrenditen aus dem Regressionsmodell erreicht
werden (vgl. [1], S. 14 f.).

Distance (Dist) Without Cleaning With Cleaning

Previous-Predicted No Regression Regression No Regression Regression
2004 — 2005 50 37 38 25
2005 — 2006 68 52 19 36
2006 — 2007 112 78 92 52
2007 — 2008 222 149 202 112
2008 — 2009 794 277 695 172
2009 — 2010 268 226 182 133

Tabelle 3.3: Distanz zwischen den Korrelationsmatrizen, entnommen aus [1], S. 15
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In dieser Arbeit wurde eine Studie genauer beleuchtet, bei der iiber insgesamt sechs
Zwei-Jahres-Perioden hinweg, von 2004 bis 2010, eine bestimmte Anzahl an Kur-
sen von 100% liquiden Aktien an der brasilianischen Borse beobachtet wurden. Die
Daten der Aktienrenditen, die aus diesen erfassten Daten erhalten wurden, wurden
anschliefend dazu verwendet, um jeweils das zukiinftig erwartete Risiko eines aus die-
sen Aktien bestehenden Portfolios im Folgejahr zu prognostizieren. Dafiir wurden aus
den Aktienrenditen des jeweiligen ersten Jahres einer Periode Korrelationsmatrizen
gebildet, welche die Abhéngigkeit der einzelnen Aktien untereinander beschreiben.

Danach wurden die Eigenwerte dieser Matrix berechnet und mit den Eigenwerten
einer Zufallsmatrix verglichen. Durch diese iibliche Methodik aus der Zufallsma-
trixtheorie konnte man jene Eigenwerte ausfindig machen, die, im Vergleich mit
echten Daten, als verrauschte Daten oder Storsignale bezeichnet werden. Auch die Ei-
genvektoren zu diesen Eigenwerten brachten keine klaren Ergebnisse. Neben den ver-
rauschten Eigenwerten innerhalb der ,, Wishart-Region“ zeigten sich allerdings ebenso
Eigenwerte, die nicht mit den zufalligen Ergebnissen iibereinstimmten. Bei der Ana-
lyse der Eigenvektoren dieser Eigenwerte stellte man fest, dass sich der Eigenvektor
des groBten Eigenwertes (als Portfolio betrachtet) dhnlich wie der Marktindex verhélt
und die Eigenvektoren der kleinsten Eigenwerte kaum mit dem Markt korrelieren und
auch wenig Risiko beinhalten.

Das Ziel war, auf Basis der Daten aus dem ersten Jahr einer Periode, md&glichst
risikoarme Portfolios im Sinne der Markowitz’schen Portfoliotheorie zu konstruie-
ren bzw. dieses Risiko bestmoglich zu prognostizieren. Um das Risiko der Portfo-
lios besser vorherzusagen, wurden zwei Methoden eingesetzt. Einerseits wurde eine
neue gesduberte Korrelationsmatrix gebildet, indem man die Eigenwerte innerhalb
der ,,Wishart-Region“ durch ihren Durchschnitt ersetzt hat und andererseits wurde
durch ein Regressionsmodell der Markteffekt von den Renditen entfernt. Mit den
daraus entstehenden Restrenditen wurden wieder neue Korrelationsmatrizen gebil-
det, welche erneut einmal von den verrauschten Daten gesdubert wurden und einmal
nicht.

Schliellich erhielt man vier verschiedene Korrelationsmatrizen, auf deren Basis Ri-

sikovorhersagen getroffen wurden. Um die Vorhersagen mit den realisierten Daten
des Folgejahres zu vergleichen und jene Methode zu finden, welche die praziseste Ri-
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4 Conclusio

sikovorhersage ermoglicht, wurden die Ergebnisse zuerst durch , Efficient frontiers*
veranschaulicht. Es zeigte sich dabei, dass die Vorhersage sehr von der Volatilitét
jenes Jahres abhéngt, dessen Daten der Vorhersage zu Grunde gelegt wurden. War
die Volatilitdat im ersten Jahr geringer als im Folgejahr, so wurde das Risiko eher
unterschétzt, war sie jedoch hoher, so wurde das Risiko iiberschétzt.

Anschliefend wurden die Abweichungen der vorhergesagten und der eingetretenen
Daten mit Hilfe von verschiedenen Fehlerschitzern, wie dem ,, Agreement® - Schétzer
(AG), dem Mean Squared Error (MSE) und dem Winkel zwischen vorhergesagtem
und realisiertem Risikovektor, ausgewertet. Hierbei wurde auch zwischen Portfoli-
os mit und ohne Leerverkauf unterschieden. Zusétzlich wurde noch eine Matrix-
Distanz zwischen den verschiedenen Korrelationsmatrizen des ersten Jahres und der
tatsédchlichen Korrelationsmatrix des Folgejahres berechnet.

Bei diesen Auswertungen fiihrte die Sduberung der Korrelationsmatrizen allein lei-
der zu keinen Verbesserungen. Im Gegensatz dazu lieferte das Regressionsmodell
in zumindest 65% der Fille des Mean Squared Errors und des Winkels genauere
Vorhersagen. Kombinierte man das Regressionsmodell mit dem S&ubern der Korre-
lationsmatrizen, so ergaben sich fiir Portfolios ohne Leerverkauf in 65% der Fille
des ,,Agreement“ - Schitzers und in 83% der Fille des Mean Squared Errors und
des Winkels prézisere Ergebnisse. Wurde Leerverkauf zugelassen, so fithrte dies beim
»~Agreement® - Schitzer in 65%, beim Mean Squared Error in 83% und beim Winkel
in 50% der Fille zu genaueren Vorhersagen (vgl. [1], S.20). Bei der Matrix-Distanz
erwies sich die Kombination beider Methoden in jeder Periode als beste Vorhersage.
Insgesamt kann man sagen, dass die Verwendung des Regressionsmodells tendenziell
zu besseren Risikovorhersagen fiihrt, das Sdubern der Korrelationsmatrix allerdings
in dieser Studie eher mit Vorsicht zu genieflen ist.

27



Abbildungsverzeichnis

2.1
2.2
2.3
24

3.1
3.2
3.3

Verteilung der Eigenwerte . . . . . . .. .. .. ... ... .. 8
Quantil-Quantil-Diagramme . . . . . . . ... ..o 9
Verteilung der Eigenwerte mit Simulationen . . . . . .. ... .. .. 9
Eigenvektoren . . . . . . . . ..o 11
Efficient frontiers . . . . . . . . . ... 18
Efficient frontiers von 2004-2005 mit Cyegn - - - « -« « v v o o ... 20
Efficient frontiers von 2004-2005 mit Regression . . . . . . .. .. .. 21

28



Tabellenverzeichnis

3.1 AG, MSE, Winkel (6) - ohne Leerverkauf .
3.2 AG, MSE, Winkel (f) - mit Leerverkauf . .

3.3 Distanz zwischen den Korrelationsmatrizen

29



Literaturverzeichnis

[1]

Leonidas Sandoval Junior, Adriana Bruscato und Maria Kelly Venezuela. (2013),
Building portfolios of stocks in the Sao Paulo Stock Exchange using Random Ma-
triz Theory, https://arxiv.org/pdf/1201.0625.pdf (14.10.2019).

Laurent Laloux, Pierre Cizeau, Jean-Philippe Bouchaud und Marc
Potters. (1998), Noise Dressing of Financial Correlation — Matrices,
https://arxiv.org/pdf/cond-mat/9810255v1.pdf (05.12.2019).

T. Conlon, H.J. Ruskin und M. Crane. (2010) Cross-Correlation Dynamics in
Financial Time Series, https://arxiv.org/pdf/1002.0321v1.pdf (12.12.2019).

Hirdesh K. Pharasi, Kiran Sharma, Anirban Chakraborti und Thomas H. Se-
ligman. (2018) Complex market dynamics in the light of random matriz theory,
https://arxiv.org/pdf/1809.07100.pdf (06.12.2019).

Harry M. Markowitz. (1952), Portfolio Selection, The Journal of Finance, S. 77-
91.

Institut der deutschen Wirtschaft Kéln Medien GmbH. (2010), Subprime Mortga-
ge Crisis, https://www.wirtschaftundschule.de/wirtschaftslexikon /s /subprime-
mortgage-crisis/ (21.02.2020).

30



	Einleitung
	Zufallsmatrixtheorie
	Eigenwerte der Korrelationsmatrizen und deren Verteilung
	Eigenvektoren und deren Interpretation
	Säubern der Korrelationsmatrix

	Portfoliotheorie nach Markowitz
	Effiziente Portfolios: Vorhersage und Realisierung
	Reduzierung des Markteffektes durch lineare Regression
	Ergebnisse in Zahlen

	Conclusio
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Literaturverzeichnis

