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1 Einleitung

Fiir ein Unternehmen ist es wichtig, die Volatilitdten der Marktvariablen (Zinssétze,
Wechselkurse, Aktienkurse,...) zu iiberwachen, von denen der Wert seines Portfolios
abhéngt.

Auflerdem bestehen bei Banken und Versicherungen heutzutage die Notwendigkeit
mehrdimensionale Zusammenhénge addquat zu modellieren. In der Praxis sind in
der Vergangenheit oft multivariate Normalverteilungen verwendet worden. Diese ha-
ben das Defizit, dass sie das Auftreten von gemeinsamen Extremereignissen kaum
beriicksichtigen. Die Vergangenheit hat jedoch gezeigt, dass Borsencrashs, also ge-
meinsam starke Einbriiche der Rendite, in der Realitdt viel haufiger vorkommen als
im Modell mit multivariaten Normalverteilungen. Daher ist es notwendig andere mul-
tivariate Verteilungen zu finden, welche zu zuverldssigerern Modellanséitzen fiihren.

Bei der Konstruktion multivariater Verteilungen hat es lange Zeit Einschrinkungen
an die multivariaten Verteilungen gegeben. Oft sind diese multivariaten Verteilungen
als Erweiterungen von univariaten Verteilungen gebildet worden, so dass nur glei-
che Randverteilungen moglich gewesen sind, oder es hat starke Restriktionen an die
Abhéngigkeit der einzelnen Zufallsgrofien gegeben.

Abhilfe schaffen hier Copulas. Mithilfe von Coulas lassen sich multivariate Vertei-
lungsfunktionen in zwei Teile zerlegen. Es werden dabei die univariaten Randver-
teilungen von der Copula-Funktion getrennt, welche die Abhéangigkeitsstruktur der
Zufallsvariablen beschreibt.

1.1 Aufbau der Arbeit

Zu Beginn beschéftigen wir uns mit den Grundlagen der Volatilitdt. Zwischendurch
werden zum besseren Verstiandnis Beispiele gezeigt. Anschliefend folgt ein Abschnitt
iiber die Modellierung von Volatilitat. Dabei wird auf zwei spezifische Modelle nédher
eingegangen: das GARCH(1,1)-Modell und das EWMA-Modell.Die Besonderheit an
diesen Modellen ist ihre Erkenntnis, dass die Volatilitédt nicht konstant ist. In eini-
gen Zeitrdumen ist die Volatilitat relativ gering, wihrend sie in anderen Zeitraumen
relativ hoch ist. Die Modelle versuchen, Schwankungen der Volatilitdt im Laufe der
Zeit zu verfolgen.

Das darauffolgende Kapitel beschéftigt sich mit Korrelation, welches die Grundlage
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fiir das letzte Kapitel iiber Copulas bildet. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns
mit dem Sinn von Copulas. Zusétzlich gibt es einen Abschnitt mit den bekanntesten
Copulas und einem der wichtigsten Sétze fiir die Verwendung von Copulas, dem Satz
von Sklar.

1.2 Verweise

Diese Arbeit orientiert sich am Werk Risk Management and Financial Institutions
von John Hull. [2], wobei der Inhalt im Wesentlichen auf den Kapiteln Volatilitat
und Korrelationen und Copulas beruht. Desweiteren wird auch An Introduction to
Copulas von Roger Nelson [3] als Literatur herangezogen. Daraus werden die wesent-
lichen Grundlagen fiir Copulas hergeleitet. Zusétzlich wird fiir das fiinfte Kapitel eine
Présentation von Niels Friewald [1] fiir eine allgemein versténdliche Formulierung des
Satzes von Sklar verwendet.



2 Grundlagen der Volatiliat

2.1 Definition von Volatilitat

Die Volatilitit einer Variable ist definiert als die Standardabweichung der verhéltnis-
méBigen Anderung einer Variable wihrend einer Zeiteinheit.

Wird Volatilitat fiir Option Pricing verwendet, so ist die Zeiteinheit iiblicherweise
ein Jahr. Daraus folgt, dass die Volatilitdt die Standardabweichung der kontinuier-
lich zusammengesetzten Rendite pro Jahr ist. Wird Volatilitdt hingegen fiir das Risiko
Management beniitzt ist die Zeiteinheit normalerweise ein Tag. Also ist die Volati-
litdt die Standardabweichung der stetigen zusammengesetzten Rendite pro Tag.

In dieser Arbeit wird der Fokus auf das Risiko Management gelegt, dadurch wird die
Definition des Risiko Managements fiir Volatilitat verwendet.

Wir definieren S; als den Wert der Variable am Ende des Tages i. Die stetig zusam-
mengesetzte Rendite pro Tag fiir die Variable an Tag i ist:

Si

l .
"5

Das ist fast das Gleiche wie:

Si — Si—1
Sic1

Beweis. Wir formen den Ausdruck als Erstes um

ln<551 ) _ ln(Si - Si1 +Si1) _ ln<1 n Si ; Si1>‘

i—1 Si—l i—1

Nun verwenden wir die Potenzreihendarstellung von In(1 + x)

In(l +z) = ZH)”“%
n=1

und erhalten dadurch fiir unsere Darstellung

o

{1+ S55) 5 (S=5y o
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Verwenden wir die Konvergenz der Reihe fiir x € [0,1] , erhalten wir

() = () e =

2.2 Umwandlung auf andere Zeiteinheiten

Falls man tégliche Volatilitéit betrachtet und daraus einen Riickschluss auf wochentliche
oder jéhrliche Volatilitdt schlieBen mochte, reicht es, die Standardabweichug mit der
Quadratwurzel der jeweiligen Einheit zu multiplizieren.

Will man zum Beispiel von téglicher Volatilitdt auf wochentliche kommen, so multi-
pliziert man mit der Wurzel von 365 durch 7. Um auf jéhrliche Volatilitdt zu kommen,
muss man zwei Fille unterscheiden, Arbeitstage oder Nicht-Arbeitstage.

Da die Volatilitdt an Arbeitstagen viel hoher als an Nicht-Arbeitstagen ist, neigen
Analytiker dazu, die Wochenenden und Urlaubstage zu ignorieren, wenn sie Volati-
litét berechnen und verwenden. Die {ibliche Annahme ist, dass es 252 Tage pro Jahr
gibt.

2.3 Beispiel fiir Volatilitat

Nehmen wir an, dass wir einen Vermoégenspreis von 50 Euro haben und die tégliche
Volatilitéit ist 2% . Das bedeutet, dass eine Standardabweichungsbewegung in dem
Vermogenspreis iiber einen Tag 50x0, 02 oder 1 Euro wére. Wir nehmen an, dass der
Wechsel in dem Vermogenspreis normal verteilt ist mit Zufallsvariable W und gehen
von einer 95-prozentigen Wahrscheinlichkeit aus, dass der Wert in einem bestimmten
Intervall liegt. Dadurch wissen wir, dass

W ~ N(50,1%)

und es muss gelten
Pl—c<W < ¢ =0,95.

Formen wir nun auf eine Standarnormalverteilung um, erhalten wir

Z::W_50

~ N(0,1)

Mit der Symmetrie der Standardnormalverteilung konnen wir berechnen, dass fiir die

Grenze ¢ gelten muss
() =0,975 = c=1,96

Daraus folgt, dass der Vermogenspreis am Ende des Tages mit 95% Wahrscheinlich-
keit zwischen 50 — 1,96 * 1 = 48,04 Euro und 50 + 1,96 « 1 = 51,96 Euro liegt.
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2.4 Ursprung von Volatilitat

Man geht davon aus, dass die Volatilitédt einer Aktie oder anderen Anlage verursacht
wird durch neue Informationen, die den Markt erreichen. Diese neue Information ver-
anlast Menschen dazu, ihre Meinung zu dem Wert einer Anlage zu d&ndern, wodurch
sich dieser Wert dndert und Volatilitdt entsteht.



3 Modellierung der Volatilitat

Um Volatilitdt zu modellieren, wird die Definition der Varianzrate (siche 3.1) ver-
wendet. Man kann dabei unterscheiden, ob die Werte einer Marktvariable an einem
bestimmten Tag unterschiedlich gewichtet werden, oder es angenommen wird, dass
alle gleichrelevant sind.

3.1 Modelle ohne Gewichtung

Wir defnieren o,, als die Volatilitdt pro Tag von einer Marktvariable an Tag n, be-
stimmt am Ende des Tages n-1. Die Varianzrate ist definiert als das Quadrat der
Volatilitét o,,.

Nehmen wir an, dass der Wert einer Marktvariable am Ende des Tages i 5; ist.
Wir definieren u; als die stetig zusammengesetzte Rendite wéihrend des Tages i (also
zwischen Ende von Tag i — 1 und Ende von Tag i), so dass

S;
Sic1
Ein Weg um o,, zu bestimmen, ist sie der Standardabweichung der u;’s gleichzusetzen.
Mit den m kiirzlichen Beobachtungen von den w; in Verbindung mit der iiblichen
Formel fiir die Standardabweichung ergibt sich die Formel

u; = In

1 m
2 12
ol =_— i — 02, 3.1
m—lil(u @) (3:-1)

wobei 4 dem Erwartungswert der wu;’s entspricht:

m
_ 1
U= — E Up—1-
m <
=1

Fiir das Risiko Management wird die Formel gew6hnlich durch drei Punkte veréndert:

1. u; wird diesmal definiert als die prozentuelle Anderung der Marktvariable zwi-
schen dem Ende von Tag ¢ — 1 und dem Ende von Tag i:

55

5 (3.2)

U;

Beweis dazu siehe Seite 2.
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2. Wir nehmen an, dass « = 0 ist. Es wird damit begriindet, dass die erwar-
tete Anderung einer Variable an einem Tag sehr gering ist und dadurch ver-
nachlassigt werden kann.

3. m — 1 wird ersetzt durch m. Dies filhrt uns von einer unvoreingenommenen
Schatzung der Volatilitéit zu einer Maximum Likelihood Schétzung

Diese drei Anderungen vereinfachen die Formel fiir die Varianzrate zu

wobei u; gegeben ist durch (3.2).

3.2 Modelle mit Gewichtung

Da die Formel (3.3) alle u2_;,u2_,,...,u2_,, gleich gewichtet und das im Alltag wenig
Sinn macht, kann die Formel so verandert werden, dass kiirzlich geschehenen Werten

mehr Gewicht verliehen wird. Ein Model fiir diese Anwendung ist:

ol = Zaiui_i. (3.4)
i=1

Die Variable a; > 0 definiert das Gewicht, das der Beobachtung vor i Tagen zuge-
wiesen wird. Wenn wir die Gewichte so wihlen, dass «; < o fiir ¢ > j, dann wird
weiter in der Vergangenheit liegenden Beobachtungen weniger Gewicht zugewiesen.
Die a’s sind positiv und die Summe aller Gewichte soll Eins ergeben:

m

ZO&Z‘: 1.

=1

Eine Erweiterung fiir die Idee in Formel (3.4) ist es anzunehmen, dass es eine lang-
fristige durchschnittliche Varianzrate gibt und diese gewichtet werden soll. Dies fiihrt
zu einem Model der Form

ol =4V + Z aul (3.5)

i=1
wobei V7, die langfristige durchschnittliche Varianzrate und v das zugehorige Gewicht

ist. Da die Gewichte gemeinsam Eins ergeben miissen, gilt

m

’Y‘i‘ZQ{,:l

=1



3 Modellierung der Volatilitét

Dieses Modell ist als ARCH(m)-Modell bekannt. In den néchsten beiden Abschnitten
werden die Ideen der Formeln (3.4) und (3.5) verwendet um Volatilitdt zu modellieren.
Mit w =V, kann das Modell in (3.5) ausgedriickt werden als

m
2 _ 2
o, =W+ E U, ;.
i=1

Diese Version kommt bei der Schitzung von Parametern zur Anwendung (siehe Un-
terkapitel Bestimmung der Parameter).

3.2.1 EWMA-Modell

Das exponentially weighted moving average model (EWMA) ist ein spezieller Fall
von Formel (3.4), wobei die Gewichte «; exponentiell fallen je weiter man in der Zeit
zuriick geht. Speziell gilt ;11 = Aoy, wobei A eine Konstante im Intervall [0, 1] ist.
Mit diesem Gewichtungsschema kénnen wir auf eine simple Formel fiir die Fortschrei-
bung der Schétzer fiir die Volatilitat kommen

o2 =Xo2 |+ (1= N2 . (3.6)

Der Schétzer o, der Volatilitdt einer Variable fiir den Tag n (wird am Ende von Tag
n-1 bestimmt) wird berechnet durch o,,_; (diese Schitzung wird am Ende von Tag
n-2 gemacht) und u,_; (die neueste tigliche prozentuelle Anderung).

Um zu verstehen, warum (3.6) Gewichten, die exponentiell fallen, entspricht, ersetzen

wir 02, und erhalten

o2 = Ao o+ (1= Nud ]+ (1 — N2,

n n

oder
‘7721 =(1- /\)(Ui—l + )‘Ui—2) + )‘2‘73—2-
Ersetzt man nun in gleicher Weise ¢2_,, so erhiilt man
op = (1= M) (up_y + Au_o + Noup_3) + Aoy

Setzt man das rekursiv fort, so erhélt man als Ergebnis

o2 =(1-)\) Z N2 Ame?
i=1
Fiir hinreichend grofie m ist der Term A\™¢?2_  ausreichend gering, um ignoriert zu
werden. Dadurch folgt, dass es sich um die gleiche Formel wie (3.4) mit Gewichten
a; = (1 — A\)AX~! handelt. Die Gewichte fiir die u; sinken mit Rate A wenn wir in der
Zeit zuiiruckgehen. Jedes Gewicht ist A mal das vorherige Gewicht.
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Die Vorangehensweise des EWMA-Modells hat die praktische Eigenschaft, dass die
Anforderung fiir Datenspeicher gering ist. Zu jeder Zeit benttigen wir nur die jetzige
Schatzung der Varianzrate und den letzten beobachteten Wert einer Marktvariable.
Wenn wir eine neue Beobachtung erhalten, berechnen wir die neue tégiche prozen-
tuelle Anderung und beniitzen die Formel (3.6) um die neueste Schétzung fiir die
Varianzrate zu erstellen. Die alte Schitzung der Varianzrate und der alte Wert der
Marktvariable werden nicht mehr bené6tigt und kénnen somit gelscht werden.

Die Vorangehensweise des EWMA-Modells ist designt, um Anderungen in der Vola-
tilitdt zu verfolgen. Nehmen wir an, es gibt einen groflen Sprung in der Marktvariable
an Tag n—1, sodass u?_;sehr grof wird. Durch Formel (3.6) bewirkt das die Steigung
des Schétzers fiir die jetzige Volatilitat. Der Wert A bestimmt, wie sehr der Schétzer
der téglichen Volatilitit auf die Anderung des kiirzlich bestimmten téglichen Pro-
zentsatz reagiert. Ein niedriger Wert fiir A fiihrt zu einem groflem Gewicht fiir den
Wert u?_, wenn o,, berechnet wird. In diesem Fall sind die an diesem Tag ermittelten
Schéitzer fiir die Volatilitdt an aufeinanderfolgenden Tagen selber sehr stark volatil.
Ein hoher Wert fiir A (d.h. ein Wert nahe 1) fiihrt zu Schétzern fiir die tégliche
Volatilitat, die sehr langsam auf neue Informationen, die sich aus den téglichen pro-
zentuellen Anderungen ergeben, reagieren.

3.2.2 CARCH(1,1)-Modell

Das GARCH(1,1)- Modell verwendet -im Unterschied zu EWMA-Modellen - als Basis
die Formel (3.5). 02 wird durch eine langfristige durchschnittliche Varianrate berech-
net, V7, ebenso durch 0n—1 und u,_1. Die Formel fiir das GARCH(1,1)-Modell ist:

aZ =~V + aui_l + ﬁai_l, (3.7)

wobei 7 das zugehérige Gewicht zu V;, ist, a das zugehérige Gewicht zu u?_; und 3
das zugehorige Gewicht zu 02, ist. Gemeinsam miissen die Gewichte Eins ergeben:

T+B+a=1

Das EWMA-Modell ist ein spezieller Fall des GARCH(1,1)-Modells, wobei v = 0,
a=1—Xund 8 = \ist.

Das (1,1) in GARCH(1,1) indiziert, dass o2 auf der neuesten Beobachtung von u?
und der neuesten Schétzung der Varianzrate beruht. Das generellere GARCH(p,q)-
Modell berechnet o2 durch die p neuesten Beobachtungen von u? und den ¢ neuesten
Schétzern der Varianzrate. GARCH(1,1) ist mit Abstand das beliebteste von den
GARCH-Modellen.

Setzt man w = V7, kann das GARCH(1,1)-Modell auch als:

02 =w+aoud |+ po? (3.8)



3 Modellierung der Volatilitét

geschrieben werden. In dieser Form wird das Modell normalerweise fiir die Bestim-
mung der Parameter verwendet ( Vergleich siehe Unterkapite] Bestimmung der
Parameter). Wurden erst einmal w, @ und 5 bestimmt, kénnen wir vy durch 1 —a—f
berechnen. Die langfristige Varianz V, kann durch f berechnet werden. Fiir ein sta-
biles GARCH(1,1)-Modell benétigen wir die Bedingung, dass o+ 8 < 1. Andernfalls
ist das Gewicht fiir die langfristige Varianz negativ.

Ersetzt man das nun fiir 02_; in Formel (3.8), so erhélt man:

Op =W+ O‘Urgz—l + Bw + O‘“i—2 + 502—2)

oder
02 =w+ fw+ aul_; +abul_y+ o,

2

Ersetzt man nun o,

_o erhdlt man

2 _ 2 2 2 2,2 3 .2
o, =w + fw + Brwau,_; + afu;,_ o+ afu, s+ 50, 5.

Setzt man dieses Verfahren fort, so kénnen wir erkennen, dass das Gewicht von u?_,

aB~1 ist. Die Gewichte fallen exponentiell mit Rate 5. Der Parameter 3 kann als die
Zerfallsrate interpretiert werden. Er ist &hnlich zu dem Wert A in EWMA-Modellen.
Es definiert die relative Wichtigkeit der Beobachtungen der u; in der Bestimmung
der jetzigen Varianzrate.

Unterschied der Modelle

Das GARCH(1,1)-Modell ist gleich dem EWMA-Modell, aufier in dem Punkt, dass
das GARCH(1,1)-Modell auch Gewichte der langfristigen Varianzrate zuordnet. In
der Praxis fallen Varianzraten tendenziell auf ein langfristiges Durchschnittsniveau
zuriick. Das ist bekannt als "Mean Reversion”. Das GARCH(1,1)-Modell beinhaltet
eine Mean Reversion, wihrend das EWMA-Modell dies nicht tut. Dadurch ist das
GARCH(1,1)-Modell beliebter als das EWMA-Modell. Ist hingegen der Parameter
w negativ, is das GARCH(1,1)-Modell nicht stabil und es ist daher sinnvoller, dass
EWMA-Modell zu verwenden.

Bestimmung der Parameter

In diesem Teil beschéftigen wir uns damit, wie passend die Parameter o, 8 und w
fiir das GARCH(1,1)-Modell geschétzt werden konnen. Dafiir wird die Maximum-
Likelihood-Methode verwendet.

Als Erstes betrachten wir das Problem eine Varianz fiir eine Variable X von m Be-
obachtungen von X, wenn die zugrundelegende Verteilung normal verteilt ist, zu
berechnen. Wir nehmen an, die Beobachtungen sind wuq, ug, us, ... und dass der Er-
wartungswert der zugrunde liegenden Normalverteilung Null ist. Wir beschreiben

10
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die Varianz als v. Die Wahrscheinlichkeit, dass u; beobachtet wird, ist der Wert der
Dichtefunktion fiir X, wenn X = w; gilt. Das ist

()

ex :

2mv P\

Die Wahrscheinlichkeit, dass m Beobachtungen in der Reihenfolge auftreten, in der
sie beobachtet werden, ist

m

[ e (5] 39
ex . :
T SV2mu P\

Bei Verwendung der Maximum-Likelihood-Methode ist die beste Schiatzung von v
der Wert, der diesen Ausdruck maximiert. Die Maximierung eines Ausdrucks ist
aquivalent zu der Maximierung des Logarithmus des Ausdrucks. Nehmen wir den
Logarithmus von dem Ausdruck in (3.9) und ignorieren konstante multiplikative Fak-
toren, dann reicht es, folgenden Ausdruck zu maximieren:

m 2

Z [— In(v) — %] (3.10)

i=1

oder
m. 9

U=
—ml — -t
min(v) ; .
Leiten wir diesen Ausdruck nach v ab und setzen das Ergebnis gleich Null, so sehen
wir, dass der Maximum likelihood Schétzer von v

m

ist. Dieser Maximum likelihood Schétzer ist jener, den wir in Formel (3.3) verwendet
haben. Der entsprechende unverzerrte Schétzer ist der gleiche mit m statt m — 1.
Wir iiberlegen nun, wie wir die Maximum-Likelihood-Methode verwenden konnen,
um die Paramter zu bestimmen, wenn GARCH(1,1) oder andere Modelle zur Be-
stimmung der Volatilitit verwendet werden. Wir definieren v; = o7 als den Schiitzer
fiir die Varianz an Tag i. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
von der Varianz abhéngigen u; normal ist. Eine dhnliche Analyse wie oben erwéihnt,
zeigt, dass die besten Parameter die sind, die

m 2

[amer(G)]

i=1

11
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maximieren. Verwenden wir den Logarithmus, sehen wir, dass dies dquivalent zur

Maximierung von
m 2

3 [— In(v) — %] (3.11)
=1 i
ist. Das ist der gleiche Ausdruck wie (3.10), mit Ausnahme, dass v durch v; ersetzt
wurde. Wir suchen iterativ, um die Parameter fiir das Modell zu finden, die den
Ausdruck (3.11) maximieren.
Ein alternativer Ansatz zur Schitzung von Parametern in dem GARCH(1,1) Verfah-
ren ist als ”Variance-Targeting” bekannt.Dies beinhaltet das Gleichsetzen der lang-
fristigen durchschnittlichen Varianzrate V;, und der aus den Daten berechneten Stich-
probenvarianz (oder eines anderen Wertes, der als angemessen erachtet wird). Der
Wert w entspricht V(1 — o — §) und es miissen nur mehr zwei Parameter bestimmt
werden.
Wenn das EWMA-Modell beniitzt wird ist der Berechnungsprozess relativ simpel.
Wir setzen w = 0, a = 1 — XA und f = X und dadurch muss nur mehr ein Wert
berechnet werden.
Sowohl die GARCH(1,1) als auch EWMA-Methode kénnen mithilfe der Solver-Routine
in Excel implementiert werden, um nach den Werten der Parameter zu suchen, die
die Maximum-likelihood Funktion maximieren. Fiir EWMA-Modelle ist das Schéatzen
der Parameter einfacher. Wir setzen w = 0, « = 1 — A und S = A. Dadurch muss
nur ein Parameter ermittelt werden.

GARCH-Modell fiir die Zukunft

Die Varianzrate, die am Ende des Tages n — 1 fiir den Tag n geschétzt wird, wenn

GARCH(1,1) beniitzt wird, ist
on = (1—a—B)Vp +au,_; + foi,_,,

sodass
afL -V, = oz(uz_l - Vi) + /3(03—1 - Vi)

ist. An Tag n + t in der Zukunft haben wir
‘7121+t -V = 04(%2%1&71 = Vi) + B(onie-1 — Vi),
Der erwartete Wert fiir u?_,_; ist o2,, ;. Daher gilt
Elon,, — Vil = (o + B)E[og,,y — Vil.
Verwenden wir diese Gleichung wiederholt, ergibt das

Eloyy — Vil = (a+ 8)' (o, — V1),

12
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oder
Eloz,) = Vi + (a+ B)(on — V1) (3.12)

Diese Gleichung sagt die Volatilitéit fiir Tag n + ¢ voraus, wobei sie die Information
beniitzt, die am Ende von Tag n-1 verfiigbar ist.

Ist in der Gleichung (3.12) a + f = 1, zeigt das GARCH(1,1)-Modell, dass die
zukiinftige langfristige Varianzrate der jetzigen Varianzrate entspricht. Fiir den Fall
a+ B < 1 wird der Endterm in der Gleichung mit steigendem ¢ zunehmend kleiner.

Die nachstehende Abbildung 3.1 zeigt den erwarteten Pfad der Varianz fiir Situatio-
nen, in denen sich die aktuelle Varianzrate von V7, unterscheidet.

Graphik a) zeigt den erwarteten Pfad der Varianzrate, wenn die jetzige Varianzra-
te iiber der langfristigen durchschnittlichen Varianzrate ist und Graphik b) zeigt de
Fall, wenn sie unter der langfristigen durchschnittlichen Varianzrate ist.

Wie zuvor erwahnt, zeigt die Varianzrate eine Mean Reversion mit einem Niveau von
V7, und einer Intensitdt von 1 —a — . Unsere Prognose fiir die zukiinftige Varianzrate
tendiert in Richtung V7, wenn wir weiter in die Zukunft schauen.

Abbildung 3.1: erwartete Weg der Varianzrate, wenn die jetzige Varianzrate a) iiber
der langfristigen Varianzrate ist oder b) darunter ist.

Variance L Variance
rate rate

Time Time

(a) (b

Diese Analyse unterstreicht den Punkt, dass wir a« + § < 1 fiir einen stabilen
GARCH(1,1)-Prozess brauchen. Wenn o+ 5 < 1 gilt, ist das Gewicht der langfristi-
gen durchschnittlichen Varianz negativ und der Prozess bewegt sich vom Mittelwert
weg anstatt sich diesem anzunéhern.
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3 Modellierung der Volatilitét

Struktur der Volatilitat

Nehmen wir an, es ist Tag n. Wir definieren:

und
1

a+p

Damit konnen wir die Gleichung (3.3) umformen zu:

a=In

V(t) =V +e [V (0) — V).

V (t) ist in dieser Formel eine Schidtzung der momentanen Varianzrate in t Tagen.
Die durchschnittliche Varianzrate zwischen dem Tag heute und Zeitpunkt T ist

1— efaT

% /OT V{t)dt = Vi + ———[V(0) - Vi].

Je ldnger die Laufzeit T der Option, desto nédher ist dies an V. Wir definieren o(7")
als die jahrliche Volatilitét, die verwendet werden soll, um eine T-Tage Option unter
GARCH(1,1) zu bewerten. Nehmen wir an, dass es 252 Tage pro Jahr gibt(siehe
Unterkapitel Umwandlung zu anderen Zeiteinheiten), so ist o(7") 252-mal die
durchschnittliche Varianzrate pro Tag, sodass:

1 —e T

o(T)? = 252{VL i

V(0) — vL]} (3.13)

Liegt die jetzige Volatilitét {iber der langfristigen durchschnittlichen Volatilitét, so er-
mittelt das GARCH(1,1)-Modell eine fallende Laufzeitstruktur der Volatilitiat. Liegt
die jetzige Volatilitdt hingegen unter der langfristigen durchschnittlichen Voltatilitét,
so bestimmt es eine steigende Laufzeitstruktur der Volatilitét.
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4 Korrelation

4.1 Einleitung

Um besser zu verstehen, was Korrelation bedeutet, nehmen wir an, dass eine Firma
von zwei verschiedenen Marktavariablen abhéngig ist. Fiir beide Variablen gilt, dass
wir 15 Mio. Euro einnehmen, wenn eine Erhéhung der Standardabweichung geschieht,
und wir verlieren 15 Mio. Euro, wenn eine Verminderung der Standardabweichung
geschieht. Je nach Korrelation kénnen wir zwischen 3 verschiedenen Féllen unter-
scheiden.

Im ersten Fall haben beide Variablen eine hohe positive Korrelation. Dadurch ist das
Risiko der Firma sehr grofl; da bei dem Verlust der einen Variable wahrscheinlich
auch ein Verlust der anderen Variable folgt. Sind die beiden Variablen hingegen un-
korreliert (das bedeutet, dass die Korrelation gleich Null ist), so ist das Risiko der
beiden Variablen unabhéngig, aber doch vorhanden. Im dritten Fall haben die Varia-
blen eine hohe negative Korrelation haben. Daraus folgt, dass das Risiko sehr gering
ist, da der Verlust einer Variable héufig einen Gewinn der Anderen verursacht. Dieses
Beispiel zeigt, wie wichtig es fiir einen Risiko Manager ist, Korrelationen zwischen
den Anderungen in Marktvariablen zu berechnen.

4.2 Definition der Korrelation

Der Korrelation p zwischen zwei Variablen V; und V5 ist definiert als

_ E[W, Vo] — E[W]E[V?]
SDWSDV,]

wobei E[-] den Erwartungswert und SD|-] die Standardabweichung beschreibt. Wenn
keine Korrelation besteht ist E[V}, V5] = E[V4|E[V,] und dadurch p = 0. Falls V; = V4
steht im Zahler und im Nenner ein dquivalenter Begriff fiir die Varianz, und dadurch
ist p=0.

Die Kovarianz zwischen zwei Variablen V; und V5 ist definiert als:

cov(Vi, Vo) = E[Vi, Va] — E[VA]E[V3) (4.1)
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4 Korrelation

Dadurch kann die Korrelation als

~ cov(V1, Va)
P = SDViISDVA]

dargestellt werden. Obwohl es einfacher ist, eine Aussage iiber die Bedeutung einer
Korrelation zu formulieren als eine Kovarianz, werden sich Kovarianzen als grund-
legende Variablen unserer Analyse herausstellen. Eine Analogie hierbei ist, dass Va-
rianzraten die grundlegenden Variablen fiir die EWMA- und GARCH-Methoden in
Kapitel 3 waren, obwohl es einfacher ist, eine Aussage iiber Volatilitdten zu finden.

4.2.1 Korrelation und Unabhdngigkeit

Zwei Variablen werden als statistisch unabhéngig definiert, wenn das Wissen iiber
eine davon die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die andere nicht beeinflusst. Formal
sind Viund V5, unabhéngig, wenn:

fVaVi = x) = f(Va)

fiir alle x gilt, wobei f(-) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion beschreibt.

Wenn der Korrelationskoeffizient zwischen zwei Variablen Null ist, bedeutet dies je-
doch nicht, dass die beiden Variablen auch unabhéngig sind. Wir konnen dies an
einem einfachen Beispiel zeigen.

Angenommen, es gibt drei gleich wahrscheinliche Werte fiir V;: -1, 0 und +1. Wenn
Vi = —1 oder V; = +1 dann ist V5, = 1. Wenn V; = 0, dann ist V5 = 0. In diesem
Fall besteht eindeutig eine Abhéngigkeit zwischen Vi und V5. Wenn wir den Wert
von Vi beobachten, kennen wir den Wert von V5. Auch eine Kenntnis des Wertes
von V5, veranlasst uns, unsere Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Vi zu dndern. Der
Korrelationskoeffizient zwischen V; und V5 ist jedoch Null.

Dieses Beispiel unterstreicht, dass der Korrelationskoeffizient eine bestimmte Art der
Abhéngigkeit zwischen zwei Variablen misst. Es gibt viele andere Moglichkeiten, wie
zwei Variablen in Beziehung gesetzt werden konnen.

Wir konnen die Art der Abhéngigkeit zwischen V; und V, durch Plotten von E(V})
gegen V] charakterisieren. Drei Beispiele sind in Abbildung (4.1) dargestellt. Abbil-
dung 4.1(a) zeigt die lineare Abhéngigkeit, wobei der erwartete Wert von V5 linear
von V) abhéngt. Abbildung 4.1(b) zeigt eine V-formige Beziehung zwischen dem
erwarteten Wert von V5 und V; (dies dhnelt dem Beispiel, das wir gerade betrach-
tet haben). Eine symmetrische V-formige Beziehung, auch wenn sie stark ist, fithrt
zu einem Korrelationskoeffizienten von Null. Abbildung 4.1(c) zeigt eine Art von
Abhéngigkeit, die hiufig auftritt,wenn V5 und V; prozentuelle Anderungen in finan-
ziellen Variablen sind. Fiir die normalerweise angetroffenen Werte V; gibt es nur eine
sehr geringe Beziehung zwischen V; und V5. Extremwerte von V; fiihren jedoch ten-
denziell zu Extremwerten von V, (dies kénnte aufgrund zunehmenden Korrelationen
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4 Korrelation

unter angespannten Marktbedingungen sein).

Abbildung 4.1: Beispiele fiir die Abhéngigkeit von V5 zu V;

E(Vs) E(V5)

R

(a) (b)

s

(c)

4.2.2 Untersuchen der Korrelation

In Kapitel 3 haben wir uns damit beschéftigt, wie wir EWMA- und GARCH-Modelle
verwenden konnen, um die Varianzrate einer Variable zu modellieren. Nun kénnen
wir einen dhnlichen Ansatz verwenden, um die Kovarianzrate zwischen zwei Variablen
zu modellieren. Die tégliche Varianzrate einer Variable ist die Varianz der tdglichen
Renditen. In &hnlicher Weise wird die Kovarianzrate pro Tag zwischen zwei Variablen
als die Kovarianz zwischen den téglichen Ertrédgen der Variablen definiert.

Nehmen wir an, dass X; und Y; die Werte von zwei Variablen X und Y am Ende von
Tag ¢ sind. Die Rendite der Variablen an Tag ¢ sind:

X=X
B Xi—l

Y-V,
- Y

T Yi

Die Kovarianrate zwischen X und Y an Tag n ist durch Gleichung (3.1)
cov, = Elz,y,] — Ey,

gegeben. Wie schon in Abschnitt 3.1 erklért, gehen Risikomanager davon aus, dass die
erwartete Anderung einer Variable an einem Tag annidhernd Null ist und dadurch bei
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4 Korrelation

der Berechnung vernachléssigt werden kann. Dies bedeutet, dass die Kovarianzrate
pro Tag zwischen Xund Y an Tag n angenommen wird als

CoUy, = E[xnyn]

Verwenden wir nun fiir die letzten m Beobachtungen die gleichen Gewichte fiir z;
und y;, so erhalten wir die Schiatzung

1
n— n—iYn—i 4.2
covy = — Z Tp—iY (4.2)

Ein &hnliches Gewichtungsschema fiir Varianzen gibt einen Schétzer fiir die Varianz-
rate an Tag n fiir die Variable X als

m

1 2
vary n = E § Lp—i

i=1
und fiir die Variable Y als

m
1 2
vary, = m E Yn—i
=1

Der Schiéitzer fiir die Korrelation an Tag n ist

covy,

VAT, 0Ty,

EWMA

Die meisten Risikomanager stimmen darin {iberein, dass Beobachtungen von vor
langer Zeit nicht so viel Gewicht haben sollten wie die jiingsten Beobachtungen. In
Kapitel 3 haben wir die Verwendung des EWMA-Modells (Exponential Weighted
Moving Average) fiir Varianzen erortert. Wir haben gesehen, dass es zu Gewichten
fithrt, die exponentiell abnehmen, wenn wir uns in der Zeit zuriick bewegen. Ein
dhnliches Gewichtungsschema kann fiir Kovarianzen verwendet werden. Die Formel
zur Schitzung der Kovarianz im EWMA-Modell dhnelt der in Gleichung (3.6) fiir
Varianzen:
covy, = Acovp_1 + (1 — N)xp_1Yn—1

Eine &hnliche Analyse wie die fiir das EWMA-Volatilitdtsmodell zeigt, dass das
Tp_iYn_i zugewiesene Gewicht mit zunehmendem ¢ abnimmt (d. h. Wenn wir in der
Zeit zuriickgehen). Je niedriger der Wert von A, desto héher ist das Gewicht, das den
jiingsten Beobachtungen beigemessen wird.
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4 Korrelation

GARCH

GARCH-Modelle kéonnen auch zu Schiatzungen von Kovarianzraten und zu Vorher-
sagen des zukiinftigen Niveaus von Kovarianzraten verwendet werden. Zum Beispiel
das GARCH (1,1) -Modell zum Aktualisieren einer Kovarianzrate zwischen X und
Y ist

Covp, = W + Qy_1Yn_1 + Pcov, 1

Diese Formel gibt, wie ihr Gegenstiick in Gleichung (3.8) eine Schitzung der neues-
ten Varianz an. Dabei verteilt sie Gewichte an eine langfristige durchschnittliche
Kovarianz, an einige der neuesten Kovarianzschitzung und an einige der neuesten
Beobachtung zur Kovarianz. Die langfristige durchschnittliche Kovarianzrate betragt
w/(1—a—p). Gleiche Formeln wie in den Gleichungen (3.12) und (3.13) konnen entwi-
ckelt werden, um zukiinftige Kovarianzraten vorherzusagen und die durchschnittliche
Kovarianzrate fiir einen zukiinftigen Zeitpunkt zu berechnen.

Stabilitdtsbedingungen fiir Kovarianzen

Nachdem die Varianz- und Kovarianzraten fiir eine Reihe von Marktvariablen berech-
net wurden, kann eine Varianz-Kovarianz-Matrix erstellt werden. Wenn ¢ # j zeigt
das (i, j)-te Element dieser Matrix die Kovarianzrate zwischen Variable i und Variable
j. Wenn ¢ = j zeigt es die Varianzrate der Variablen. Nicht alle Varianz-Kovarianz-
Matrizen sind intern stabil. Die Bedingung fiir eine N x N Varianz-Kovarianz-Matrix
Q) intern stabil zu sein, ist

whQw >0, (4.3)

wobei w ein N x 1 Vektor ist und w” die Transponierte von w ist. Eine Matrix,
die diese Bedingung erfiillt, ist auch als positiv semidefinit bekannt. Um zu ver-
stehen, warum die Bedingung in (4.3) gelten muss, nehmen wir an, dass w der
Spaltenvektor (wy,ws,ws, ...,wy) ist. Der Ausdruck w!’Qw ist die Varianzrate von
w121 + wozs + ... + wyzy ist, wobei z; den Wert der Variable ¢ beschreibt. Dadurch
folgt, dass es nicht negativ sein kann.

Um sicherzustellen, dass eine positiv-semidefinite Matrix erzeugt wird, sollten Varian-
zen und Kovarianzen konsistent berechnet werden. Wenn zum Beispiel Varianzraten
berechnet werden, indem den letzten Datenelementen das gleiche Gewicht gegeben
wird, sollte dasselbe fiir Kovarianzraten gemacht werden. Wenn Varianzraten unter
Verwendung eines EWMA-Modells mit A = 0.89 aktualisiert werden, sollte dasselbe
fiir Kovarianzraten durchgefiihrt werden. Die stabile Aktualisierung einer Varianz-
Kovarianz-Matrix mithilfe eines GARCH-Modells ist schwieriger und erfordert ein
multivariates GARCH-Modell.
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4 Korrelation

4.2.3 Multivariate Nomalverteilung

Wir beginnen mit der Betrachtung einer bivariaten Normalverteilung, bei der es nur
zwei Variablen V; und V5 gibt. Angenommen wir wissen V;. Als Voraussetzung wihlen
wir, dass der Wert von V5 normal mit Mittel

Vi—
01

o9/ 1 — p?

ist. Hier sind g7 und po das unbedingte Mittel von V; und V3, o7 und o9 sind ihre
unbedingten Standardabweichungen, und p ist der Korrelationskoeffizient zwischen
Vi und V5.

M2 4 po2

und Standardabweichung

Zufallsstichproben aus Normalverteilungen generieren

Wir unterscheiden nun einige Fiélle.

Wenn Stichproben €; und €, aus einer bivariaten Normalverteilung (bei der beide
Variablen einen Mittelwert von Null und eine Standardabweichung von Eins ha-
ben) erforderlich sind, wird wie folgt vorgegangen. Es werden unabhéngige Stichpro-
ben z; und 25 aus einer univariaten standardisierten Normalverteilung gegeben. Die
bendtigten Stichproben e; und e, werden dann wie folgt berechnet

€1 = 21
€2 = pz+ 22V 1—p%

wobei p der Korrelationskoeffizient in der bivariaten Normalverteilung ist.

Als néchstes betrachten wir die Situation, in der wir Stichproben aus einer multiva-
riaten Normalverteilung bendtigen (wobei alle Variablen einen Mittelwert von Null
und eine Standardabweichung von Eins haben) und der Korrelationskoeffizient zwi-
schen Variable ¢ und Variable j p;; ist. Zunéchst werden n unabhéngige Variablen
zi(1 <4 < n) aus univariaten standardisierten Normalverteilungen untersucht. Die
bendtigten Stichproben sind ¢;(1 < i < n), wobei

i
€ = E QG Rk
k=1

ist, und die o4 die gewéhlten Parameter sind, um die korrekte Varianz und die
korrekte Korrelation fiir die €; zu bestimmen. Fiir ¢ < 57 <7 muss

i

2 _
E o, =1
k=1
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4 Korrelation

gelten und fiir alle 7 < 4
Z Qi Qi = Pij-
k=1
Die erste Stichprobe €; wird gleich z; gesetzt. Diese Gleichungen kénnen so gelost

werden, dass €5 durch z; und z5 berechnet wird, e3 wird durch 27, 2z und z3 berechnet,
und so weiter. Das Verfahren ist als Cholesky-Zerlegung bekannt.
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5 Copulas

5.1 Einleitung

Um besser zu verstehen kénnen, welchen Sinn Copulas haben, betrachten wir zwei
korrelierte Variablen, Vi und V5. Die Randverteilung von Vi (manchmal auch als
bedingungslose Verteilung bezeichnet) ist ihre Verteilung, vorausgesetzt, wir wissen
nichts iiber V5; In d&hnlicher Weise ist die Randverteilung von V5 ihre Verteilung, vor-
ausgesetzt, wir wissen nichts iiber V;. Angenommen, wir haben die Randverteilungen
von Vi und V5 geschétzt. Wie kénnen wir eine Annahme iiber die Korrelationsstruktur
zwischen den beiden Variablen treffen, um ihre gemeinsame Verteilung zu definieren?
Wenn die Randverteilungen von V; und V5 normal sind, ist eine bequeme und ein-
fach zu handhabende Annahme, dass die gemeinsame Verteilung der Variablen eine
bivariate Normalverteilung ist.(Die Korrelationsstruktur zwischen den Variablen ist
dann wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben.) Ahnlich Annahmen sind fiir einige ande-
re Randverteilungen moglich. Oft gibt es jedoch keine natiirliche Moglichkeit, eine
Korrelationsstruktur zwischen zwei Randverteilungen zu definieren. Hier kommen die
Copulas ins Spiel.

Abbildung 5.1: Dreiecksverteilungen fiir V5 und V}

75 3§ .

0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 (1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

(a) (b)

Nehmen wir als Beispiel fiir die Anwendung von Copulas an, dass die Variablen V;
und V5 die in Abbildung 5.1 gezeigten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen haben.
Beide Variablen haben Werte zwischen 0 und 1. Die Dichtefunktion fiir V; hat die
Spitze bei 0,2. Die Dichtefunktion fiir V5 hat die Spitze bei 0,5. Fiir beide Dichte-
funktionen betrégt die maximale Hohe 2,0. Um eine sogenannte Gaufische Copula zu
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5 Copulas

verwenden, bilden wir Vi und V5 in neue Variablen U; und U, ab, die Standardnor-
malverteilungen haben. (Eine Standardnormalverteilung ist eine Normalverteilung
mit dem Mittelwert Null und der Standardabweichung Eins). Die Zuordnung erfolgt
auf Perzentil-zu-Perzentil-Basis. Der Ein-Perzentil-Punkt der Verteilung von V; wird
dem Ein-Perzentil-Punkt der Verteilung von U; zugeordnet. Der 10-Perzentil-Punkt
der Verteilung von V5 wird dem 10-Perzentil-Punkt der Verteilung von U, zugeordnet
und wird auf dhnliche Weise abgebildet.

Die Variablen U; und Us; haben Normalverteilungen. Wir gehen davon aus, dass sie
gemeinsam bivariat normal sind. Dies impliziert wiederum eine gemeinsame Vertei-
lung und eine Korrelationsstruktur zwischen Vi und V5. Das Wesentliche an Copulas
ist daher, dass wir, anstatt eine Korrelationsstruktur zwischen V; und V5 direkt zu
definieren, dies indirekt tun. Wir bilden V; und V5 in andere Variablen ab, die , gut
verhaltene“ Verteilungen haben und fiir die es einfach ist, eine Korrelationsstruktur
zu definieren.

Die Korrelation zwischen U; und U, wird als Copula-Korrelation bezeichnet. Dies ist
im Allgemeinen nicht dasselbe wie die Korrelation zwischen V4 und V5. Da U; und U,
bivariat normalverteilt sind, ist der bedingte Mittelwert von U, linear abhéngig von
U; und die bedingte Standardabweichung von Us ist konstant. Ein &hnliches Ergebnis
gilt jedoch im Allgemeinen nicht fiir V; und V5.

5.2 Beispiele fiir Copulas

5.2.1 Produktcopula

Die einfachste Copula ist die Unabhéngigkeitscopula, oder auch Produktcopula ge-
nannt: [1]

n
Cluy, ug, ..., uy) = l_IuZ = Uy *k U * ... % Up
i=1

5.2.2 GauBcopula

Die Normal- oder auch GauBcopula wird durch die Standardnormalverteilung ()
definiert:

Cur, ug, ..., Uy) = F(@‘l(ul),@_l(w), coey CD_l(Un))

wobei F' die gemeinsame Verteilungsfunktion des Zufallsvektors beschreibt. [1]
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5 Copulas

5.2.3 Gumbelcopula

Die Gumbelcopula wird {iber die Exponentialfunktion und den natiirlichen Logarith-
mus definiert: [3]

>|=

Ci(ur,ug) = 61’]9( - ((—lnul))‘ + (_lm@)A)

5.3 Satz von Sklar

Satz. Sei F': R" — [0,1] eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit eindimensio-
nalen Randverteilungen Fy, ..., F, : R™ — [0,1]. Dann existiert eine n-dimensionale
Gaufs-Copula C, sodass fir alle (xq, 3, ...,x,) € R™ gilt

F(ZEl,l’Q, ,[L’n) = C(Fl(l’l), FQ(ZL’Q), ceey Fn(ZEn>>

Sind alle F; stetig, so ist die Copula eindeutig. [1]
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