Handelsstrategie und Vermogensprozesse

27. Oktober 2024

1 Allgemeine Voraussetzungen

Dadurch, dass wir das It6-Kalkiil nun kennen, konnen wir Wertpapierpreise mit zeitabhdngigen
Zinsraten und Volatilitdten modellieren. Auf einem vollstindigen Wahrscheinlichkeitsraum (), F, P)
haben wir eine m-dimentionale Brownsche Bewegung {W(t), F}te[0,0) mit der Brownschen Filte-
rung {F;};. Wir kénnen nun die Bonds und Aktien beztiglich deren Preisverldufen modellieren:

e Bonds: Py(t) = po * exp(fot r(s)ds)

o Aktie: Pi(t) = pi» exp( [ (bi(s) = § + Xy 0%(5)ds + L1ty [} 03i(s)AW(s)

Dabeiistt € [0,T], T>0,i=1,...,dund r(t),b(t) = (b1(t),...,ba(H)T,0(t) = (0ij(t));; alle beziiglich
{Fi}¢ progressiv messbare, gleimafig in (f,w) beschrinkte Prozesse sind. Zudem soll o(t)o(t)”
gleichméfig positiv definit sein.

Mit den Voraussetzungen konnen die folgenden stochastischen Differentialgleichungen ein-
deutig gelost werden, wobei die Losungen die Preise sind. Zudem sind das auch die Darstellungen
der It6-Prozesse.

o Bonds: dPy(t) = Py(t) = r(t)dt mit Py(0) = po
o Aktie: dP;(t) = P;(t)(b;(t)dt + Z;nzl Gij(t)dW]'(i’)),i =1,...,d mit P;(0) = p;

Zu guter Letzt sollte noch erwdhnt werden, dass der Zinssatz r(t) deterministisch ist, was bedeutet,
dass r(t) auch eine Zufallsvariable sein kann. Dadurch ist das Risiko von Bonds, welche nicht
mehr risikolos sind, aber dennoch gleichmifSsig beschrankt sind, beztiglich des Aktienpreises
stark eingeschrankt.

2 Mbogliche Handlungen von Investoren

Zum modellieren der Marktteilnehmer geben wir ihnen zwei mogliche Handelsmoglichkeiten:

e Erkannsein Vermogen aufteilen und verteilen, indem er Aktien verkauft und andere erwirbt.
Dargestellt wird die durch den Portfolioprozess oder die Handelsstrategie.

e Die ander Moglichkeit ist es, Teile des Vermdgens zu konsumieren, wobei dies in dem
Konsumprozess dargestellt wird.

3 Forderungen an den Markt

1. Keine Kentnisse iiber die Zukunft.

2. Individuelle Handlungen eines Marktteilnehmers haben keinen Einfluss auf die Wertpa-
pierpreise.

3. Jeder Marktteilnehmer hat ein festes Startkapital (t=0). Jeder Marktteilnehmer kann ein
anders Startkapital haben.

4. Geld, welches nicht in Aktien investiert ist, wird in Bonds angelegt.

5. Jeder Marktteilnehmer ist selbstfinanziert. (Kein Geld kann durch nichts tun verschwinden
oder erscheinen.)



6. Wertpapiere sind Beliebig teilbar.

7. Es ist moglich einen negativen Anteil an Wertpapieren zu besitzen. Ist die Anzahl des
festverzinsten Wertpapiers negativ, hat man einen Kredit aufgenommmen. Sind hingegen
die Anteile an Aktien negativ, hat man Aktienleerverkdufe getdtigt. D.h., man hat Aktien
verkauft, die man nicht besitzt.

8. Es entstehen keine Kosten durch Vermogensumschlichtung.

Die Forderungen konnen auch Mathematisch umgestzt werden. Z.B. mit x > 0 wird Vorderung 3.
erfiillt. Forderung 5. ist die Selbstfinanzierung die in folgendem Beispiel Prasentiert wird:

4 Selbst-finanzierenden Handelsstrategie

Definition Handelsstrategie ¢:
e ist ein R%*!-wertiger, bzgl {F,}:c[o,r) progressiv messbarer Prozess:
* ¢ = (@o(t), @1(t),... pa(V))’
e mit:

o [ lpo(t)ldt < oo P-fast sicher

o YL, [ (@i(t)Pi(1))dt < oo P-fast sicher, fiir i = 1,...d
Definition Anfangswert von ¢:
o x:= Lo (0P
Definition Vermogensprozess bzgl. ¢ mit Startvermogen x:
e ¢ ... Handelsstrategie
e x>0 ... Anfangswert der Handelsstrategie
o X(t):= Lo i(t)Pi(t)
Definition Konsumratenprozess (Konsumprozess):
e ein nicht-negativer, bzgl. {F};c[o,1) progressiv messbarer, reellwertiger Prozess c(t), t € [0, T]
e mit:
° fOT c(t)dt < oo P-fast sicher
Definition selbstfinanzierend:

e ein Paar (¢, ¢) aus einer Handelsstrategie und einem Konsumratenprozess heifst so, falls fiir
den zugehorigenn Vermogensprozess X(t), t € [0, T] gilt:

o X(t)=x+ YLy 1 pi(s)dP;(s) - [, c(s)df P-fast sicher
o aktuelles Vermogen = Startvermogen + Gewinne/Verluste - Konsum
Definition selbst-finanzierender Portfolioprozess zum Paar (¢, ¢)

o (@, c) sein selbst-finanzierendes Paar aus Handelsstrategie und einem Konsumprozess X(t)
> (0 P-fast sicher fiir alle t € [0, T]

e der R?-wertige Prozess heifit dann selbst-finanzierender Portfolioprozess:
o 7n(t) := (m(t), .., ma(t))’, t € [0, T]

. i(H)P;(t
e mit m;(f) = (P(X)(t)()




Vollstandigkeit des Marktes

Isabella Ernst, Varvara Bondarenko
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Voraussetzung: d = m

Die Dimension der Brownschen Bewegung entspricht der Anzahl der Aktien.

Die Menge der mit einem Anfangskapital x erzielbaren Endvermogen wird mit X (7") be-
zeichnet. Die Grundaussage dieses Abschnittes ist, dass bei geeignetem Anfangsvermogen
z jedes Endvermogen X (7T') erzielbar ist.

Bezeichnungen

(1) 1= exp(— [ r(s)ds)

0(t) = <>(b<t>—r<t>1> t

2(t) := exp(— [ 0 AW (5) ~ 4 [ 10(5) "ds)
Hit) = (1) - 20

Aus der gleichméfligen Beschrianktheit von b, r und der gleichméfligen Positiv-Definitheit
von oo’ folgt die gleichmifiige Beschrinktheit von ||6(¢)||>. Wihrend 6(t) als eine Art
(relative) Risikoprédmie fiir das Investieren in Aktien angesehen werden kann, spielt der
Prozess H(t) in Zusammenhang mit dem Bewerten von Optionen eine entscheidende Rolle.
H (t) ist positiv, stetig und progressiv messbar bzgl. {F;}; und ist eindeutige Losung der
stochastischen Differentialgleichung

dH(t) = —H () (r(t)dt + o(t)'dW (1))
H(0) =1

Hiermit erhalten wir die Darstellung von H(t) als It6-Prozess.

Der nachfolgende Satz ist zentrales Ergebnis und beinhaltet die entscheidende Eigenschaft
des Marktmodells fiir den Fall d = m.

Satz (Vollstéandigkeit des Marktes).

a) Das selbst-finanzierende Paar (w,c), bestehend aus einem Portfolioprozess ™ und
einem Konsumprozess ¢, sei zuldssig fir das Startvermdgen x > 0, also (mw,c) €
A(x). Dann gilt fiir den zugehérigen Vermdogensprozess X (t):

[ / H(s ds] <z firalletel0,T].



b) Es seien B > 0 eine Fr-messbare Zufallsvariable und c(t), t € [0,T], ein Konsum-

prozess mit

2=E {H(T)B + /OT H(s)e(s) ds} < oo

Dann gibt es einen Portfolioprozess m(t), t € [0,T], mit (w,c) € A(z), so dass der
zugehorige Vermagensprozess X (t)

X(T) =B P-fast sicher

erfillt.

Bedeutung des Satzes

a)

H(t) kann als geeigneter Diskontierungsprozess interpretiert werden, der dasint = 0
benotigte Mindestvermogen

E UOTH(S) e(s) ds} L E(H(t) - B)

angibt, um Ziele, die in der Zukunft liegen (z.B. leben gemé&fl einem vorgegebenen
Konsumprozess ¢, erreichen eines Vermogenstands B zur Zeit t = T') zu erreichen.
Dies setzt dem Wunschdenken bei gegebenem Anfangsvermogen x > 0 Grenzen.

zeigt, dass die nach a) zuldssigen Ziele auch tatséchlich realisierbar sind. Jeder
gewiinschte Vermogenszustand in ¢ = T kann durch Handeln geméfl eines geeigne-
ten selbst-finanzierenden Paares (7, ¢) mit einem hinreichendem Anfangsvermogen
erreicht werden - Vollstindigkeit des Marktes.
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Optimale Portfolios

Zu einem gegebenen festen Anfangskapital x > 0 soll ein zuldssiges, selbstfinanzierendes
Paar aus Portfolio- und Konsumprozess (7, ¢) € A(z) gefunden werden, das einen moglichst
vorteilhaften Zahlungsstrom liefert.

Allgemeines

Definition 1. Nutzenfunktion
Die Funktion U heifit Nutzenfunktion, wenn

a) U :(0,00) — R strikt konkav, stetig differenzierbar und

U'(0) :=1lim U’ (z) = 400, U'(00) := lim U'(z) = 0.

z/0 T—00

b) U : [0,T] x (0,00) — R stetig ist, so dass fiir alle ¢t € [0,7] die Funktion U(t,.)
Nutzenfunktion nach Definition a) ist.

Mithilfe dieser Nutzenfunktion, konnen wir ein Funktional J definieren, das den Nutzen des
Zahlungsstromes objektiv misst.

J(z;m,c) =K (/ Up(t, c(t))dt + UQ(X(T)))

Wobei X (T") den zu « und (7, ¢) gehérenden Vermogensprozess beschreibt und Uy, Us Nutzen-
funktionen sind.
Um einen moglichst guten Zahlungsstrom zu erhalten muss J maximiert werden.

Definition 2. (zeitstetiges) Portfolioproblem
Das Problem

max J(z;m,c)
(m,c)e A ()

Al(z) = {(W,C) € A(I)‘E (/ Uy(t,e(t))"dt + UQ(X(T))_) < oo}

heifit das (zeitstetige) Portfolioproblem.

Die Martingalmethode

Die Idee der Martingalmethode ist es, das soeben vorgestellte zeitstetige Portfolioproblem in
ein statisches Optimierungsproblem (”Bestimmung des optimalen Auszahlungsprofils”) und
in ein Darstellungsproblem (”Berechne zugehorigen Portfolioprozess”) zu zerlegen.

Betrachten wir das Problem erst einmal ohne Konsum (¢ = 0, U; = 0), wobei das selb-
stfinanzierende Paar (7, 0) fiir das Startvermogen x > 0 zuldssig sei.

1
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Mithilfe des Satzes iiber die Vollstdndigkeit des Marktes (2. Vortrag) erhdlt man fiir den
zugehorigen Vermogensprozess X™(T') die Bedingung;:

E[H(T)X™(T)] <« fiir T > 0

und fiir eine Fp-messbare Endzahlung B > 0 mit E{H (T)B] = z erhélt man die Existenz
eines Portfolioprozesses (m,0) € A(x) mit B = X™(T') P-f.s.
Mit
B(x) :={B > 0|B Fr —m.b.,E|H(T)B| < x,E|Ux(B)"| < o0}
ist es nun ausreichend

max E|:U2(B):|

BeB(x)

7zu 16sen.

Hierfiir bedienen wir uns der Lagrange-Methode und erhalten mit der Lagrange-Funktion:
L(B,y) = E|Us(B) — y(H(T)B — x)| mit y > 0

unter Berticksichtigung der Eigenschaften einer Nutzenfunktion und der damit einhergehen-
den Invertierbarkeit der Ableitung, die Bedingung

B=(u3)" (yH(D)) (1)
und in weiterer Folge
0=x— E{H(T)(Ué)_ (yH(T))].

Kann man die soeben bestimmte Gleichung eindeutig nach y l6sen, so hat man mit (1) einen
moglichen Kandidaten fiir das optimale Endvermdégen.

Um die Optimalitat der Losung beweisen zu konnen, miissen folgende Begriffe definiert
werden.

Definition 3. )
L(y) == (Uy) " (y) fiir y € (0, 00)

Lt,y) = (U)~(ty) fir y € (0,00),¢ fest

T

x(y) r=E</

0

H(t) (t,y- H(t))dt + H(T)I (y - H(T)))

Mit den Eigenschaften von y koénnen wir die optimalen Prozesse nun folgendermafien bes-
timmen.

Satz 1. Optimaler Konsum und optimales Endvermogen
Gegeben sei das Portfolioproblem aus Definition 2. Es sei x > 0 und x(y) < oo fir alle
y > 0. Setze Y(x) := x~!(x). Dann existiert zu

B* .= L(Y(x) - H(T)), »optimales Endvermogen”
¢ =0L(t,Y(z)  H(t)), »optimaler Konsum”

2
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ein selbst-finanzierender Portfolioprozess 7*(¢), ¢ € [0, T], so dass
(*,¢*) € A'(z), X=™ “(T) = B* P-fast sicher

gelten und (7%, ¢*) das Portfolioproblem 16st. Dabei sei X2™ ¢ (t) der zu (7%, c*) mit An-
fangsvermogen = gehorende Vermdogensprozess.
Beispiel anhand der logarithmischen Nutzenfunktion
Wéhlt man Ui (¢, z) = Us(z) = In(x), so erhélt man durch Einsetzen in Definition 3
1

Li(t,y) = L(y) = ;

x(y) = (T+1)

1
und folglich:

T 1

optimales Endvermogen: B* = Tl W
T 1

~—

optimaler Konsum: ¢*(t) = Tl m

Satz 2. Losung des Darstellungsproblems

Gegeben sei das Portfolioproblem nach Definition 2. Es seinen z > 0, x(y) < oo, ¢* & b* wie
im Satz 1. AuBlerdem gelte fiir ein f € CH2([0, T] x RY) mit £(0,0,...,0) = = die Beziechung

1
o™

Dann folgt fiir t € [0, T:

/T H(s)c (s)ds + H(T)B*|F,| = f(t, Wi(t), ... Wa(t))

t

- 1
o Xz (t)
wobei V, f den Gradienten von f(¢,x1,...,x4) beziiglich der x-Koordinaten bezeichnet.

Korollar 1.
a) Das optimale Endvermogen B* im Problem

7 (t) o OV (8, WAE), .. Wa(t))

oy E|Us(X7(1)

ist durch
B*:= L(Y (2)H(T))

gegeben, wobei in der Definition von x(y) dann I;(¢,y) = 0 zu setzen ist.

b) Der optimale Konsumprozess ¢*(t) im Problem

/OT Ui(t, c(t))dt]

c'(t) = L(t Y (2)H(t))
gegeben, wobei in der Definition von x(y) dann Ir(y) = 0

max E
(m,c)eA!(z)

ist durch

7zu setzen ist.

3



Optimale Portfolios aus Optionen

Felix Neuwirth, Lana Popovic

Allgemeine Voraussetzungen dieses Abschnitts:
Wir gehen von konstanten Marktkoeffizienten r, b, o aus. Aulerdem sind v, 0, Z(t) und H(t) wie zuvor
definiert. Es gilt auch weiterhin d = m.

Beschreibung des Marktmodells
In unserem Markt gibt es einen Bond, d Aktien und d Optionen auf diese Aktien. In unserem Portfolio
diirfen keine Aktien enthalten sein. Der Preisverlauf der Optionen hat die Form

O P, Pa(t), i=1,...,d, feC"

Weiters sei
e(t) = (po(t), p1(t), ..., pa(t))

eine zulissige Handelsstrategie in Bond und Optionen. Der zugehérige Vermogensprozess X (¢) wird
beschrieben durch

X(t) = +Zs@ () fD(t, Py(t), ..., Pa(t)).
Sei U die Nutzenfunktion. Wir betrachten das Optimierungsproblem
max E(U(X(T))).
]

Satz 8
Die Delta-Matrix W(t) = (¥;;(t)),;, fir 4,j =1, ..., d mit

zg *f (tvpl(t)v"'vpd(t))
sei fir alle t € [0,7T) regular. Dann besitzt das Options-Portfolioproblem (OP) die folgende explizite
Losung:

a) Das optimale Endvermoégen B* stimmt mit dem optimalen Endvermogen im zugehorigen Aktien-
Portfoliosproblem (P) {iberein.

b) Sei &(t) = (€o(t), ..., €a(t)) die optimale Handelsstrategie des zugehorigen Aktien-Portfoliosproblems
(P). Dann ist die Optimale Handelsstrategie ¢(t) := (¢o(t), ¢1(t), ..., va(t)) gegeben durch:

pt) = (¥(1)) - &(1)

(X0 =Ly ei® O PLD) oy Palt))
Py(t)

mit @(t) = (p1(t), ..., wa(t)) und £(t) = (&1(2), ..., Ea(t))

eo(t) =



Beispiel- Logaritmischer Nutzen
-Nutzenfunktion: U(x) = In(x)
-d=1, Black-Scholes Modell
Daraus folgt:

-Optimale Handelsstrategie in Bond und Option in Abhéngigkeit von der Delta-Matrix:
_ b—r X(t)
p1(t) = °" - T1(0)-Pi(0)

-Beziehung zwischen dem optimalen Portfolio in (OP) von dem in (P):
_ SN (N AY0)!
Topt(£) = mae(t) * 7055 5. 0) P

Proposition 9
Im Black-Scholes-Modell mit d = 1 gilt: mit der Wahl U(z) = In(z):

a) Topt(t) = maks(t), fiir alle t € [0,T]

& Topt(t) =k - Pi(¢)
mit einer Konstante k € R\ {0}.
b) Im Fall einer européischen Call-Option gilt
Topt (t) < Take(t) fur alle ¢ € [0, 7).

Teil (a) folgt direkt aus den vorherigen Ergebnissen fiir den Zusammenhang zwischen mopy und majs.
Fir (b) gilt

FOPU0) = (1)) - Pu(t) = D(da(1) - T K < B(da (1) - Palt) = ) (8, PL(B) - Pa(0).
Daraus folgt wieder mit den vorherigen Ergebnissen fiir 7,p¢ und make die Behauptung, da

O, Pi(t))

) < 1.
D, Py(t)) - Pi(t)




Asymptotische Ruinwahrscheinlichkeiten und optimale
Investition

Dominik Gadinger, Johannes Vogel
November 2024

1 Einfiihrung

Die Arbeit untersucht Strategien zur Minimierung der Ruinwahrscheinlichkeit von Versi-
cherern unter Beriicksichtigung von Investitionen in risikoreiche Anlagen, wie z. B. Akti-
en. Wahrend klassische Modelle zeigen, dass die Ruinwahrscheinlichkeit bei exponentiellen
Schadensgrofsen durch Investitionen in risikofreie Anleihen exponentiell mit dem Anfangs-
vermogen abnimmt, zeigen neuere Ansétze, dass gezielte Investitionen in risikoreiche Assets
diese Wahrscheinlichkeit weiter verringern koénnen.

Die optimale Strategie besteht darin, einen konstanten Anteil des Vermogens in risikorei-
che Anlagen zu investieren, was zu einer schnelleren exponentiellen Abnahme der Ruin-
wahrscheinlichkeit fithrt. Diese Strategie ist asymptotisch optimal, da alternative Ansétze
langfristig weniger effektiv sind. Erstaunlicherweise kann das Hinzufiigen von Risiko durch
Investitionen die Ruinwahrscheinlichkeit erheblich senken, was die Bedeutung eines strate-
gischen Asset-Liability-Managements fiir Versicherer unterstreicht.

2 Das Modell

Wir modellieren den Risikoprozess einer Versicherungsgesellschaft auf klassische Weise: Der
Uberschussprozess R wird durch einen Poisson-Prozess N = (N (t));>o mit Intensitit A > 0,
und durch eine positive Zufallsvariable X beschrieben, die unabhéngig vom Prozess N ist
und eine Verteilungsfunktion F' besitzt, wie folgt:

N(t)
R(t,z) =x+ct — ZX,-

i=1

wobei x > 0 der Anfangsreserve der Versicherungsgesellschaft entspricht, ¢ € R die konstante
Pramienrate iiber die Zeit darstellt und X; eine i.i.d.-Sequenz von Kopien von X ist, welche
die Hohe des i-ten Schadens modelliert, der vom Versicherer geltend gemacht wird.

Wir nehmen an, dass die Versicherung auch in eine Aktie oder einen Marktindex investieren
kann, der durch eine geometrische Brownsche Bewegung beschrieben wird:

dS(t) = S(t)(adt + bdW (t))

wobei a,b € R feste Konstansten sind und W eine Standard-Brownsche Bewegung ist, die
unabhéingig vom Prozess R ist.
Wenn die Verischerungsgesellschaft zu einem Zeitpunkt ¢ tiber ein Vermogen Y () verfiigt



und einen Betrag K (t) in die Aktie investiert, wobei der verbleibende Betrag Y (t) — K (t)
in die Anleihe investiert wird, kann der Vermégensprozess wie folgt geschreiben werden:

N(#)
Y(ta K)=x+ct—Y X+ (g L 9)(t) = R(t,x) + (K - Wap)(2)

wobei W, ;(t) den verallgemeinerten Wiener-Prozess W, ;(t) = at + bW (¢) mit einem Drift
a und Volatilitét b bezeichnet und (K - W, ;) das stochastische Integral des Prozesses K in
Bezug auf den Prozess W, ;(t) darstellt.

Wir sind an der Ruinwahrscheinlichkeit der Versicherungsgeselschaft iiber unendlicher Zeit
interessiert, die definiert ist als

U(x,K):=PY(t,z,K) <0 fir t > 0]

abhédngig vom anfénglichen Vermégen = und der Investitionsstrategie K des Versicherers.
Wir definieren weiter die Ruinzeit:

T(x,K) :=inf{t: Y(t,z,K) <0}
Weiters definieren wir:
U*(z) = infrex¥(z, K)

Wenn das Infimum fiir eine bestimme Startegie K* erreicht wird, nennen wir diese Strategie
eine optimale Strategie in Bezug auf die Anfangsreserve z.

Wir bezeichnen h : Ry — R, als die momenterzeugende Funktion der Schadenshéhe X, so
verschoben, dass h(0) =0

h(r) := E[e™*] — 1

Wir treffen die klassische Annahme, dass es ein 7o, € (0, 00| gibt, sodass h(r) < oo fiir
r < re und h(r) — oo fiir 7 T ry. Die Funktion A ist wachsen, konvex und stetig auf

[0, 700)-

3 Eine Asymptotische Ungleichung

Das klassische Cramér-Lundberg-Modell ohne Investitionsmoglichkeit ist natiirlich ein Spe-
zialfall des beschriebenen Modells, namlich wenn @ = b = 0. In diesem Fall nimmt man
tiblicherweise an, dass ¢ > AE[X], da andernfalls die Ruinwahrscheinlichkeit einfach gleich
1 wére. Unter dieser Annahme kann die Ruinwahrscheinlichkeit, die dann unabhéngig von
der Investitionsstrategie K ist — nach oben hin durch e™* begrenzt werden, wobei v die
positive Losung der Gleichung ist:

Ah(r) = cr

Dies ist die Lunberg-Ungleichung und der Exponent v wird als Lundberg- oder Anpassungs-
koeffizient bezeichnet.

Theorem 1 (Haupttheorem): Fiir das beschriebene Modell nehmen wir an, dass b # 0
gilt. Dann kann die minimale Ruinwahrscheinlichkeit U*(x) eines Versicherers, der in den
Aktienmarkt investiert, durch folgende Ungleichung nach oben abgeschitzt werden:

P+ ($) < e—fx’



wobei 0 < 7 < ry, die positive Losung der Gleichung ist:

CL2

AR(r) = —.

(r)=cr+ e

Falls E[X] < ¢/, das heift, wenn der Lundberg-Koeffizient v > 0 existiert, dann gilt
7 > v, falls a # 0, wodurch man eine schérfere Abschétzung fiir U*(z) erhalt. Lasst man
die Annahme E[X] < ¢/ fallen, so erhélt man dennoch 7 > 0, was auf einen exponentielles
Abklingen der minimalen Ruinwahrscheinlichkeit hinweist.

M(t,z,K,r) = e Y oK)

Lemma 2: Sei x > 0,a # 0 und b # 0. Dann existiert ein eindeutiges 0 < 7 < ro, das die
folgende Gleichung erfiillt:

(12

A(7) = 2+ cr

Fiir dieses 7 und den konstanten Prozess K(t) = a/#b? ist der Prozess M(t,z, K,#) ein
Martingal beziiglich der Filtration F.

Von nun an betrachten wir die Prozess M und Y gestoppt an der Ruinzeit. Dafiir defenieren
wir

M(t,z, K,r) =Mt ANT(z,K),z, K,r)

und

Y(t,z, K):=Y({tAT(z,K),z, K).

Theorem 3: Sei a # 0,b # 0. Fiir die konstante Investitionsstrategie K (t) = a/rb® kann
die Ruinwahrscheinlichkeit nach oben abgeschitzt werden durch (fiir alle z € R, )

Uz, K) <e ™,

Das Haupttheorem folgt nun aus Theorem 3.

Beispiel: Betrachte das klassische Modell, wobei die Schadenh6hen exponentialverteilt sind
mit Parameter 6. In diesem Fall gilt h(r) = 0r/(1 — 0r),r € [0,1/60). Die Gleichung h(r) =
¢/ Ar hat zwei Losungen, ndmlich 0 und v = p/(p+1)6, wobei p = ¢/ — 1. Der Koeffizient

7 ist gleich
. v+ a?/2b%c 2+a_2 1_1/ _ v+ad*/20%c
2 20%¢ \ 0 2 '
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Asymptotische Optimalitat und
Eindeutigkeit der konstanten Investmentstrategie

Um die asymptotische Optimalitdt und Eindeutigkeit der konstanten Investmentstrategie zu
zeigen, bendtigen wir folgende Annahme.

Definition 1. Sei 0 < r < ro, gegeben. Wir sagen, X hat ein gleichméfiges exponentielles
Moment in der Endverteilung fiir r, wenn gilt:

sup E[e "X > y] < 00
y=>0

Von nun an nehmen wir an, dass die Zufallsvariable X (Schadenshohe), ein gleichmafiges

exponentielles Moment in der Endverteilung fiir 7 hat.
Mit dieser Definition kann folgendes Theorem bewiesen werden.

Theorem 1. Hat X ein gleichméfiges exponentielles Moment in der Endverteilung von 7,
dann ist fir jedes K € K der Prozess M (t,x, k,7) ein gleichméBig integrierbares Submartin-
gal.

Im Beweis verwenden wir folgendes Lemma.

Lemma 1. Sei 0 <r < oo und K € K. Die Differenz der Prozesse
tAT tAT
AE[e® — 1]/ M(s—,z, K,r)ds und / M(s—,z, K,r)(e™*~e — 1)dN(s)
0 0

ist ein Martingal beziiglich der Filtration F

Lemma 2. Wenn X ein gleichméfliges exponentielles Moment in der Endverteilung von 7
besitzt, dann konvergiert fir beliebige K € K und x € R, der gestoppte Vermogensprozess

(Y(t,z, K))>o fast sicher auf der Menge {7 = oo} gegen oo, wenn t — oo.
Mit anderen Worten: Entweder tritt Ruin ein, oder der Versicherer wird unedlich reich.

Theorem 2. Angenommen, X besitzt ein gleichméfiges exponentielles Moment in der End-
verteilung von 7. Dann erfiillt die Ruinwahrscheinlichekit fiir jeden zulédssigen Prozess K € K:

fPdF@) 1

U(z, K) > Ce™"™, wobei C' =i - = .
('I7 ) — e ’ wobel /Lnfyzo fyoo e—r(y—z)dF(Z> SupyzoE[e—’/‘(y_X)‘X > y]

>0
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Viskositatslosungen

Beispiel fiir eine nicht glatte Wertfunktion

Deterministisches Beispiel:
e Sei dX; = u, U= [-1, 1], A(t.x) .. messbare Funktionen mit Werten in U
e also Xs = x+ [ u dr, J(t,x,u) = (x+ ftT us ds)?, V(t, x) = supn J(t, x, u)

1, if x>0

e klarerweise gilt: d(x) { L otherwi
—1, otherwise

(x+T—-1t)?2 ifx>0

e daher V(t,x) =
(£ {(X+t—T)2, otherwise

20x+T —1t), ifx>0
2(x+t—T), otherwise

e also Vi (t, x) = {

e daher: V,(t,0+) =2(T —t) > 0 and V,(t,0—) =2(—T + t) < 0 daraus folgt: V nicht differenzierbar von x
=0

Intuition und Definition von Viskositatslosungen

Betrachte nichtlineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung:
o (E): F(x, u(x), Du(x), D?u(x)) = 0,x € O, O offene Menge C R?

o F stetige Abbildung: OxRxRIxSy— > R, Sg... symmetrische Matrizen

e Definition: F erfiillt Elliptizitatsbedingung falls gilt: F(x,r, p,A) < F(x,r, p, B) falls A > B fiir alle (x, r, p)
wobeil A> B+ A—-B¢€ 5; ... positiv semidefinite Matrizen

e Definition: v : O — R heiBt klassische Oberlosung (bzw. klassische Unterlésung) von (E) falls gilt:

- ue C?0)
— F(x,u, Du, D?u) > 0 (bzw. < 0), fiir alle x € O

e Theorie der Viskositatslosungen wird motiviert durch folgendes Lemma:

e Sei u eine klassische Ober(Unter)Lésung von (E): Fiir alle (xo, ) € O x C2(O), wobei xq ein Minimizer
(Maximizer) von u — ¢ auf O ist, gilt: F(xo, u(x), Do(xp), D?p(x0)) >0 (< 0)

e Definition: Sei v : O— > R lokal beschrankt, u.(x) := lim inf u(x"), u*(x) := lim sup u(x’)
x'—x x'—x

— U, ... unterhalbstetige Einhiillende von u

. oberhalbstetige Einhiillende von u
e Definition: Sei F elliptisch, v : O— > R lokal beschrankt

— Wir nennen u eine Viskositdtsober(unter)losung von (E), falls gilt:
F(x0. tx(x0), Dio(x0), D*p(x0)) > (<)0
— fiir alle (x0, @) € C?(O), wobei xp ein Minimzer (Maximizer) von u, — ¢ auf O ist.

— u heiBt Viskositatslosung von (E) falls es Viskositatsober- und unterldsung ist



HJB-Gleichung und Viskositatslosungen

e Setting wie im regularen Kontrollproblem:

— dX: = b(t, X¢, up)dt + o(t, X, ur)dW; mit eindeutiger starken Losung
— J(t,x,u) = Eexlf) F(s, Xs, us) ds + S(T, X7)] — max
- V(t, x) =supJ(t, x, u)

uceA

e Proposition 1: angenommen F(t, x, u) ist stetig in (t, x) fiir jedes u € U — V ist Viskositatsoberlosung der
HJB-Gleichung: —V; — H(t, x, DV, D?V) = 0 mit H(...) = sup{b* DV + 1/2tv(D?V x a) + f(t,x, u)}

uel

e negatives Vorzeichen wegen Elliptizitatsbedingung

e Proposition 2: Annahmen wie in Prop.1; V ist Viskositatsunterlésung von: —V;—H(t, x, DV/(t, x), D?V(t, x)) =
0

e Satz: Die Wertfunktion V ist eine Viskositatslosung der HJB Gleichung.

e Satz. Sei U (bzw. V) Viskositatsunterlosung (bzw. Oberlosung) mit polynomialen Wachstum. Falls
U(T,x) <V(T,x)auf R": U<V auf [0,T] x R"

e Korrolar: Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist die Viskositdtslosung, die die Endbedingung
V(T, x) = g(x) erfiillt, eindeutig.
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