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1. (yt) sei ein ARMA(1,1) Prozess:
yt = (1/3)yt−1 + εt − 3εt−1

wobei (εt) ein weißes Rauschen mit Varianz Eε2t = 1 ist.

Zeigen Sie, dass (yt) ein weißes Rauschen ist und berechnen Sie die Varianz von yt.

Hinweis: Berechnen Sie das Spektrum des Prozesses (yt). Welche der Standard-Annahmen an einen
ARMA Prozess sind hier nicht erfüllt?

2. Es sei (W (t), t ≥ 0) eine (standard) Brownsche Bewegung und (F(t), t ≥ 0) die von ihr erzeugte
Filtration. Weiters sei

X(t) = W (t)4 − 3t2 (t ≥ 0).

(a) Berechnen Sie E[X(t)] und Var[X(t)] für t ≥ 0.

(b) Berechnen Sie E[X(t)|F(s)] für 0 ≤ s < t.

(c) Ist (X(t), t ≥ 0) bezüglich (F(t), t ≥ 0) ein Martingal, ein Submartingal, ein Supermartingal,
oder überhaupt kein Smartingal? (Begründung!)

3. (εt) sei weißes Rauschen mit Varianz Eε2t = 1. Weiters sind zwei lineare Filter a(L) = 1 + a1L und
b(L) = 1+ b1L gegegeben. (L ist der Lag-Operator und a1 und b1 sind reelle Zahlen.) Zeigen Sie, dass
der Prozess

yt = a(L)b(L)εt

dann und nur dann ein weißes Rauschen ist, wenn a1 = b1 = 0.

4. (a) Gegeben sei eine reele Zahl λ > 0 und eine iid Folge (ηn)n≥1 von Zufallsvariablen mit

P [ηn ≤ x] = (1− e−λx)I(x>0).

Weiters sei

ζn =
n∏

k=1

ηk (n ≥ 1).

Begründen Sie, dass P [max(ζ1, . . . , ζn) > x] mit Hilfe der Maximalungleichungen von Doob bzw.
Kolmogorov abgeschätzt werden kann. Wie lautet die entsprechende Abschätzung?

(b) Es seien C > 1 eine reelle Zahl, (Fn)n≥0 eine Filtration und (ξn)n≥0 ein dazu adaptierter Prozess,
wobei 1 ≤ ξn ≤ C f.s. für alle n ∈ N gilt. Zeigen Sie, dass es eine multiplikative Zerlegung der
Form

ξn = βnθn (n ≥ 0)

gibt, wobei β0 = 1 und (βn)n≥1 vorhersehbar und (θn)n≥0 ein Martingal ist.
Hinweis: Versuchen Sie βn mit Hilfe der Martingalbedingung für θn auszurechnen.
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